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Exercice 0.0.1. Soit A une matrice carrée n X n inversible telle que
A+ At =1

Calculer
A+ AR pour k=1,2,3,4

ol on note A7F = (A=1)F

Solution
On utilise le fait que

AAT'=ATA=T e I"=1 VkeN.
Pour k = 1 c’est la formule donnée ci dessus : A+ A~! = I.
Pour k=2:(A+A1)2=1= A?+2+ A2 =1 donc
A2+ A=
Pour k=3:(A+ A1) =1T= A3+ 342471 + 3AA? + A=3 =1 cest a dire
AP+ A3 4 3A+43A 4 =1

et donc
A4 A3 43I=1

Oou encore
A3+ A3 = 921

Pourk=4:(A+ A D =T= A* + 443471 + 642472 1 4AA 3 + A4 =1
A AT 4AT AT 6T =T
At ATV A(-D) +6I =1
At+ A =1

Exercice 0.0.2. Soit E l’ensemble des fonctions f: R — R telles qu’ils existent a,b,c € R pour lesquels :
Ve e R, f(z) = ae® 4+ be ™ + csin(x)

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de F(R,R).

2. Déterminer une base de E et sa dimension.

Solution

1. E est un sous espace vectoriel : : Si f,g € E alors Ja,b,c € R et 3a’, V', ¢ € R tels que f(x) = ae”™ + be™™ + csin(x)
et g(z) =de® +be "+ sin(z) (f+9)(x) =(a+a)e”+ (b+b)e ™+ (c+ )sin(x) = a”’e® + be ™ + " sin(x)

De méme pour Af.

2. f(x) = auy(x) + bua(x) + cus(z) et donc (ug,us,uz) est un systéme générateur. Il faut montrer qu’il est libre :
AUt + Ao + Azug = 0 = Ae® + Age ™ + A3sine = OV € R
Pour x =7 on a :Ae™ + Xye™™ =0 Pour x =7 on a :A\1e”™ 4+ Age™ = 0 ceci donne le systéme linéaire suivant

/\16“ + )\26771’ =0
AeT T 4+ Xge™ =0
dont 'unique solution est
A =X=0

Il reste csinx = 0, Vaw € R. En particulier pour x = 5 on obtient ¢ = 0.
Le systéme est donc libre, c¢’est donc une base.



Exercice 0.0.3. E =R3 et By = (uy,us2,u3) avec
up = (1,1,0), ws = (0,-1,0), uz=(3,2,—1)

Et By = (v1,v2,v3) avec
vy = (1,-1,0), vy =1(0,1,0), wv3=1(0,0,—1)

1. Montrer que By est une base de E.
2. Montrer que By est une base de E.
3. Calculer la matrice de passage P de la base By a la base By et son inverse P~!
4. Soit f une application linéaire de R® dans lui méme.
On suppose que la matrice associée a [ dans la base By est
1 0 -6
A=|-2 2 -7
0o 0 3
(a) Calculer la matrice A’ de lapplication linéaire f dans la base Bo
(b) Calculer A pour n € N.
(¢) En déduire A™
Solution

1. Bj est une base. Le systéme B; contient 3 éléments, la dimension de R? est égale a 3, Il suffit donc de montrer que
le systéme Bj est libre. Soient donc A1, Ao, A3 € R tels que :

A1uUq + Aot + Asug = O = (0,0,0)
alors on remplace wuy, us, uz par leurs composantes :
(A1 +3X3, A1 — A2 +2X3, —A3) = (0,0,0)

et donc on aura le systéme

A +3A3=0
A —Xa4+2X3=0 (2)
“A3=0

La derniére équation donne A3 = 0 puis la premiére donne A; = 0 et enfin la deuxiéme donne Ay = 0.

2. Bs est une base : Pour les mémes raisons que la question précédente il suffit de montrer que le systéme Bs est libre.
Soient donc A1, A2, A3 € R tels que :

)\11)1 + )\2’02 + )\3'03 = O = (0, 0, 0)
alors on remplace vy, v9, v3 par leurs composantes :
(A1, =A1 + A2, —A3) = (0,0,0)

et donc on aura le systéme

A =0

A+ A =0 (3)

—A3=0
La premiére équation donne A\; = 0, puis la deuxiéme donne Ay = 0 et la troisiéme donne A3 = 0.

3. Matrice de passage P de By a Bs :
On note (e, ez, e3) la base canonique de R®. Alors on a

Uy = e1 + e
U9 = —€2 (4>
us = 361 + 262 — €3

d’ou
€1 = U1 + Uy
€g = —U9 (5)
€3 :3U1 + ug — us

On en tire les v; en fonction des w; : v1 = (1,—1,0) = e; — ea = uy + us + us = ug + 2ug vo = (0,1,0) = e5 = —up,

v3 = (0,0,—1) = —eg = —3uy — ug + u3



La matrice de passage est donc donnée par :

Par la méme technique on obtient :

(a) La matrice A’ = P~1AP et donc

(c) A" = PAm P

c’est & dire

Veérifier que A° = I et que A' = A.

Exercice 0.0.4. Soit la matrice

1. Calculer A?
2. Calculer A% — A

3. En déduire que A est inversible et calculer A=1.

Solution

1. Calcul de A2 :

2. Calcul de A3 — A :

et

3. A(A%2 —1)= (A% —I)A =4I, on en tire donc

[eoll \ORNE

v == u1 + 2us

(A2-1)=-(A’—DA=1

et donc la matrice A est inversible est sa matrice inverse est

4
1
2 —4 2 ’
L2 -
-1 -2 -1 =1
4
t\1 2
1
4

(SIS

(SIS

V2 = —Ug
U3:73U17UQ+U3
1 0 -3
P=|2 -1 -1
0 0 1
1 0 3
Pt=12 -1 5
0 0 1
1 00
A=10 2 0
0 0 3
1 0 0
Am=10 2 0
0 0 3
0 -3 1 0 0 1
-1 =1](o 2# o 2
0 1 0 0o 3/ \o
1 0 3 —3ntl
2 —ontl on G _ 5 on_3n
0 0 3"
1 0 2
A=10 -1 1
1 -2 0
3 -4 2
A2=(1 -1 -1
1 2 0
5 0 2
A =10 3 1
1 -2 4
A3 — A =41
1



