Université Internationale de Casablanca 04 février 2016

Pr. Morad Lakhssassi Examen Final d’Analyse 1 — Durée 2h Pi1

(Documents et calculatrice non autorisés)

Exercice 1 : étude d’une fonction et sa réciproque : 30 min
Soit f: R = R la fonction définie par f(x) = x + e*.

a) Montrer que f est dérivable sur R.
x — x est une fonction dérivable sur R
x — e* pareil
d’ou f est dérivable sur R comme somme de deux fonctions dérivables sur R.
b) Montrer que f est continue sur R.
Puisque qu’elle est dérivable sur R, elle est donc continue sur R.
c) Montrer que f est bijective.
Vx € R, f'(x) =1+ e* > 0,dou f est strictement monotone et comme elle est continue, elle est
donc bijective.
d) Calculer (f 1)’ en fonction de exp(f ™).
1

1
F(f 1) 1+exp(f1(x)

VX ER,(fH)'(x0) =

? AN - ! -
d’ou, surR, (f71) T Trexp(F )’

e) Calculer (f~1)’ en fonction de f~1 (utiliser fof ~! = id).
fof7l=id et VX ER,f(x)=x + e*
dot: fF(F1(x) = fF1x) + e/ ™ et f(f1(x)) = x, d'ou:
fHe0) +exp(fH () = x

ce qui s’écrit aussi : fl+exp(f ) =id
d’ol : exp(f ™) =id—f~"
d’ou, d’aprésd), sur R:
-1y _
=) 14+id—f1
’ SH . =1y —;
Cest-a-dire :Vx € R, (f™1)'(x) = T

f) Calculer £(0) et (f71)'(1).
f(0)=0+¢e°=1 (remarque:dou: f~1(1) =0)

et en utilisant d) :
FH'@=

Autre méthode en utilisant e) :

1 B 1 - 1 _1
F(f~1(1) 1+exp(f~1(1)) 1+exp(0) 2

YW = = =
1+1—-f71(1) 2
En déduire I’équation de la tangente au graphe de f ! au point d’abscisse x, = 1.
L’équation de la tangente :
y—f'(D)

=YW

doti: y — 0 = (x — 1), d'ou: y=5(x—1).
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Exercice 2 : dérivabilité : 25 min

Considérons la fonction f:x — Ve* —1

a)

b)

Donner le domaine de définition de f.

Le domaine de définition de f correspond a :
fxeR/e*—1=20}={xeR/e*>1}={x € R /x = 0}carx - e* est une fonction
croissante.

d’ou Dy = R*.

Etudier la continuité et la dérivabilité de f.

f est continue sur RT comme la composition de deux fonctions continues sur R* (a détailler comme
fait en classe).

On peut avoir un probléeme de dérivabilité lorsque e* — 1 = 0, c’est-a-dire lorsque x = 0,

ailleurs, par composition de fonctions dérivables (a détailler), f est dérivable sur R .

e EnO:

On calcule le taux d’accroissement de f en 0 :

— 0 x_1
() = LSO Ve

d’ol : lim,_+ 7o(f) = llrél+ 2 X eV (dérivée de exponentielle en 0)
X—

d’ou : lim,_ o+ 79(f) = + co.

f n’est donc pas dérivable en 0.

Autre méthode :
On caclule la dérivée et on calcule sa valeur en 0 :

X

Vx € R, "(x) = ——
f1e) 2.VeX¥ —1

Or lim,_ o+ = + oo (par le méme calcul que la méthode précédente,

ex
24e*-1
donc f n’est pas dérivable en O (tangente verticale en 0).
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Exercice 3 : TAF 10 min

Soient x et y deux réels avec 0 < x < y. Montrer que :
y—x
X<——/— <
nG) —In(x) 7

Soit g(t) = In(t) définie sur I'intervalle [x, y].
g est une fonction continue sur [x, y] car continue sur R} et X,y € R},
de méme, g est dérivable sur Jx, y|[,

donc d’aprés le TAF sur [x, y],
_ 9 -9™)

dc e !
celyl  g@="—

1 1 1 . . .
org'(c) = - etc €]x, y[, donc S <g'(c)< ~car x et y strictement positifs, d’od :

1 _ In(y) — In(x) _ 1

y y—x X
d’ol, comme x et y positifs strictement:
< X <
o) —@ "~

Exercice 4 : Limites 25 min

a) Calculer les limites des suites suivantes (justifiez !):

Uy =—; vy = V2 + (-1D)7; wy, = n!

oy, = e M) = en(1-In() groy : limy, 4 Uy = T =™ = 0.
1
e v, =2+CFD"r,o0na:2-1<2+(-1D"<2+1,dot:1<2+(-1)"<3

1 1/ 1-n
. - . - 1
or la fonction x — xn est croissante sur R* : (car (xn) = Xx n >0),

1 1 1
donc:1n < (24 (—=1)")n < 3n

1
1n = 1tend vers 1

= _ _2In@3) 1
3n =en tend vers 910G = g0 = 1,
d’ou, par le théoréme des gendarmes, : lim,_,,, v, = 1.

e w,=nl=n.(n-1).n—-2)..2x1 >2nx1x1x..x1=n,dol:w, >n.
or lim,_, ;4 n = +00, donc lim,,_, ; o, Wy, = +0.

. arccos(x)
b) Calculer llmx_,l— ﬁ
1
arccos(x arccos(x ! N A1 — ¥2 1
lim—()= 1imﬂ= lim#= lim —=1
=1 [T —x2  x217 (1 —x2) x>1__ 2X x-1" X
2V1 — x?
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Exercice 5 : suites adjacentes 15 min

On consideére les deux suites :

11 (N
un—1+i+§+'“+m, n € N,

vn=un+ﬁ;nEN*.

On admet que lim,_,,, n! = +oco.

Montrer que (u,), et (v,), convergent vers une méme limite.

Ona: VneN", uy 1 =u, + (n+1)!

_ 1
T (n+1)!

d’ou Uy — Uy >0
(u,,) est donc une suite croissante (1)

D’autre part,

1 1 2 1 1
Vn € N Upyq — U = Upyq —

d'ou:pourn=2,v,,4 — v, <0
(vy,) est donc une suite décroissante (a partirde n = 2) (2)

. .1
Etona:lim, v, —u, = lim —=0(3)
n—+oo n!

(1), (2), et (3) donnent que les deux suites (u,), et (v,), sont adjacentes.
d’ou, elles convergent vers une méme limite.

Remarque : on ne vous demande pas de calculer cette limite !

Autre méthode :

1 ,, .
vn € N*, vn=un+adoanEN*,vn2un

u”+(n+1)!_ﬁz(n+1)!_ﬁz(n+1)!'(2_

(n+ 1)) =

1—n
(n+1)!

on montre aussi que (u,,) est croissante, et (v,,) est décroissante comme fait dans la méthode précédente.

et que donc (comme déja fait en cours et TD), (u,,) est majorée par vqy et (v,,) minorée par u.

d’ol (u,), et (v,), convergent.

et comme les deux suites convergent, lim,_, ;o vy, — U, = lim,,_ 4o v, — lim u,
n—-+oo

orlim, ,;ev, —u, = lim ==0
d'ou:lim, ;e v, = lim u,.

n—-+co

elles convergents alors vers la méme limite.

Conclusion : les deux suites convergent vers la méme limite.
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