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Chapitre 1

Description du mouvement d’'un
point matériel

La mécanique est la partie de la physique qui étudie les mouvement des corps
en tenant compte des causes.
Dans notre programme on s’interesse a la mécanique classique ( ou Newtonnienne
) qui s’interesse aux mouvements des corps ayant une vitesse tres faible devant
celle de la lumieére .
On postule que :

— Le temps est absolu : c’est a dire que le temps ne dépend pas du référentiel

— L’existence des référentiels galiléens.

— La trajectoire est déterministe.

1.1 Reperes d’espace et du temps. Référentiel

1.1.1 Repérage dans l'espace

Pour se repérer dans Uespace ,il faut choisir un corps sol i de de référence S
auquel on attache des axes de coordonnées Oz, Oy, Oz ;0O étant Uorigine des axes.
L’ensemble de tous les systéemes d’axes de coordonnées liées a un méme solide
de référence constitue le repére lié & S.

Remarque- 1 :
Dans notre cours de mécanique ,on utilise toujours des repéres orthonormés

z




1.1. REPERES D’ESPACE ET DU TEMPS. REFERENTIEL Mécanique-M.P.S.I

> e I=lle =l e lI=1
—— — —
> by = €6, = €.

1.1.2 Repérage dans le temps

e La mesure du temps suppose une orientation conventionnel du temps : du
passé vers le futur , du a Uirréversibilité de 'évolution.

e Le temps se mesure a laide d’'une horloge, son unité est la seconde depuis
1967.

e Le repére du temps est constitué d’'un instant considéré comme origine des
dates et une unité des temps (la seconde)

1.1.3 Référentiel

L’ensemble d’un repére spatial lié a un solide de référence S et d’un repére de
temps constituent un référentiel R.
Exemple :
e Référentiel de Copérnic R :centré au centre du systéme solaire et les trois axes
se dirigent vers des étoiles fixes.
e Référentiel Géocentrique R :centré au centre de la terre GG le plan Gzxy forment
Uéquateur et U'axe Gz se dirige vers nord géographique.
e Référentiel terrestre R :centré au point O quelconque et les trois axes se dirigent
vers trois directions .

Es

‘ NOG ’.

~—_

plan équatorial

Page-8



1.2. CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL Mécanique

1.2 Cinématique du point matériel

La cinématique est la partie de la mécanique qui s’interesse aux mouvements
des corps sans tenir compte des causes (Forces)

1.2.1 Définition du point matériel

On appelle point matériel tout corps solide de dimension négligeable devant une
distance caractéristique (longueur d’'un pendule ; distance terre-soleil,.....)

1.2.2 Vecteurs position,vitesse et accélération

Soit un référentiel R(O, e, ¢, , e.) un référentiel et M un point matériel se dépla-
cantdans R

On appelle :
—
» OM : vecteur position
>

_— E S s
dOM = lim MM' = lim (OM' —OM)

M— M’ M—M'

vecteur déplacement élémentaire
>

V(M/R) = dOd—tM /R

vitesse du point M dans le référentiel R (dériver dOM dans R par rapport au temps
en considérant les vecteurs de bases de R comme des vecteurs constants
| 4

dV(M/R)  &2OM

@ (M/R) = d = di2 r

accélération du point M dans le référentiel R
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1.2. CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL Mécanique

1.2.3 Exemples de bases de projection

1.2.3.1 Coordonnées cartésiennes

1.2.3.1.1 Vecteur déplacement élémentaire
Ona:0OM =0H+ HM =

-

Oszej—l—ye?—kzej

(x,y, z) représentent les coordonnées cartésiennes du point M dans le référentiel
R.
Donc le vecteur déplacement élémentaire dOM s’écrit :

dO—Z\/[ = dze, + dye_; +dze,

1.2.3.1.2 Vecteur vitesse

d d d
On a dOM = dve; + dye, + dze; — V (M/R) = d_fg N d_i?y N d_ie_;
On pose :
dx ) . ’
T V, = & : composante de la vitesse sur U'axe des x
d
- d_?i =V, = y : composante de la vitesse sur U'axe des y
d
- d_j =V, = 2 : composante de la vitesse sur l'axe des z

V(M/R) = Vye, + Vyey + Voes = ie, + iy, + Se2

1.2.3.1}.3 Vecteur accélération
Ona:V(M/R)=ie, + e, + ie, donc

@ (M/R) = aze, + aye, + a.e. = ie, +ije, + Ze.

Avec :
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1.2. CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL Mécanique

d*x i} .

g =1 : composante de Uaccélération sur U'axe des x
d*y . . .

g == : composante de Uaccélération sur Uaxe des y
d*z . , o ,

—gp == : composante de Uaccélération sur Uaxe des z

1.2.3.2 Coordonnées cylindriques

1.2.3.2.1 Définitions

Y
Les coordonnées cylindriques sont :
»r=0H r=>0
> 0= (c.,0H) € [0, 2]
» 2 € R :la cote du point M.
(r,0,z) : sont les coordonnées cylindriques.
On définit le vecteur ¢, par :
—O——)
e, = — = cosfe, +sinfe, € (Oxy)
”
— — . . . g — 2
| e ||= 1 = e, est un vecteur unitaire,on tire donc que OH = re, et par consé-

quent :

——

OM =re, + ze,

On définit le vecteur e, par rotation de e, de - dans le sens de 0 c’est ¢ dire :

ey = cos(0 +7/2)e, +sin(f + 7 /2)e, = —sinfe, + cosle,
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1.2. CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL Mécanique

Dérivons e, par rapport a0 dans le repére R :

de, . . o
T c’est a dire dériver ¢, en considérant les vecteurs de bases de Rle,, ¢,, ¢.)
/R
(C:lgpme des vecteurs constants.
Er . — =
= —sinfe, + cosfe, = e
do /= v
de; _ deg _ de, - deg P
= e : —_— = —€, 3 =ve 3 —, = —ve,
om0 do dt m " dt /=

Remarque- 2 :
Dériver un vecteur de module constant dans le repére par rapport a l’angle

de rotation 0 revient a le faire tourner de g dans le méme sens que ¢

En effet : soit A un vecteur dont le module est constant c’et & dire I A |= cte =
— —
A.A = cste.

- . — dA S SR P: | :
Dérivons par rapport a 6 ; on trouve A g = 0 c’estadire A et 90 sont perpendi-
culaire.

La base(e;, ey, e,) est dite base locale en coordonnées cylindriques .
(e, ey, e;) est un triedre direct

1.2.3.2.2 Vecteur déplacement élémentaire

SV, — — Y, — — —
Ona:OM =re; + ze; = dOM g = dre; +rde; + dze;
Or de, = dfe; donc

dOM = dre + rdfeg + dze.

Formule a connaitre

Remarque- 3 :
Si z = cte(= 0) le mouvement est plan (r,0) : dites coordonnées polaires

1.2.3.2.3 Vecteur vitesse
—

dOM d
ona: VR =M Voayr) =L (e 4 rdo + d=e)
dt |r dt/r

V(M/R) =ie, + rfeg + e,

Remarque- 4 :
Il faut bien faire la différence entre le repére d’étude et celui de projection.
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1.2. CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL Mécanique-

1.2.3.2.4 Vecteur accélération

dV (M
Onad(M/R)= dV (M/R) donc :
dt /R
@ (M/R) = (¥ —r6*)e; + (rf + 210)e; + 3e2
On pose :

> a, =i — r6? : accélération radiale.
» a; = r0 + 270 : accélération orthoradiale.

Remarque- 5 :
On peut écrire l'accélération orthoradiale a, comme

o 1d(r%0)
=70+ 210 = —
ay =1l + 2r N

1.2.3.3 Coordonnées sphériques

1.2.3.3.1 Définitions

Les coordonnées sphériques sont :
»r=0M r >0 :rayon vecteur

_>/:> .
» 0= (e,,OM) € [0, 7] :colatitude
» azimut;y € [0, 27].
(r,0,p) :coordonnées sphériques .

x = rsinfcos
= rsinfsin
2z =rcost

<

On définit le vecteur e, par :

-
- OM

€, =

= sin 6 cos pe, + sinfsin e, + cosbte;
”
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1.2. CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL Mécanique

| & ||= 1= ¢, estun vecteur unitaire,on tire donc que

OM =re,
—
OM
Ona:e, = —— etey sedéduit de e, par simple rotation de g dans le plan meri-

dian (OMH).

RN

— (9er — . — . —

g = 50 = cos ) cos pe, + cosBsin pe, —sinfe;
/R

On définit

- —  — . . — —
e, = e, N\ e = sinf(—sin pe, + cos e, )

On conclut que

e, = = —SInye, COS Qe X
7 sinf 9 \ Py 4

(e, e, e,) :triedre local en coordonnées sphériques .

1.2.3.3.2 Vecteur déplacement élémentaire
— —

Ona:OM =re, = dOM . = d(re;) g = dre; + rde,

Ore, =¢.(0,p), donc :

e, oe,
~d6 r
26 "t o,

de; = dp = dfeg + sin fegdyp

dO—]\j/R = dre, + rdfes + rsin 6@)

Formule a connaitre

1.2.3.3.3 Vecteur vitesse
Y — — . 4
Ona :dOM g = dre; + rdfeg + rsinfe, =

V(M/R) = 7e, +rfe; + rosin ey

1.2.3.4 Coordonnées curvilignes

1.2.3.4.1 Définitions
Soit (C) une courbe d’origine A et M € (C).
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1.2. CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL Mécanique-

On appelle coordonnées curviligne la mesure algébrique de Uarc AM ;on la note
S(M)=AM €R
Pour un déplacement élémentaire on a :

— —
dOM = dsT (M)

avec :ds = \/dz® + dy? + d=? ; et ?(M ) :le vecteur unitaire tangent & (C) au point M ;
Puisque :
— — —
I dOM ||= lds| || T(M) ||[==[| T"(M) [|=1
dOM ds—

N

V(M/R) =vT (M)

ce qui en déduit que :

V(M/R) dOM
v ds
a /Ry = WIMR) AT (M) e T(M/R) = BT () —i—v?(M)
N dt N dt St dt Jr
—
Or'dT(M) _dT (M) ds
Codt o r ds rdt
Comme :
s
R _,
ot TOD _dTda 1
ds /R do ds Pe

-~ . . I = . T . ;
avec :N :vecteur unitaire qui se déduit de T par rotation de 5 qui se toujours vers
la concavité de la trajectoire si p. > 0 :rayon de courbure au point M .D’ott :

T(M/R) =T (M) + =N




1.2. CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL Mécanique

Le plan (?, ﬁ) : plan osculateur .
(

— - =
On pose :B(M) =T A N : La binormale .
ﬁ
(M, T, N, B) :La base intrinséque ou base de Frenet.
On pose
- dv = a1 .
> ap = pn T (M) : accélération tangentielle .
2/R
— V= 414 .
» ay = — N (M) : accélération normale
Pe

Remarque- 6 :
1-Le repére de Frenet est un repére de projection et non pas un repére d’étude.
— —
T N
24T _ N
ds Pe

1.2.3.4.2 Expression du rayon de courbure

=4 —_ -~ . . — — s 2 . )
Sachant que :B(M) = T A N, le produit vectoriel v A @ permet d’établir U'ex-
pression générale de p.. :

d 2 3
TAT =0T ANETM+ZN) =28
dt Pc Pe
U3
PN T AT

Exemple :de calcul de p.

Considérons une ellipse droite , situé dans le plan Oy, d’équations paramétriques :
r =acoswt, y=bsinwt; a eth le grand et petit axe et w la pulsation .

i = —awsinwt => ¥ = —aw? cos wt

o | = bwcoswt = §j = —bw?sinwt

(@2 4+ 92)%?  (a®sin®wt + b? cos® wi)*/?

B ab

pPo =

2 2

Ry = — [au point A(t = 0)], Rp = % [au point B(t = 21)]
a

w
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1.2. CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL Mécanique
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1.2. CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL Mécanique

1.2.4 Exemples de mouvement
1.2.4.1 Mouvement rectiligne a accélération constante

Un point matériel M se déplace sur un axe ox avec une accélération a’ (M) = ae,
aveca > 0. -
1- Déterminer le vecteur vitesse V (M) sachant que V(t =0) =V, > 0.
2- Déterminer le vecteur position OM sachant que x(t =0) =z,
3- Montrer que :V? — V? = 2a(x — z,) (Relation indépendante du temps)
4- Quelle est la condition que doit vérifier 7V pour que le mouvement soit unifor-
mément accéleré ?retardé ?

Réponses

. 7 —
1- Le vecteur vitesse V (M) = (at +V,)e,
— 1
iatQ + ‘/ot + xo)

2- Le vecteur position OM = (

3- Montrer que :V? — V? = 2a(x — z,)(Relation indépendante du temps)
V-V V-V V-V,

Onat= a(

- )7+ Vol
le résultat.
Remarque : Cette relation valable uniquement lorsque le mouvement est rectiligne
avec a = cte
4- Le mouvement est uniformément :
H
» accéléré si V. a >0
L LT —
» retardé si V. a <0

—
€y

—r—x,= ) aprés simplification on obtient

1
2

1.2.4.2 Mouvement rectiligne sinusoidal

L’équation horaire du mouvement d’'un point matériel sur un axe ox s’écrit sous
la forme : X (t) = X, + X, cos(wt + ¢)
1-Donner Uinterpretation de chaque termes.
2- On pose r = X — X, que représente x
3- Si on appelle T' la période du mouvement , montrer que Tw = 27
4-, Déterminer les composantes du vecteur vitesse et accélération du point M
5- Tracer dans le méme graphes les courbes représentatives de l'élongation x(t) ,
vitesse v,(t) et accélération a,(t) dans le cas ouw > 1 ;conclure.
6- Déterminer l'équation entre z(t) et v,(t) indépendante du temps et la représenter
dans le plan (z,v)( une telle courbe s’appelle trajectoire de phase)

Réponses

1-L’interpretation de chaque termes.
e X(t) : l'élongation
e X, : L’abscisse de la position d’équilibre
e X,, : Lamplitude (>0)
e w : pulsation
e wt + ¢ : La phase
e ¢ : la phase a lorigine
2- ¢ = X — X, représente l'élongation du point M repéré a partir de la position
d’équilibre
3- T est la période du mouvement donc

x = X,, cos(wt + T + ¢) = X,, cos(wt + ¢ + 27)
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1.2. CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL Mécanique-

Donc Tw = 27 c’est a dire

4-, Les composantes du vecteur vitesse et accélération du point M

o 1(t) = X,, cos(wt + ¢)

oV, =1 =—wX,,sin(wt + )

o a, =i=—w?X,, cos(wt + )
5- Les courbes représentatives de lU'élongation x(t) , vitesse v,(t) et accélération
a,(t) danslecasouw =2>1letX,, =1

A=
\
| | \
| [
1
1 \
| | | 1R Al
Vo = Y
\
||
| |
N J
A i \ \
il | \ \
) | J
7 | |
] \ +
1 \ v
] \
A \
\ \
\ J \
/
/
1 I
\
| | [ |
| |
/] \
| ) J
\

6- L’équation entre xz(t) et v,(t) indépendante du temps

C’est l'équation d’un ellipse.
Représentation dans le plan (z,v) :
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1.2. CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL Mécanique-

4

—
]
=
—
1
=

-4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Remarques :
@- Si on pose

1.2.4.3 Mouvement circulaire

Un point matériel se déplace sur une trajectoire circulaire de rayon r et de centre
O dans un référentiel R(O, x,y, z,t), le circle est situé dans le plan (Oxy)
On utilise les coordonnées polaires (r,) pour décrire le mouvement de M.
1- Rappeler les expressions des vecteurs OM ,7(M ) et @ (M) en coordonnées po-
laires ,puis les simplifier si le rayon est constant r = R.
2- On suppose que le mouvement est circulaire uniforme
Le mouvement est circulaire uniforme si la vitesse angulaire 0 =w, = cte
2-1- Etablir U'expression de 0(t) ainsi U'abscisse curviligne s avec s(0 = 0) =0
2-2- Déterminer les vecteurs vitesse 17(]\/[ ) et accélération @ (M).

2
2-3- Représenter les vecteurs vitesse I—/(M ) et accélération @ (M) pourf = 0, g, T, %
.Conclure.
3-On suppose que le mouvement est circulaire uniformément varié
Le mouvement est uniformément varié sif = a = cte
3-1- Déterminer les lois horaires 0(t) et 0(t)
3-2- En déduire la relation indépendante du temps

2
3-3- Représenter le vecteurs vitesse X_/>(M ) et accélération a (M) pour § = 0, g, T, %

. On prend les constantes d’integrations nulles

Réponses

1.2.4.4 Mouvement helicoidal

Un mobile est repéré dans la base cylindrique associée a un référentiel donné
Rpar:p=R, p=uwtetz=uat;olla, wetR sont des constantes positives. La
trajectoire est une hélice enroulée sur un cylindre a base circulaire. Le pas h de
Uhélice est, par définition, la distance qui sépare deux positions successives du
mobile sur une méme génératrice de U'hélice.

1- Faire une représentation graphique de la trajectoire de M dans R.
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1.2. CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL Mécanique-

2- Quelles sont les unités, dans le systéme international (S.I.), de w et a ?Quelle
relation lie a a h ainsiw

3-Déterminer les vecteurs vitesse et accélération en un point quelconque de la tra-
Jjectoire :

3-1- Dans la base de coordonnées cartésiennes.

3-2-Dans la base de coordonnées cylindriques.

4- Déterminer le rayon de courbure p. en fonction de R, a et w

5- Déterminer les vecteurs unitaires de la base de coordonnées curvilignes, puis
en déduire le rayon de courbure de la trajectoire dans R ; Le comparer avec R.

Réponses

1.2.4.5 Mouvement cycloide

Dans un référentiel R=(0, z,y, z,t) un point M d’un cercle de rayon R se déplace
dans le plan (oxy) sans frottement comme lUindique la figure suivante :

I
I
I
O I

On admet que le mouvement se fait avec roulement sans glissement ce qui impose
que la mesure de U'arc IM = RO = OI, et on suppose que le mouvement du centre
est uniforme ainsi on pose w = 0 = cte

1- En utilisant la relation de Chales, Déterminer les composantes du vecteur OM
dans la base des coordonnées cartésiennes en fonction de R, 0

2- Exprimer dans la base de coordonnées cartésiennes de Rles composantes du
vecteur vitesse 7(M ) et celles du vecteur accélération a’ (M) en fonction de R, w et
t.

3- Donner Uallure de la trajectoire de M par rapport a R(dite cycloide).

4- Montrer que le rayon de courbure p. de la trajectoire décrite par le point M dans

t
Rs’écrit sous la forme : p. = 4R sin(%)‘
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Chapitre 2

Dynamique du point matériel dans
un référentiel galiléen

La dynamique a pour objet de prévoir le mouvement d’'un corps dans son envi-
ronnement.

2.1 Notion de force

Voir photocopie

2.2 Lois de Newton

2.2.1 Principe d’inertie

Dite aussi premiére loi de Newton.
Il existe une classe de référentiels ,appelés référentiels galiléens par apport aux-
quels un point matériel isolé est en mouvement rectiligne uniforme.

Remarque- 7 :

e Un mouvement rectiligne uniforme ,le vecteur vitesse V= cte(mouvement de
translation rectiligne uniforme ou équilibre .)

e Le référentiel de Copérnic est un bon référentiel galiléen si on néglige les
actions extérieures autrement dit si le systéme solaire est supposé isolé.

e Le référentiel Géocentrique et terrestre ne sont pas galiléens ;mais on peut les
considérer comme galiléens si la durée de Uexpérience est trés faible par rapport
a la période de la terre; cependant on consideére dans notre programimne que ces
référentiels sont galiléens.

2.2.2 La relation fondamentale de la dynamique

dite aussi la 2°™ loi de Newton.
Par rapport a un référentiel galiléen R,le mouvement d’'un corps de masse m

soumis a plusieurs forces dont la résultante (Ef> ) satisfait a la relation :

SF =ma(M/R)
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2.3. APPLICATIONS (ENONCES VOIR TD ) Mécanique

2.2.3 Principe des actions réciproques

Dite aussi 3°™¢ loi de Newton. _
Si un point matériel A exerce sur un autre point matériel B une force F' 4,__.p alors

H
le corps B exerce sur A une force F z__. 4 tel que :

— —
FAHB - _FBHA

2.3 Applications (énoncés voir TD )

2.3.1 Etude d’un projectile avec et sans frottement

Un triédre orthonormé (Ox, Oy, Oz) est lié au sol terrestre d’axe Oz vertical as-
cendant. Le champ de pesanteur, supposé uniforme, est noté : g = —ge, . A Uori-
gine des temps (t = 0 ), un projectile supposé ponctuel, de masse m = lkg, est
lancé du point O avec une vitesse initiale ‘70 située dans le plan zOy, faisant un
angle « avec Uhorizontale avec : V, =10 m/s.
1-En projetant la RFD dans le référentiel terrestre supposé galiléen ,déterminer les
composantes du vecteur O~]\7.l)

2- Exprimer, en fonction de V,, g et a le temps nécessaire pour que le projectile at-
teigne sa plus haute altitude S, et les coordonnées de ce point S.

3- Pour quelle valeur de l'angle o la portée du lancement est-elle maximale ? Cal-
culer cette portée.

4- En supposant le module V,, de la vitesse initiale, constant, mais « variable;
Donner U'équation de la courbe ( dite de sureté ) séparant les points du plan xOy
pouvant étre atteints par le projectile, de ceux qui ne seront jamais atteints.

5- Le sol fait un angle 0, < a avec Uhorizontale Ox. Déterminer o pour que la portée
soit maximale. Puis calculer la valeur de cette portée pour 0, = 50°.

<l

s

6-Dans cette partie , on suppose que la résistance de Uair est modélisable par une
force de type 7 — KV

6-1- Déterminer les composantes du vecteur vitesse V(M )

6-2- En deéduire celles du vecteur position OM

Réponses
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2.3. APPLICATIONS (ENONCES VOIR TD ) Mécanique

—
1-Les composantes du vecteur OM

Ona:
0 V, cos « z =V, cosat
— — v ’ 1 OM ! 2 i
dM)=9 = | —g = V(M)| —gt +V,sina = OM y:—égt + V, sin at
0 0
z=0

On tire L’équation de la trajectoire

9

2
—————— 7"+ tanax
2V2 cos? o

y =
2- Le temps nécessaire pour que le projectile atteigne sa plus haute altitude S, et
les coordonnées de ce point S.
» Sachant que au point S la vitesse v, = 0 on tire que

o .
tg = —sin«
g

» En utilisant les équations horaires du mouvement on obtient :

V2 sin 2a V2sin®
Tg=——F— € Yys=—5—
29 29

3- La valeur de U'angle o pour que la portée du lancement est maximale est :
On définit la portée par la distance p = OT avec T' le point définit par y(T) = 0
V2 sin 2a

9

p=2xg = est maximale si

sin2a = 1 = a(Pmaz) = T

= |

Calcul de la portée portée.p(a = Z) =10,2m
4- L’équation de la courbe :
On a a partir de U'équation de la trajectoire :y = —

9
2V2 cos? a

r?+tan ax et connaissant
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2.3. APPLICATIONS (ENONCES VOIR TD ) Mécanique

2

que cos® o = on obtient que

1 4 tan® «

2 2
g—%tan2a+xtana—(y+g—‘$/3):0

C’et une équation du second ordre en u = tan a possede des solutions réelles si

V2 g
A >0=y< -2 — L »?
=54 o2t

Les points non accessibles

Les points accessibles

5- Le sol fait un angle 0, < o avec Uhorizontale Ox. Détermination de « pour que la
portée soit maximale.

Y

Onap=0Iletonly=xtanf, = 9 + tan ax donc :
2V2 cos? «
g 2 A
——————x* +tanax — V,tanf,cosat = 0 = t = —(sin v — tan 6, cos «)
2V2 cos? « g
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2.3. APPLICATIONS (ENONCES VOIR TD ) Mécanique

T 2V2 cos® a
Orp= —p= P
cost,

7 (tan o — tand,)
gcosb,

212 (tana—tan90> 212 (u—uo>
1+ tan® « 1+ u?

p:gcosﬁo :gcosﬁo

avec u = tan« et u, = tand,
. . . dp . dp
Cette portée est maximale si — = 0 ou bien — =0 .

J 2 g . do du
il =0= e = (0 c’est a dire v?> — 2uu, — 1
du (1 + u?)?

u=tana =u,++/1+u?

AN
a="70° = Pz = 8,96 M

La valeur de la portée pour 6, = 50°.
a="70° = pra: = 8,96 m

6-Dans cette partie , on suppose que la résistance de Uair est modélisable par une
force de type ? — KV

6-1- Les composantes du vecteur vitesse X_/(M )

La relation_fondamentale de la dynamique donne :

mi + ki =0 (A)
my + ky+mg =0 (B)

Par intégration on obtient

. _k
V, =1 =V, cosae m'

ainsi

Vy=19y= —%+ (V,sin o + %)e’%t

Remarque- 8 :
Lorsque t — oo les composantes du vecteur vitesse ,tend vers des valeurs limites

V,

Tlimite

=V, cosa

Ylimite = ‘/; Sl v

6-2- Les composantes du vecteur position OM Par intégration on obtient :

mV, cos a k

o) = T (1 - o)

Par un DL au voisinage de k = 0 on trouve z(t) = V, cos at

1) =~ -+ (KV,sinae "+ mge= 5 + gkt — Voksina — gm)
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2.3. APPLICATIONS (ENONCES VOIR TD ) Mécanique

2.3.2 Particule soumise a un frottement fluide de type :f =
—k.V?

Une particule matérielle est lachée sans vitesse initiale en un lieu ou regne un
champ de pesanteur uniforme. La particule est soumise, en plus de la pesanteur, a
une force de frottement de Uair proportionnelle au carrée de sa vitesse, d’intensité
f=kV? (k>0) et de sens opposé au mouvement. Le référentiel d’étude est un
référentiel terrestre considéré galiléen. Le mouvement de la particule est repéré sur
un axe Oz descendant, d’origine O ( position initiale de la particule ) et de vecteur
unitaire e, .

1- Ecrire l'équation du mouvement de chute. Quelle est la vitesse limite V., atteinte
par la particule ?

2- Exprimer la vitesse de la particule a lUinstant t, en fonction de t,V,, et g.

3- Quelle est U'expression de la distance parcourue a l'instantt en fonction de g ,V,,
etV

2a 1 1
On rappelle que : — 5 = +
a —x a—xr a+x

Réponses

1-
» L’équation du mouvement de chute.
av
— =mg — kV?

» La vitesse limite V,, atteinte par la particule

2- L’Expression de la vitesse de la particule a Uinstant t, en fonction de t,V,, et g.

.mdV. 5 awv. k
Ona'k:dt_vw V:VOQO_VQ_mdt

Par décomposition en éléments simples et sachant que V (0) = 0 on obtient

2k Voot
T 1 2V
V(t) = Vooeng = Voo tanh ——¢
e m +1 m

3-L’expression de la distance parcourue a Uinstant t en fonction de g ,V,, etV

2kV
Ona:V = d—j = V. tanh t et sachant que z(t = 0) = 0) alors
m

z = ﬁhq [cosh

2k

QkVOOt} B V_fom Ve
a 2g Vo-—-V

m

2.3.3 Le pendule simple

On considere le mouvement d’'un pendule simple qui oscille dans un milieu ot
les forces de frottement sont inexistantes.Le pendule est constitué d’'un objet ponc-
tuel M de masse m , accroché par lUintermédiaire d’un fil rigide a un point O fixe .
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2.3. APPLICATIONS (ENONCES VOIR TD ) Mécanique

On suppose le fil rigide sans masse ,Sa longueur est { = 1m ,0n note 0 U'angle du
Jfil OM avec la verticale . L’ensemble est situé dans le champ de pesanteur terrestre
¢ considéré comme uniforme.

@)

M

xz

On écarte le pendule de sa position d’équilibre d’'un angle 0(t = 0) = 0, et le lache
sans vitesse initiale.

1- En utilisant la R.F.D établir :

1-1- L’équation différentielle du mouvement

1-2- L’expression de la tension Tdu Sil

1-3-L’expression de la pulsation propre w, du mouvement

2- Résoudre l'équation différentielle du mouvement

3- Etablir et tracer I'équation de la trajectoire de phase dans le plan (0, u = i) ,puis

conclure
4-On a mesuré pour 20 périodes une durée de 40,12s , Déduire de cette expérience
une valeur de g

Réponses
| —me6?e; — | mgcosfe, —| —Te,
ma = .= T —
mileg —mgsinfeg Oeq
mef = —mgsinf (1)
—mll? = =T + mgcos @ (2)
1-1- L’équation différentielle du mouvement :(1)—
. g
0+=260=0
T

1-2- L’expression de la tension du fil :(2)—

T = mg cos 0 4+ ml6>

1-3- L’expression de la pulsation propre :

1-4-Résolution de U'équation différentielle :

0(t) = 0, cos(wt)
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2.3. APPLICATIONS (ENONCES VOIR TD ) Mécanique

2- L’équation de la trajectoire de phase

0 +u? =0

Trajectoire de phase est une courbe _fermée(cercle) : mouvement périodique (Oscil-
lateur harmonique )

u

dRY
N

3- La valeur de g :

20
At

2

g=47(=) = g =9,81m.s~

2.3.4 Le pendule élastique

On considere une masse M homogéne de masse volumique p et de volume V,
plongée dans U'eau (masse volumique p.). Cette masse est suspendue a un ressort
de raideur k et de longueur a vide l,, accroché en un point A .

Soit (Oz) un axe vertical oriente vers le bas, le point A est fixe a la cote z4 = 0. On
s’interesse au mouvement suivant (Oz) de la masse et on note z la cote du centre
de gravite G de la masse. A Uéquilibre la masse est située en z = h. On négligera
la hauteur de la masse M devant h. Soit Rle référentiel terrestre suppose galiléen.

A
——r 24=0

1- Ecrire la condition d’équilibre de la masse M dans R.

2- En déduire Uéquation différentielle du mouvement de Uoscillation de M. On écrira
une équation reliant z et ses dérivées, M, k et h. Donner la pulsation propre w, de
cet oscillateur. On négligera les frottements dans cette question.

3- Commenter le fait que w, ne dépende pas de lintensité de la poussée d’Archi-
mede. Y a-t-il un terme de U'équation différentielle précédente qui en dépende ?

4- On tient compte d’'une force de frottement visqueux, colinéaire a la vitesse et
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d’intensité F = —aV (identique dans tous les référentiels) de l'eau sur la masse
M. Donner la nouvelle équation différentielle vérifiée par z. En se placant dans le
cas d’un amortissement faible, donner sans calcul Uallure de la fonction z(t) avec
les conditions initiales suivantes : at = 0, z = hy > h et la vitesse initiale est nulle.
5- A l'aide d’un piston, on impose a lU'extremite A du ressort, un mouvement vertical
sinusoidal d’amplitude 24, ; donc z4(t) = zamcos(wt). Ecrire dans le référentiel R’ ,
lie a A, 'équation différentielle vérifiée par =’ cote de G dans R’.

6- Calculer U'amplitude des oscillations de la masse M dans R’ . On utilisera la no-

. - M . w
tation complexe et on fera apparaitre les constantes w,,7 = — et la variable v = —

o Wo
7- Dans ce dispositif, U'intérét du ressort est de permettre d’obtenir des oscillations
de la masse d’amplitude supérieure a celle de Uexcitation. Chercher un intervalle
de pulsations pour lequel cette condition est vérifiée. Vous montrerez que cet inter-
valle existe sila masse M est supérieure a une certaine valeur que vous préciserez.
8-Si la condition précédente est vérifiée, pour quelle pulsation U'amplitude d’oscil-
lation de la masse M est-elle maximale ?

O
A

Réponses

1- La condition d’équilibre de la masse M dans R.

Mg = Fa+k(h—1,)

2- L’équation différentielle du mouvement de l'oscillation de M.
On projette la RFD sur U'axe Oz on obtient :

Mz=Mg—az—Fs—k(z—1,)=Mg—az—Fy—k(z—h)—k(h—1,)

La condition d’équilibre donne

Mi+az+k(z—h)=0

k
La pulsation propre w, = I

3- w, ne dépend que des paramétres intrinseque du systeme

Le terme de l'équation différentielle précédente qui en dépend est h la position
d’équilibre

En général toute forces constantes n’apparaissent pas dans l’équation
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différentielle, son role est de modifier la position d’équilibre
4- La nouvelle équation différentielle vérifiée par z.

Mi+ai+k(z—h)=0= 2+2 ¢ +w2(z—h)=0

Avec \ = % < w, amortissement faible
dans ce cas la solution est de la forme :

2(t) = h 4+ Ae ™ cos(Qt + ) Q=/w?2— X\
A et ¢ deux constantes d’intégration a déterminer par les C.I.

Comme \ € w, — ) ~ w, ainsi :
» 2(t=0)=h; = h; =h+ Acosp

A
» :(t=0)=0= tanp = —— — 0 c’est a dire ¢ — 0 On en déduit que

Wo

2(t) = h+ (hy — h)e ™ cosw,t

Représentation graphique de z(t) pour h =5 ,h; =6 , A =0.2 et w, = 10

Az

5- L’équation différentielle.

6- On cherche une solution qui décrit le régime permanent sous la forme y(t) =
Y, cos(wt + ¢) et en notation complexe on trouve

La représentation graphique de X,; en fonction de la pulsation réduite x
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2.3. APPLICATIONS (ENONCES VOIR TD ) Mécanique

AYm

)C’ -

7- L’ intervalle de pulsations est [0,w; = z1w,|. telle que Zay = Yy c’est a dire z,
solution de

2
(1-22)2 4+~ =1

T2w?2
La solution est )
-9
o1 T2w2
. o
SLQ—TQWg >0=— M > ﬂ:Mc alors
1
W1 = Wy 2 — 22
, . . . . dYy
8-L’amplitude d’oscillation de la masse M est maximale si e 0
X
1+ !
WI = Yo 272w2

2.3.5 Mouvement d’une particule chargé dans un champ uni-
forme

Une particule électrique ponctuelle M de masse m et portant une charge g > 0
mobile dans une région d’espace ot regne un champ :

e Electrique uniforme E — Ee,, E>0

e Magnétique uniforme B=Bel, B>0
La charge est émise sans vitesse initiale au point O at = 0.
1-

1-1/ Par application de la RFD trouver un systéme de trois équations différen-
tielles scalaires vérifiées par z,y et z.

B
1-2/ Résoudre ce systéme et en déduire x(t),y(t) et z(t) on posera : w = ot
m
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2.3. APPLICATIONS (ENONCES VOIR TD )

Mécanique

1-3/ Représenter la trajectoire .

1-4/ En déduire le rayon de courbure en fonction des données.

2- On suppose maintenant que la particule posséde une vitesse initiale : I_/)O =V,e,

2-1/ Retrouver :x(t),y(t) .

2-2/ Pour quelle valeur particuliere v,. de v, , la charge décrit un mouvement recti-
ligne confondu avec Ox. Exprimer v,. en fonction de E et B.

2-3/ Que peut-on dire dans ce cas sur la force exercée sur la charge.

2-4/ Représenter la trajectoire de la particule dans le cas ou v, = 2v,,

Réponses
1-:
o mi = qyB (1)
1-1-ma (M) =q(E + V;A B) = { mij=q(E — iB) (2)
mz =0 (3)
1-2-Par intégration on trouve :
T = B—w(wt — sinwt)

E
y = B—w<1 — coswt)

z=0 mouvement plan

E
1-3- Representation graphique (on prend By = 1)

o = 4 =) =] 10 1= 1 15 15

1-4- Le rayon de courbure est

2 sin()
e = — | sin(—
p Bw 2
2-: R
2-1-V; =v,e,
2-1-1-
x = E(wt —sinwt) + % sin(wt)
FE
y = (E — v,)— (1 — coswt)




2.3. APPLICATIONS (ENONCES VOIR TD ) Mécanique

2-1-2- Le mouvement est rectiligne confondu avec ox Nt —>

UOC -

E
B

2-1-3-F = q(f + \72 A E)) =0 la Jorce magnétique compense la force électrique
2-1-4- Representation graphique avec v = 2v,,

E .
r = —(wt + sinwt)
W

On rappelle que dans ce cas , on a: B o
= ——(1 —coswt
y=—5( )
s
] F] =] =] 10 12 1.4 15 15 X
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2.3. APPLICATIONS (ENONCES VOIR TD ) Mécanique-
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Chapitre 3

Puissance et travail d’une force.
Théoréme de I'énergie cinétique

3.1 Puissance et travail d’une force

3.1.1 Définitions

» On appelle la puissance d’une force F appliquée sur un point matériel M de
H
masse m et de vitesse V (M/R) par rapport & un référentiel Rla quantité :

P=F.V(M/R) (watt)

» Lorsque le point M effectue un déplacement élémentaire dOM pendant lins-
ﬁ
tant dt sous l'action d’une force F', on définit le travail élémentaire par :

- —
OW = F.dOM (Joule)

On remarque que :

3.1.2 Exemples

» Travail du poids (e, vers le haut)

%
AWB(P) = —mg(zp — 2a)

» Travail de la tension d’un ressort

— 1
W (T) = —5k[(ls = 1o)* — (la = o)’]
A—B 2
— - —
» Travail de la force de Lorentz F = qV AN B
_)
F)=0
A*)B( )
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3.2. ENERGIE CINETIQUE. THEOREME DE L'ENERGIE CINETIQUécanique-

3.2 Energie cinétique. Théoréme de I'énergie ciné-
tique

dV (M/R)

; et comme P =
dt /R

—_
» Dans un référentiel galiléen Ron a : F' = m

— —
F.V(M/R) alors :

-
= dV (M/R) d 1 =,
P = mV(M/R).T/R —= P = dt<2mv )

On appelle l'énergie cinétique d’'un point matériel qu’on note Ec la quantité posi-
tive :

Ec = lm\_}2
2
oW dEc
» Ona:P TS donc

ﬁ
AEc= W (F)

A—B

T.E.C

ENONCE :Dans un référentiel galiléen , la variation de I'énergie cinétique d’un point
matériel entre deux instants est égale au travail entre ces instants des forces qui
lui sont appliquées .

Application : :pendule simple

@)

M

x
1 . 1 .2 — —
Ona:dEc:5W:>AEc:§m€202—§m€200 =W(P)+W(T)
o W(]_3>) = —mgh = —mgl(cos Oy — cos )
— — =
eW(T)=0,T Leg

Par égalité on tire que :

0% = 2%(COS€ — cos b) (E)

Par simple dérivation temporelle de (E) on obtient : 000 + gsinf) =0
Puisque 0 # 0 (car sinon alors pas de mouvement Jon aura :

00 + gsinf = 0

Remarque- 9 :

: Dans le cas d’une charge ponctuelle soumise seulement a une force magnétique

— - — dEc — —
F,.=qV NB alors:W: F.,..V =0 Ce quijustifie que :Ec = cte = V = cte =
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3.3. FORCE CONSERVATIVES. ENERGIE POTENTIELLE Mécanique-

3.3 Force conservatives. Energie potentielle

3.3.1 Définition

H
Une force F' est dite conservative si on peut écrire

-

SW = F.dOM = —dEp

Ep est appelée énergie potentielle.
c’est a dire que son travail ne dépend pas du chemin suivi, et par conséquent

H
AEp= W (F)
A—B

3.3.2 Exemples

» Energie potentielle élastique d’un ressort :
— S

On rappelle que: T = —kOM, avec O position d’équilibre .

, a7 — —
Sion pose :OM = ({ — ly)e, = xe,

— — NN — —— 1 9

alors : T.dOM = —kze,.xe, — T .dOM = d(—ikx + cte)
dolt :

1 1
Ep. = §k:c2 + cte = ik(é — lp)? + cte

On conclut que la tension d’un ressort est une force conservative.
» Energie potentielle newtonienne

G
On rappelle que : F = —wa’ = %e_; avec (a < 0).
T T

— d

En coordonnées sphériques on a : F.dOM —= %e_,f.(dre_[ +rdfeg + rsinfdype,) = a—z
T r
Dot :
Ep, = % ¥ cte

r

On conclut que la force de Newton est une force conservative.

Remarque- 10 :

est

5 . 1 I q1g2— B
De la méme facon on montre que la _force coulombienne : F' = s a2
TEy T T

une force conservative

» Energie potentielle de pesanteur
%
On rappelle que : : P :ﬂ? = —mge,
Dans lecasott ¢ = cte; c’est a dire ¢ est uniforme,on obtient :
= g7 — — — —
P.dOM = —mge; .(dve, + dye, + dze;) = —mgdz

Ep, = mgz + cte

_)
On conclut que si ¢ est uniforme alors le poids P est conservative.
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3.4. ENERGIE MECANIQUE Mécanique-

3.4 Energie mécanique

On appelle énergie mécanique d’un point matériel M (m) la somme de son éner-
gie cinétique et son énergie potentielle.

| E,, = Ec 1 Ep ||

3.4.1 Théoréme de I'énergie mécanique

—

On pose : F = F.+ Z_T)m avec :
—Z_T)C : la résultante des forces conservatives.
—]_T)nc : la résultante des forces non conservatives.
Théoreme de l'énergie cinétique donne :
AEc = W(F,) + W(F ) = A(Ec+ Ep) = W(F )
On tire le théoréeme de l'énergie mécanique :

—
AE, =W(F,.)

ENONCE :Dans un référentiel galiléen , la variation de l’énergie mécanique
d’un point matériel dans un champ de _forces conservatives entre deux ins-
tants est égale au travail entre ces instants des forces non conservatives
qui lui sont appliquées

3.4.2 Cas particulier important
. —
Si W(F,,)=0alors AE,=0
Donc l'énergie mécanique est constante c’est a dire que l‘énergie mécanique se
conserve :l'énergie cinétique se transforme en énergie potentielle et vice versa ;c’est

lintégrale premiere de l'énergie.

Remarque- 11 :

1. Ona FE,, = Ec+ Ep et comme Ec > 0 alors

E. = Ep

2. Le premier principe de la thermodynamique :

AU+ AE, =W+ Q= AU+ W(Fnc) =W +Q

3.5 Applications :Equilibre d’un point matériel dans
un champ de forces conservatives

Hypothése de travail : systéme unidimensionnel :Ep(M) = Ep(x).

Page-40



3.5. APPLICATIONS :EQUILIBRE D’UN POINT MATERIEL DANS UN CHAMP DE
FORCES CONSERVATIVES Mécanique-

3.5.1 Barriére d’énergie potentielle

1
Ona:FE, =Ep+Ec etcommekEc= §m72 > 0,alors :

Domaine permis a la particule : x <z, oux < x5

eSiat =0,z < x; :le point matériel ne peut franchir la barriére potentielle.

e Siat = 0,zy > xy :le point matériel peut s’éloigner a linfini , on dit qu'on a un
état de diffusion.

3.5.2 Cuvette d’énergie potentielle

Domaine permis est [x1, x| ; on dit que la particule est dans un état lié :La parti-
cule effectue un mouvement périodique

3.5.3 Cas de l'oscillateur harmonique

1
Ep(z) = Qkﬁ + c,on prend la position d’équilibre comme origine des énergie
potentielle

Page-41 -



3.5. APPLICATIONS :EQUILIBRE D’UN POINT MATERIEL DANS UN CHAMP DE

FORCES CONSERVATIVES Mécanique-
E
Ep
\\ - /
| |
| |
| |
I Ec|
| |
xXr

3.5.4 Exemple général

Soit un point matériel qui se déplace dans un champ de forces conservatives
dont Uénergie potentielle a Uallure suivante.

Suivant les conditions initiales on peut avoir :

» F,, = Fy mouvement impossible (Ec < 0)

> £, = Fy = x € [z3,24] : état lié; on a un mouvement elliptique (par consé-
quent périodique) ,la trajectoire de phase est une courbe fermé.

» E,=FE = x¢€ [[E27ZE5] U [[L’ﬁ,OO] :Si:

e r € [1q,75] Etat lié; on a un mouvement elliptique ,la trajectoire de phase est
une courbe _fermé.

e 1 € [x4,00] état de diffusion; on a un mouvement rectiligne ou parabolique ou
hyperbolique ,la trajectoire de phase est une courbe ouverte.

» £, = E, — x € [11,00] : état de diffusion; on a un mouvement rectiligne ou
parabolique ou hyperbolique ,la trajectoire de phase est une courbe ouverte.
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3.5. APPLICATIONS :EQUILIBRE D’UN POINT MATERIEL DANS UN CHAMP DE

FORCES CONSERVATIVES Mécanique-
3.5.5 Equilibre d’un point matériel soumis a 1’action des forces
conservatives

3.5.5.1 Condition d’équilibre

— — — —
Ona: F=F_.+ F,.= F,.ainsi

dE
W = —dEp = F(z)dv = F(z) = _d_p
T
P —_ —_—
A léquilibreenz =z, ,F = 0 = F(z.) =0
Soit :
dEp
5 Jxz=z — 0
(),
— —
condition nécessaire mais insuffisante,(ajouter V= 0)
Conclusion :

: A l’équilibre ,l’énergie potentielle est extrémale

3.5.5.2 Condition de stabilité

e Si x, est une position d’équilibre stable alors si on écarte M de sa position ,la
Jorce tend a le faire revenir a sa position d’équilibre stable ;autrement dit

—
(F.dOM),_,. <0

On dit que F estune force de rappel
e Si z, est une position d’équilibre instable alors si on écarte M de sa position
d’équilibre ,la _force tend a le faire divergé de sa position d’équilibre ;autrement dit

— —
(F.dOM),—_,, > 0

3.5.5.3 Critére de stabilité

On fait un DL de Ep au voisinage de la position d’équilibre ..

dE 1 d’E
Ep(x) ~ Ep(z.) + (v — xe)(d—xp)m” + §<I — xe)z(#)me + ...
Y e, dEp
x. est une position d’équilibre alors ( d—)a,:xe =0
x
Par conséquent :
1 o, d*Ep
Ep(x) ~ Ep(z.) + §(x — Te) (W)l,e + ...
d’ou :
dEp d*Ep
F = ——— = — — e
(x) T ( )
’E
e Si i 2p > 0,z. est un minimum :
xXr
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3.5. APPLICATIONS :EQUILIBRE D’UN POINT MATERIEL DANS UN CHAMP DE
FORCES CONSERVATIVES Mécanique-

x>z, — F(z) <0

T <z, = F(z) >0 }xe est une position d équilibre stable

équilibre stable— Ep minimale

Remarque- 12 :
= —_ .
Ona F=mda(M)= F(z)=mi

. d*E
— m(z —1xed)2; —(z — xe)(WQp)m:xe
m
c’est l'équation différentielle de l'oscillateur harmonique avec :
1 d°Ep 1 d°Ep
2 _ _ = B
i m( dx? o=, m( dX? )x=0

2Ep

Si
ot dx?

< 0,z., est un maximumde Ep :

x>z, = F(z)>0

T <z, = F(z) <0 }xe est une position d équilibre instable
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Chapitre 4

Oscillateur linéaire a un degré de
liberté

4.1 Rappel sur l'oscillateur harmonique

L’équation différentielle d’'un oscillateur harmonique au voisinage d’une posi-
tion d’équilibre stable est

aX +bX = c

avec (a,b) € R? et c € R Qu'on peut écrire

aX+b(X—g):O

On pose

c
r=X-- ; w=-
b a

» x : Uélongation repéré a partir de la position d’équilibre stable (v, = 0 — X, =
c
b 2

> w, = ?ﬂ pulsation propre . Ce qui permet d’écrire la_forme canonique de

Uoscillateur ’

i+ wir=0

La solution de cette équation donne :
x(t) = Xy cos(wot + @) = & = — X,,w, sin(w,t + @)
Dans le cas de Uoscillateur harmonique k = mw? on obtient pour :

1 1
» Ep = ikx2(+cte =0)=Ep= ikX,% cos*(wot + )
1 1 1
» Ec = Emﬁ — Ec = émngﬁb sin?(wot + @) = §/€an sin?(w,t + ¢)

1
» £, =Ec+Ep= §k;X,2n = cte caractéristique d’'un systéme conservatif.
Calculons la valeur moyenne des énergies sur une période T ; On rappelle que

2 c 2 1
< Ccos™ x >=< sIn [E>:§
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4.2. REGIME LIBRE D’'UN OSCILLATEUR LINEAIRE AMORTI Mécanique

1 .7
0<Ep>:ff0 Ep dt

1
1 7
e < Ec>= Tfo Ec dt
1
< Ec>=-kX? ‘l
4
1 7
0<Em>:Tf0 E,, dt
< E,, >= lng1 ‘l
2
On retient que
< FkE,, >

< Ec>=< Ep >= 5

Ainst la trajectoire de phase est une ellipse dans le plan (z, ) ou un cercle dans le

T
plan (l’, w_)

o

4.2 régime libre d’un oscillateur linéaire amorti

4.2.1 Forme canonique de I'équation différentielle

On s’interesse a un oscillateur linéaire amorti par un frottement fluide visqueux
(du a Uaction d’un fluide et proportionnel & la vitesse ).
L’équation différentielle d'un tel oscillateur s’écrit :

aX +hX +bX =¢ |I

avec (a,h,b) € R etc e R.
On pose dans la suite :




4.2. REGIME LIBRE D’'UN OSCILLATEUR LINEAIRE AMORTI Mécanique-

La pulsation propre de Uoscillateur

h

:2@:

N

ol &

e « : la constante d’amortissement .

e 7 : le temps de relaxation (c’est le temps nécessaire pour que Uamplitude se di-
vise pare .

e Q : le facteur de qualité .

C
— X — -
. b

U'élongation repéré a partir de la position d’équilibre

La forme canonique de U'équation différentielle d’'un oscillateur linéaire amorti par
un_frottement fluide visqueux s’écrit donc :

i+ 2ad + wlr =0

Remarque- 13 :
Dans ce cas U'énergie mécanique est fonction décroissante du temps, en effet

dE,,

Em _p(Fj)=-hV2<0
a VT

4.2.2 Différents régimes libres amortis

Ona:
> Uéquation différentielle : I+ 20t + wir =0
> Le polynoéme caractéristique : r? 4+ 2ar +w? =10
1
> Le discriminant : A =a?—w2=(a+w,)(a—w,) = w§(4—Q2 —1)

4.2.2.1 Régime apériodique

1
A’>0:>a>w0:>Q<§

Deux racines réelles distinctes : re =—at/a?—w?

z(t) = Ae™! + Be'-t = 1(t) = e [AeV ¥ Wl { Bem Ve Wi

Lorsque t — oo, e~ U'emporte ;d’ott z — 0 sans osciller :C’est le régime apériodique.

Representation graphique
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4.2. REGIME LIBRE D’'UN OSCILLATEUR LINEAIRE AMORTI Mécanique

Representation temporelle Le portrait de phase du régime

apériodique
1_
Hap
0.2 04 0f 05
0.8 0
08 -0.051
0.4+ X
0.1
03] “ap
0,151
o 2 4 5 i = 14
t
0.2 \V -0.24

régime apériodique : trajectoire dans le plan de phase est ouverte

4.2.2.2 Régime critique

1
AN=0=a=w,—= Q==

Deux racines réelles confondues : Ty =r_=—«

x = (A.+ Bet)e ™

Quand t — oo,z — 0 rapidement sans osciller : C’est le régime critique.

Representation graphique

Representation temporelle Le portrait de phase du régime critique
11 02 04 06 08 1
0
X
0.8 0057
0.6 011
X
0.4 015+
0.2 024
0254V
o 2 B 8 o 12 14
t 0.3
029
%
0357

régime critique : trajectoire dans le plan de phase est ouverte

4.2.2.3 Régime pseudo-périodique

1
A’<0:>a<wo:>Q>§

A =ao? —w? =i*0?  avec :? = w? — a?

o —
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4.2. REGIME LIBRE D’'UN OSCILLATEUR LINEAIRE AMORTI Mécanique

Deux racines complexes conjuguées :ry = —a+1i§) etry, = —a—if) donc la solution
s’écrit :

2(t) = e *(Acos Qt + Bsin Qt) = x,e” cos(Qt + )

C’est une fonction pseudo-périodique d’amplitude X,, = x,e~*" variable en fonction
dutemps X,, t— 4oc 0

Representation graphique

Representation graphique

Le portrait de phase du régime
pseudopériodique

Representation temporelle

0.5

-0.57

Le point O attire toutes les trajectoires dans le plan de phase qui
correspond a la position d’équilibre stable

La pseudo-période est :

4.2.3 Decrement logarithmique

on définit le décrement logarithmique par

| 0 =aoTl |

ccefficient sans unité

Ona:

> x(t) = Ae “ cos(Q + )

> a(t +nT) = Ae ) cos(Qt +nQT + ) = e 'x(t)
Dot :

— =T — anT =In ————
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4.2. REGIME LIBRE D’'UN OSCILLATEUR LINEAIRE AMORTI Mécanique

On en déduit que

Sin =1 alors :

4.2.4 Interprétation physique
4.2.4.1 Facteur de qualité

Hypothése :L’amortissement trés faible (o — 0 = Q > 1 = w, > «)
o x(t) = Ae " cos(Q + )

1
e =wy,/l—— ~uw,

4()?
o '=1T,
Dot :x(t) = Ae™! cos(wot + )
1 1
e Ep = —ka? = kA% 2 cos®(wot + ¢)

2 2
1
o Ec= imﬁ = EAZm[—woe_o‘t sin(w,t + @) — ae™ cos(wyt + ¢)]?

Or les fonctions cos et sin sont bornées ainsi a < w, donc :

1
Ec ~ EmAnge_Qo‘t sin?(wot + )

1
E,, = —kA?e ‘l
2

Question :Que vaut la diminution relative de U'énergie mécanique au cours d’une

pseudo-période ,c’est a dire :

En(1)
1 1
e E,(t) = 5/@426_2(” e E,(t+T)= §kAQe—2a<t+T>
Ep(t) — En(t +1T) ~2aT,
=1—e¢ ©
En(t)
2 90T
Or al' ~a— =dl, <K 1= 1—e**° =~ 2aT,
Wo
D’out :
E.(t)— E,(t+T) ~ 90T, — 2a2r 2
E,(t) Wo Q
Donc :
En(t)
=2
R Bl D)
c’est a dire :
Q-2 énergie del’oscillateur
= ZT
énergie perdue pendant une pseudo-période
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4.3. OSCILLATIONS FORCEES -RESONANCE Mécanique

4.2.4.2 Temps de relaxation

(Enoncé voir TD)
Un point matériel M de masse m est mobile sur un axe horizontal Ox , et il est

= - . .
soumis a une force de frottement visqueux de type : R = —\ i . ce point est relié
par Uintermédiaire d’'un ressort de raideur k a un point A d’abscisse x4 . on pose

[ k A
wp =/ — et a = —, et on supposera o <K wy
m 2m

1. a quoi correspond cette hypothéese ?

2. le point A étant supposé fixe, on écarte M de sa position d’équilibre, et on
lUabandonne sans vitesse initiale. Calculer lintervalle de temps T au bout
duquel U'amplitude du mouvement est divisée par e = 2,718.

Réponses

1. Ona: i+ 2at +w’r = 0. a < w,(amortissement trop faible :oscillations
isochrones (T=cte).

2. v(0)=0
Ona:x=uz,cos(QUU+¢p) avec Q= /w2—a?>~w,
Donc : x = x, cos(w,t + ¢)
eat=0on a‘Xm = a:ocosgo‘.
o i = z,e”[—acos(wot + @) — w,sin(w,t + )]
ov(O):O:>tang0:—wg<<1:><p—>O

o

o p—-0=12,=X,
On conclut que : Xin(t) = ze ™ = X,,,(t + 7) = 2,6 ™% ™

—at
o

=ce alors :
xoefﬂ'ozefat

Si le rapport des amplitudes est e alors :

Définition :
Le temps d’amortissement 7 correspond au temps nécessaire pour
gue l'amplitude se divise par e

4.3 Oscillations forcées -Résonance

Pour maintenir Uamplitude des oscillations constante,il faut fournir une énergie
égale a celle perdue par les frottements a U'aide d’une force excitatrice qui impose
une fréquence d’ott la naissance des oscillations forcées.
prenons l'exemple (masse-ressort)

Appllquons la R. FD

()+f+P+T ma (M)
avec: P + T = —kxe,
donc: —kx—\i+ F(t)=mi
= mi + A\t + kx = F(t)

1
I'équation canonique est : i + 2ai + w?x = —F(t)
avec : mn
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4.3. OSCILLATIONS FORCEES -RESONANCE Mécanique-

A o 1
» 200 = — = Yo _ =2 : constante d’amortissement
m Q T
» w, = {/ — : la pulsation propre
m

La solution de cette équation différentielle est la somune de deux fonctions :

e solution de l'équation homogéne z,(t) qui décrit le régime transitoire ( disparait
apres quelques 7).

e solution particuliére x,(t) qui décrit le régime permanent .

donc z(t) = x,(t) + x,(t) avec :

e 1,(t) dépend du signe de A’

o 1,(t) = X cos(wyt + )

Si F(t) = F,cos(wt + ¢p) alors la solution est en régime permanent est : x(t) =
X cos(wt + )

4.3.1 Détermination de I'amplitude X et la phase ¢ = ¢, — ¢p

Pour
e v = X cos(wt + ¢) on associe z(t) = Xe'“H9) = Xet qvec X = Xe'?
Pour F = F,cos(wt + pr) on associe F = F ¢™*

F(t F(t
e Pour i+ 2ai+wir = ) on associe 4+ 20z + wlr = £(t)
m m
F
Ce qui donne :(—w*X + 2ciwX + w?X = =2
m
X = X¢i# Foe'or /m f(w)
- (W2 — w?) + 2iow

Donc :
e X représente le module de f(w) ;X =| f(w) |
e ©, représente U'argument de f(w)

20w

tan p = tan(p, — pr) = e

4.3.2 Etude de la résonance d’amplitude :

On pose :

w
or=—>0—= w=rw,
wO
F,
oXo:—O

m
On en déduit que :




4.3. OSCILLATIONS FORCEES -RESONANCE Mécanique-

1 2
eSil-—<0=0Q< g : pas de résonance d’amplitude

20)?
: 1 V2 , S
e Sil— TQQ >0= @ > > : on a résonance d’amplitude

Representation graphique de la fonction X (r) pour quelques valeurs de Q)

—_—
4

4.3.3 Calcul énergétique :

Pour simplifier on choisi pr = 0 donc ¢ = ¢,
4.3.3.1 Energie perdue :

En régime permanent on a : §W, = —\idx = —\i* dt

N2 X202
OWp = — [1 — cos(2(wt + ¢))] dt
Au cours d’une période on a :
W, = [ oW, =
AX 22T
W, = — 2‘” = _AX27w < 0

4.3.3.2 Energie gagnée :
W, = F(t)de = F(t)idt = W, = —F, coswtXwsin(wt + ¢)dt

— 0W, = —FwX|[coswt.sin(wt + ¢)]
FowXdt . . :
— W, =— U2 sin(2(wt = @) — sin(—)]
Fw . 1 T
- W, =— 5 [(sin )t — %0 cos(2(wt + ¢))]g
W, = -F,rXsinp
, X, X sing 20w
Or: X=Xe¥= = — = — =
r- A € (W2 —w?) + 2iaw  e~i¥ X Xo
Donc
W, = 21 X 2wma = 7 X%w\ > 0
Dot :

W, = |Wp| |I
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4.3. OSCILLATIONS FORCEES -RESONANCE Mécanique

ce qui montre que l'énergie perdue par frottement et totalement fournie par la_force
excitatrice F(t).

4.3.4 Résonance de vitesse

En régime établi (permanent) on pose v(t) = V,, cos(wt + ¢,) Avec

Vo, =wX = Xor/wo
2
\/“"“2)2*@
d
D oy
dr

Représentation graphique

Q=5

4.3.5 Bande passante

énoncé voir TD

. . s . . . a
T4 = acoswt,l'équation différentielle sera donc :i + 2ai + w?r = — coswt
m

La solution du régime permanent s’écrit :x = A cos(wt + ¢)
En notation complexe :(—w? + w?) + 2iaw, = a/m
a/m a

A— — avec () = w,/2a
V(W2 =W + ke meg r2 @l
SRR
a < w, = @ — oo donc
1
A=_12 5 : larésonance aura lieu pour r = 1 et par conséquent :
mw 2
g r
¢ SRR
a aw a
Am - — 9 :> Am e
mw? @ 2mw?a 2maw,




4.4. ANALOGIE :ELECTRIQUE/MECANIQUE

Mécanique

A, A?
La bande passante |w,,w,] est telle que :A > 7 = A% > 7’”

o w! — 2w w? — 2a%) + wi — 8aw? =0
o N\ = 402w?

1
o w? = (W2 —2a?) £ 20w, ~ W? £ 20w, = W (1 + =)

T Q

1 1
=wy(l1+ = 1/2 _ o(1+ —
® Wy w(+612) w(—i—Z?)
—w (l— = 2=y (1—-——
o w; = wy Q) W, QQ)
ko:% 2 _;
Donc le résultat fondamental
| Aw. T =2 |
Wo
@= Aw

4.4 Analogie :Electrique/Mécanique

Grandeur électrique || Grandeur mécanique
1
LQ'+RQ+Fq:e(t) mi + A& + kx = F(t)
L m
A R
C 1/k
q x
7 v
e(t) F(t)
1
—Li? lmx'2
| 1
= 42 T 1.2
2! P
Wo = L Wo = 4/ Ld
o /—LC o m
1 /L Vkm
Q=7\/¢ Q="7"
RYC A

Application : :Le pendule élastique

On considere une masse M homogéne de masse volumique p et de volume V', plon-
gée dans lU'eau (masse volumique p.). Cette masse est suspendue a un ressort de

raideur k et de longueur a vide l,, accroché en un point A .

Soit (Oz) un axe vertical oriente vers le bas, le point A est fixe a la cote z, = 0. On
s’interesse au mouvement suivant (Oz) de la masse et on note z la cote du centre
de gravite G de la masse. A Uéquilibre la masse est située en z = h. On négligera
la hauteur de la masse M devant h. Soit Rle référentiel terrestre suppose galiléen.
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4.4. ANALOGIE :ELECTRIQUE/MECANIQUE Mécanique

A

1- Ecrire la condition d’équilibre de la masse M dans R.

2- En déduire I'équation différentielle du mouvement de Uoscillation de M. On écrira
une équation reliant z et ses dérivées, M, k et h. Donner la pulsation propre w, de
cet oscillateur. On négligera les frottements dans cette question.

3- Commenter le fait que w, ne dépende pas de lintensité de la poussée d’Archi-
mede. Y a-t-il un terme de U'équation différentielle précédente qui en dépende ?

4- On tient compte d’'une force de frottement visqueux, colinéaire a la vitesse et
d’intensité F = —aV (identique dans tous les référentiels) de l'eau sur la masse
M. Donner la nouvelle équation différentielle vérifiée par z. En se placant dans le
cas d’un amortissement faible, donner sans calcul Uallure de la fonction z(t) avec
les conditions initiales suivantes : at = 0, z = hy > h et la vitesse initiale est nulle.
5- A l'aide d’un piston, on impose a Uextremite A du ressort, un mouvement vertical
sinusoidal d’amplitude z4,, ; donc z4(t) = zamcos(wt). Ecrire dans le référentiel R’ ,
lie a A, U'équation différentielle vérifiée par =’ cote de G dans R’.

6- Calculer U'amplitude des oscillations de la masse M dans R’ . On utilisera la no-

) N M , w
tation complexe et on fera apparaitre les constantes w,, 7 = — et la variable x = —

o Wo
7- Dans ce dispositif, U'intérét du ressort est de permettre d’obtenir des oscillations
de la masse d’amplitude supérieure a celle de Uexcitation. Chercher un intervalle
de pulsations pour lequel cette condition est vérifiée. Vous montrerez que cet inter-
valle existe sila masse M est supérieure a une certaine valeur que vous préciserez.
8-Si la condition précédente est vérifiée, pour quelle pulsation U'amplitude d’oscil-
lation de la masse M est-elle maximale ?

O
A

Réponses
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4.4. ANALOGIE :ELECTRIQUE/MECANIQUE Mécanique

1- La condition d’équilibre de la masse M dans R.

Mg =Fa+k(h—1,)

2- L’équation différentielle du mouvement de l'oscillation de M.
On projette la RFD sur U'axe Oz on obtient :

Mz=Mg—az—Fys—k(z—1,)=Mg—az—Fs—k(z—h)—k(h—1,)

La condition d’équilibre donne

Mi+az+k(z—h)=0

k
La pulsation propre w, = I

3- w, ne dépend que des parameétres intrinseque du systéme

Le terme de l'équation différentielle précédente qui en dépend est h la position
d’équilibre

En général toute forces constantes n’apparaissent pas dans l’équation
différentielle, son role est de modifier la position d’équilibre

4- La nouvelle équation différentielle vérifiée par z.

M:+ai+k(z—h)=0= 2+2 ¢ +w2(z—h)=0

Avec \ = % < w, amortissement faible
dans ce cas la solution est de la forme :

2(t) = h + Ae M cos(Qt + ) O =\/w?2— X\
A et ¢ deux constantes d’intégration a déterminer par les C.I.
Comme \ € w, — ) ~ w, ainsi :
» 2(t=0)=h, = hi =h+ Acosy

A
» :(t=0)=0= tanp = —— — 0 c’est a dire ¢ — 0 On en déduit que
Wo

2(t) = h+ (hy — h)e ™ cosw,t

Représentation graphique de z(t) pour h =5 ,h; =6 , A =0.2 et w, = 10

Az

Page-57



4.4. ANALOGIE :ELECTRIQUE/MECANIQUE Mécanique-

5- L’équation différentielle.

MzZ+az+k(z—h)=Fkza

En posant y = z — h on obtient

1
§+ =y + Wy = wZp coswt
-

6- On cherche une solution qui décrit le régime permanent sous la forme y(t) =
Y., cos(wt 4 ¢) et en notation complexe on trouve

La représentation graphique de X,; en fonction de la pulsation réduite x

AYm

= X

)(’

7- L’ intervalle de pulsations est [0,w; = zjw,|. telle que Zay = Yy c’est a dire x4
solution de

2\2 a?
(1—2%) —i—Tng =1
La solution est
2 —9_ 1
! T2w?2
. o?
SlZ—Tng >0—= M > %:MC alors
1
W] = Wyt |2 — =y
, . . . . dYy
8-L’amplitude d’oscillation de la masse M est maximale si e 0
X

1

2,2
27°wW?

WR = Wey |1+
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Chapitre 5

Théoréeme du moment cinétique

5.1 Le moment cinétique ,moment d’'une force

5.1.1 Définition

e On appelle moment cinétique en un point O,par rapport a un référentiel Rd’'un
point matériel M le vecteur :

—

Fo(M/R)= Lo =0MAmV (M)  (kg.m?/s)

e On appelle moment d’une force en un point O,par rapport & un référentiel Rd une
ﬁ
Jorce F' appliqué en un point M le vecteur :

— P
M,=OMAF  (m.N)

5.1.2 Théoréme du moment cinétique

Soit O un point fixe d'un référentiel R.
Calculons la dérivée temporaire par rapport au référentiel Rdu moment cinétique.

dz,(M/R)  dOM V(M)
H
QT 8 AmV (M) + OM AmS——.
dzﬁ_> /R dt r dt /r
doo(M/R) OM Am@ (M)
_ dt /R
doo(M/R) 533 s F
_ dt /R
M
L mOIR)
dt /R
—)
dao(M/R> _ E-/W;(?)
dt /R

c’est le théoreme du moment cinétique avec O un point fixe
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5.2. APPLICATIONS Mécanique

5.2 Applications

5.2.1 pendule simple

@)

Ona: _ '
» OM =le, = V(M/R) = l0eg

> 5,(M/R) = OM AmV (M/R) = 5,(M/R) = mi26e. donc

do,(M/R .
o,(M/R) — mi%ie
dt /R
—_— — —
» M, (T)=0
—_— = . _
» M,(P)= —mglsinfe,
On tire donc que
10+ gsinf = 0

5.2.2 Pendule de HOLWECK LEIAY

Une masse ponctuelle m est placée a Uextrémité A d’'une tige de masse négli-
geable, de longueur (= OA, articulée en un point fixe O et mobile dans un plan
vertical ; un ressort spiral exerce sur cette tige un couple de rappel —C6, ot ¢ dé-
signe lU'angle que fait la tige avec la verticale ascendante Oz. On désigne par g
Uintensité du champ de pesanteur.

1- Le systéme étant conservatif et a un degré de liberté , former l'expression de
l'énergie mécanique totale du systeme.

L’expression précédente est une constante du mouvement ou intégrale pre-
miére.

2- En déduire U'équation du mouvemernt.

3- En considérant § comme petit, a quelle condition la position § = 0 correspond elle
a un équilibre stable d’'un oscillateur harmonique ?
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5.2. APPLICATIONS Mécanique-

4- Cette condition étant supposée réalisée, calculer la période T des petites oscilla-
tions que l'on écrira sous la forme

en donnant U'expression de A.

5- Calculer la variation relative de la période % correspondant a une petite va-
riation g de lUintensité du champ de pesanteur. Montrer que cet appareil peut étre
rendu plus sensible qu’un pendule simple, dont on appellera TO la précision sur

la mesure de la période T, des petites oscillations.
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5.2. APPLICATIONS Mécanique
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Chapitre 6

Mouvements dans un champ de
forces centrales conservatives,
mouvement newtonien

6.1 Geénéralités sur les forces centrales

6.1.1 Définition

On appelle force centrale une force F dont la direction passe toujours
par un point fixe O.
Exemple :
e Tension du ressort.

e Force gravitationnelle : F' = ————

l
Q
HE
<
!

—)
e Force coulombienne : F =

4me, 2 “
e La tension du fil dans le pendule simple.

—
. 2 2 e 9 2 . - — — O

Son expression en coordonnéeg sphériques s’écrit F = F(r,0,¢)e, avec e, = —
z T
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6.1. GENERALITES SUR LES FORCES CENTRALES Mécanique

6.1.2 Moment cinétique, Loi des aires
6.1.2.1 Conservation du moment cinétique

Appliquons le TMC en O point fixe dans Rsupposé galiléen

o (M — — o (M —_— =
. MR) 3 F) — MR GRi A
dt /R . dt /R
do,(M/R) o AFE
dt /R
dog(M/R) —
ZZoVTITY O
dt /R

7. (M/R) = cte

On conclut que le moment cinétique d’une force centrale est conservatif

6.1.2.2 Planéité de la trajectoire

N — — —
Onao,(M/R)=0MAmV (M/R) = cte donc le mouvement est plan : C’est la

premiére loi de Kepler

On choisit les coordonnées cylindriques avec

75(M/R) = 0,¢ez

Par conséquent :
Iy ﬁ
» Le vecteur position :OM = re,
H .
» La vitesse :V (M/R) = ie, +rfeg . )
» L’accélération : a (M/R) = (i — r0%)e, + (270 +r%0)ey
o sge .= - - — 94—
» Le moment cinétique : o,(M/R) = OM AmV (M/R) = 7,(M/R) = mr?fe;
D’ou

0, = mr?0 = mC

Avec

c=r="22
m

Constante des aires

Remarque- 14 :

Sio,(M/R) = 0 = 6 = 0 c’est & dire que le mouvement se fait dans la direction
de ¢, : C’est un mouvement rectiligne

6.1.2.3 Vitesse aréolaire , Loi des aires

Déterminons dA Uaire (surface) élémentaire balayée par le vecteur OM entre les
instants t ett + dt
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6.1. GENERALITES SUR LES FORCES CENTRALES Mécanique
Y

M'(t + dt)

XS

KRS
0.00,0

@ N
OXABCRS
e XK KRS (1)
v OO
GRREH

>

N
S

Ona:
1 1
dA = | OM A dOM | = dA =3 | r& A (dre; +rdfE) |

1
dA = =r*df “
2

dA
On définit la vitesse aréolaire o comme la surface balayée par le vecteur OM

pendant l'unité de temps

Conclusion :
:Loi des aires (deuxiéme loi de Kepler)
—
Le vecteur OM balaye des surfaces égales pendant des intervalles de temps
égaux.

6.1.3 Formules de Binet

HOna: ' .
o V(M/R) =7el +rbeg = V? =72+ r26%,
1 dr 1
eOnpose:u=-— —=——
p p Td dglu u2d
. T T u 24 U
= — = (— —_ _—) = — 9_
S A AR
dr du
i<
Donc
du
2 _ 2 %UN2 2

C’est la premiere loi de Binet
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6.2. FORCES CENTRALES CONSERVATIVES Mécanique

Demeémeona:a(M/R)=(i—r6®)e + (270 + r26)eg

Or:
y - 1d(r?0) 1dC
— 2 —_—— = —_——_—
a9—27’9—|—r9—r o T 0 ‘l

L d du B d du d@_ 5 2d2u

.r_dt[cfdé]_ Colwa=

or02:r—4:C2u3

T

2

d“u
— 2 9 —
a(M/R)=—C"u <—d92 +u)e,

C’est la deuxieme loi de Binet

Application : : Déterminer la lois de forces centrales F(r) lorsque :
or=Fkexpt or =Fk0

6.2 Forces centrales conservatives

On suppose que la force centrale F est conservative c’est & dire qu’il existe une
énergie potentielle Ep tel que

— ——
dEp = — F.dOM = dEp = —F,dr ||

On en déduit que U'énergie potentielle ne dépend que de la distance r elle ne dé-
pend nide # nide ¢

Ep(r) = /F(r)d?” + cte

1 1 :
Par conséquent : E,, = Ec+ Ep = E,, = —ms* + —mr?6? + Ep(r)

2 2
A o C .
orf="22— —, par conséquent :
m T
1 ., o2
On pose :

» Ec, = §mf2 : Uénergie cinétique radiale.
2

1

> Ep.sr(r) = 20—”—2 + Ep(r) : Uénergie potentielle effective (ou efficace).
mr

Puisque le systeme est conservatif alors :

1 ., o021 Y
E,, = cte = gmr + 2m§—|—Ep(T) =F “

C’est l'intégrale premiére de lU'énergie
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6.3. CAS DU CHAMP NEWTONIEN Mécanique

Remarque- 15 :

1
Ec, = §m7'“2 > 0= E,, > Ep.;

1 . . , < g
2. Ec, = -mi? = 0 = 7 = 0 c’est a dire que r est extremum.
» Pour une trajectoire circulaire r = R —> Ec¢, = 0 c’est a dire

E,.(circulaire) = Ep.sr = E°

» Pour une tragjectoire elliptique avec origine au _foyer

Vi

=
~

On a au points :
» P appelé périgée (le point le plus proche au foyer origine) :

TP:Tmin:>7zP:0
» A appelé apogée (le point le plus éloigné du foyer origine :
TA= Tomaz — 74 =0

— .
Comme V = e, +rfeg alors

Vi=rala ; Vp = 1plp

Relation entre 'VA et Vp
Comme C = 1?0 = r(rf) alors

| raVa=rpVp

6.3 Cas du champ newtonien

6.3.1 L’approche énergétique

On suppose que la force est newtonnienne c’est a dire :




6.3. CAS DU CHAMP NEWTONIEN Mécanique

» Si F est attractive (interactions gravitationnelle ou coulombienne entre deux
charges de signe contraire) alors o > 0

> Si F est repulsive (interactions coulombienne entre deux charges de méme
signe ) alors a < 0
L’énergie potentielle est donc avec référence a linfini

F=-S6 =) =-1
T r

Remarque- 16 :

Le signe de l'énergie potentielle :

o Si F est attractive alors Ep(r) <0

¢ Si F est repulsive alors Ep(r) > 0 = Ep.ss >0

Représentation de l'énergie potentielle effective

Cas ou F est repulsive

=1

e

r > ry, = état de diffusion ||

Cas ou ? est attractive

Epess

40

r € [r1, 00| :état de diffusion
trajectoire :parabole ou hyperbole

Ry 72 70 r3

10

20 40

r € [ry, 3] état lié
cercle ou ellipse
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6.3. CAS DU CHAMP NEWTONIEN Mécanique

2

.Epeff:():>7’: UZO;n
2
. dE;eff L0y T
dQE?oeff 0 — ?)Cé_gm
_— = r =
dr? 20

6.3.2 L’équation de la trajectoire

6.3.2.1 Relation fondamentale de la dynamique

—
Ona:F =md(M)or:
H a
F = ——#e; aveca € R.
r

e o < 0 = repulsion (q,.q; > 0)
e a > (0 = attraction :soit (q,.q> < 0) soit gravitation.

i 2
On sait que : C ;2739 = % ainsi: a (M) = —C%ﬂ% +u)e,
donc : —mCQuQ(d—GZ +u) = —% = —au?
du o _om
de? mC2 o2

La solution de cette équation est :

u = Acos(d — 0,) + g avec A et 0, sont des constantes déterminées par les
o

conditions initiales.
Cette solution peut s’écrire :

1 am Aoc?
=y =—(14+-2 0—0
S =u 22 (1+ - cos( o))
On pose :
o2 Ac?
p= 12| e= |22
am am

C’est l'équation d’'une conique avec :
P
ebh=./a ec=c¢ca
1= g

e —

6.3.2.2 Vecteur Range-Lenz

On définit le vecteur de Range-Lenz par pour une force centrale de forme
«

_)
F:—ﬁpar

A- T rzm) -

S

dA
Montrons que ce vecteur est constant au cours du temps ,pour cela calculons T :
dA 1
E - 5[7 VAN O—';(M/R)] - 96—9)
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Mécanique

6.3. CAS DU CHAMP NEWTONIEN
dA 1 N N R
[0
iﬁza[—mer /\mCez]— 269
R
—

La constante est déterminée par les conditions initiales ou des conditions particu-

liéres.
Sachant que :
é .
oV =7¢ +rleg et o,(M/R) =mCe, alors

C? C
A= g - g = e
ar (6]
Remarque- 17 :
les conditions particuliéres
_)
Sir =0 c’est a dire r est extrémale alors A/ /e,
On pose
H
ENE
Donc calculons e? au lieu de e :
2 mC? 2 (ML o
e =(— -1+ (—r)
2mC? 1 mC? «
= e? = —my? ——]+1
‘ a? [er62 2r2 7"] *
1 m o'
Or E,, = —mi*? ——
) " * 272 r
on tire que :
2mC? a? ma?
2 2 2
—1= E,—=— FE,=—=(("—-1)= —1
‘ a? 2mC? (e ) 202 (e )

L. — — —
Calculons la quantité A.OM = A.r" :

— c? c?
A.OM = (m —1)r=ercos = r = ™ 4 ercos
ar a
mC?
_ a
" T Tfecosd

C’est l'équation d’'une conique de parametre

B mC?
"7 Tl
Et d’excentricité
ﬂ
=
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6.3. CAS DU CHAMP NEWTONIEN Mécanique

Discussion
» Sie=0= A=cte=0= L, <0 : trajectoire circulaire
» Si)<e< 1= E, <0 : trgjectoire elliptique
» Sie =1 = FE,, =0 : trgjectoire parabolique
» Sie > 1= F,, > 0 : trajectoire hyperbolique

Remarque- 18 :
Pour une trajectoire elliptique

r
T'maz \ 0 T

A O o ] P

» En coordonnées cartésiennes son équation (avec ) est :

ﬂj2 y2
2]

Avec sia > b:

A =a®-b ; c=ea ; p=—=>b= /ap
a

» En coordonnées polaire s son équation avec origine au _foyer Fest :

rzip
1+ ecosf

Avec

» Apogée (i = 0) : 'pax = 1%
—e

p

1+e

» Grand axe a : 1yip + T'mee = 20 =—> a4 =
p

V1 —e?

» Périgée (r = 0) : 1y =
_P
1—e?
» Petitaxeb : b= /ap = b=
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6.3. CAS DU CHAMP NEWTONIEN Mécanique

6.3.2.3 L’étude de quelques trajectoires

6.3.2.3.1 Trajectoire circulaire

C’est 'exemple des satellites autour de la terre.

2
La R.F.D dans le repére de Fresnet donne :% = msv— donc :

) r? r
» La vitesse :

» La période :

2 [ 3
T=—=—T=2
w i GMT

1 GmM
» L’énergie mécanique : E,, = Ec+ Ep — £, = §mV2 - omar ce qui donne
T

Em _ _GmMT _ _g
2r 2r

6.3.2.3.2 Trajectoire elliptique

C’est U'exemple des planétes autour du soleil.

mC?>1 « _
5 ﬁ—;Pourrzoon
a deux solutions r,,;, et r,.. qui sont solutions de l'équation

1
» L’'énergie mécanique : E,, = Ec+Ep = E,, = —mr*+

Cc?1 C2
Em:m ——g:EmTQ—I—ozr—m
2 r2 r 2

=0

La somme des solutions de cette équation du second ordre donne

«Q
min mar — 20 = ———
T +r a o
Donc
E - a _GmM
2a 2a

L’énergie mécanique est inversement proportionnel au grand axe de l’el-
lipse

» La période du mouvement :
2

On rappelle que p = mC

etb= . /ap
dA C
%—§:>A—§T—7T6Lb
donc :
CQ

4
ZT2 =’ = T? = @ﬁa?’p
Or a = GmM on tire que




6.3. CAS DU CHAMP NEWTONIEN Mécanique-

C’est la troisiéme loi de Kepler

Remarque- 19 :
On trouvé que :

Orbite circulaire | Orbite elliptique

L’énergie mécanique —GmM _GmM
I 9 2R 2a
472 472
La périod — _R3 s
période U R GMa

Donc pour retrouver les expressions de lU'énergie mécanique et la période du
mouvement elliptique a partir du mouvement circulaire , il suffit de remplacer le
rayon R par le grand axe de Uellipse a

6.3.2.3.3 Vitesse de liberation

C’est la vitesse qu’il faut fournir & un objet depuis la terre pour qu’il s’échappe de
Uattraction terrestre.

Son orbite doit étre parabolique ou hyperbolique c’est dire son E,,, > 0

1 GmM 2G' M-
Or By = smV2 = =L 2 0=V, > " 2. Rr

2 RT RT -

Vi = \/29oRr = 11,3 km/s = 40,7.10°* km/h

6.3.2.3.4 Rayon de la trajectoire circulaire d’un satellite géostationnaire
Un satellite est dit géostationnaire s’il a la méme période de rotation T' que la terre
sur elle méme T = 24,h = 86400 s

2T R GMT
OnaV = Rw = T =4/ I

TQGMT:| 1/3

472

|

A.N : R =42300 km = 6,6 Rr
Donc sa hauteur h = R — Ry = 36000 km = 5,6 Rr
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Chapitre 7

Mécanique dans un référentiel non
galiléen

7.1 Introduction

Soient R(Ozxyzt) un référentiel galiléen et R'(O'z'y'2't") un autre référentiel en

mouvement par rapport a 'R.

RI(t')

e R = repeére fixe dit repére absolu.

e R' = repére en mouvement dit repéere relatif.

On rappelle que en mécanique classique ,le temps est absolu c’est a dire ne dépend
pas du référentiel et par conséquent

tr =tr =t => dip = dtg = dt |

Dans la suite on s’interresse aux mouvements relatifs :
e Translation : Les axes de R’ restent constamment paralléle a ceux de R.
e Rotation uniforme : autour d’'un axe.
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7.2. LETUDE CINEMATIQUE Mécanique

7.2 L’étude cinématique

7.2.1 Axe instantané de rotation
7.2.1.1 L’étude d’'un exemple

En coordonnées cylindriques le vecteur e, ainsi e; tourne autour de laxe oz
d’un angle 0 dans le sens direct

Y
e ey er
0
T
é
€x
de, de, dey deg
Que vaut et —- ainsi— et—r ?
dt /r dt /r dt /r dt /r
de, L.
> o -0 ; car e, est un vecteur lié a R’'.
/R
de; -
fe
dt /r ‘
de;
Or:ey, = e, Ne, dolt yr e, A e,
/R
Ainsi N
€y - — PEEN
I = 0 ; car ¢, est un vecteur lié¢ a R'.
/R
& g
dt /r "
deg :
Or:e = —e. ANeg doit:—2  =fe Neg.
dt /r
On pose

Q(R//R) = be; = Qe;

ﬁ(R’ /R) est appelé le vecteur instantannée de rotation du repére relatif R’
par rapport au repere absolu R ; il caractérise la rotation du repére relatif R’ par
rapport au repéere absolu R

Par conséquent

de QR/R)AE de; QR/R) A e
dt ) " dt )jr K

Conclusion :
: Si A un vecteur lié au repére relatif R’ alors

=
dA

— —
— =QR/R)N A
dt /r (R'/R)

Page-76



7.2. LETUDE CINEMATIQUE Mécanique

Remarque- 20 :
¢ Q(R/R) = —Q(R//R)
est porté par lUaxe de rgtation.
(R1/R3) = Q(R1/R2) + Q(R2/Rs3) : relation de chales.

}

o ()
H
o ()

7.2.1.2 Relation fondamentale de la dérivation vectorielle

Soit A un vecteur libre non lié a R’ qu’on connait ses composantes dans R’ et
on désire le dériver par rapport a R.

on admet le résultat suivant :

dA  dA

— —
—_ = — QR /R)N A
dt /r dt/Rf+ (R/R)

Remarque- 21 :

1. Si A est lié a R’ alors on retrouve le résultat précédent.

2. Pour un mouvement de translation :ﬁ)(R’ /R) = 0 dot:

— —
A _dd
dt ) dt /&

C’et a dire dériver par rapport a Rou R’ c’et la méme chose : autrement dit la
dérivation ne dépend pas du repére.

7.2.2 Composition des vitesses

Soit un point M mobile dans un référentiel relatif R’ en mouvement par rapport
a un référentiel absolu Rgaliléen .
On appelle :

e La vitesse relative X_/>T(M ) = X_/(M /R') la vitesse du point M dans le référentiel
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7.2. LETUDE CINEMATIQUE Mécanique

relatif R’ . .
e La vitesse absolue V ,(M) = V (M/R) la vitesse du point M dans le référentiel
absolu R .

Quelle relation entre V(M /R) et V(M/R')?
— —_— e
dOM  dOO' N dO' M
dt /= dt sr dt /r
_
dO'M

Ona:OM =00"+0'M =

— — — —
dot: V(M/R) = V(0'/R) + ot ARIR) A OM
R/

V(M/R) = V(M/R') + V(O'/R) + G (R'JR) AO'M

e On pose :

V(M) =V(O/R)+ QR /R)AO'M

vitesse d’entrainement de M .

V(M/R) = V.(M/R) + V (M/R)

SiM = AlieaR alors V(A/R’) — 0 donc :

—

V(A/R) = V(O'/R) + Q(R'/R) NO'A = V.(M/R)

La vitesse d’entrainement c’est la vitesse d'un point lié a
coincide a linstant t avec le point M .
Le point A est dit point coincidant.

Remarque- 22 :
e Dans le cas de la translation 6(72’ /R) =0 donc :

V(M/R) =V (M/R) + V (0'/R)

— — —
esiO=0"alors V.(M/R) = Q(R'/R) NOM :

V(M/R) =V (M/R) + Q(R'/R) AOM

esiO=0"etM liecaR alors :

V(M/R) = Q(R/R) A OM

C’est une rotation pure autour de U'axe 6(7&’ /R)

R’ et qui
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7.2. LETUDE CINEMATIQUE Mécanique

7.2.3 Composition des accélérations

Ona:
dO' M —
Vu/R) = VioyR) + 8 L TRyR) A OM
dV (M/R) "
*CM/R) = —F— .
dV(O'IR)
d dO'M d dO'M — dO' M .
d _d O (R — T(M/R) + Q(RR) A
._)dt/R( i ) T ae\Ta ) TERIRIN G ) = (MR + Q(RYR)
V(M/R)
— e
d — ——  dQ(R'/R) — dO' M
it / / — "M QO /
odt/R(Q(R/R)/\OM) ( = /R)/\O + QR'/R) A i r
- S Y — dO' M — e
= QR/R)YANOM + Q(R'/R) N | T + Q(R'/R)NO'M]
= Q(R'/R)NOM + Q(R/R) AV (M/R') + Q(R'/R) A (Q(R'/R) A O'M)

dott:

- = - = = -
a(M/R)=Ta(O/R)+ad(M/R)+2Q ANV (M/R)+ QANO'M+ QA (QANO'M)

On pose :

L(M/R) = T(O'/R)+ Q(R/R) A G(R/R) + DR JR) A (D (R /R) A O'M)

accélération d’entrainement.

@ (M/R) =29 (R//R) AV (M/R)

accélération de Coriolis.

CAS PARTICULIERS :
1. ﬁ)(R’ /R) = 0 mouvement de translation alors :0M = 00’ + O'M
ﬁ

V(M/R) =V (0'/R) + V (M/R)
@ (M/R)="d(0O'/R)+ d (M/R).
2. Q(R//R) = cte
@ (M/R) = @(0'JR) + Q(R'/R) A (D (R'JR) A O'M).

@ (M/R) =10

— —
4. Q(R'/R) = cte et O = O' le point M décrit un cercle
— — — —_—  —— — — = —
Q(R'/R)ANOM = Q(R'/R) A(OH + HM) = Q(R'JR) AOH + Q(R'/R) A HM.
—
H étant la projection de M sur U'axe Q2 (R'/R).
— — — — — N
Or:QR/RYNOH = 0 ;et Q(R'/R)NHM = —-Q HMeg.
donc :

To(M) = Q(RR)A[Q(R/R) AOM] = —0PHM
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7.3. DYNAMIQUE DANS UN REFERENTIEL NON GALILEEN Mécanique

accélération centripéte

7.3 Dynamique dans un référentiel non galiléen

7.3.1 RFD dans un référentiel non galiléen : forces d’inertie

Soit R un référentiel galiléen et R' un référentiel non galiléen en mouvement
quelconque par rapport a R ; en général R’ non galiléen.
La relation fondamentale de la dynamique dans R donne :
SF, =ma @ (M/R)
Or:a(M/R)="a (M/R’) @ (M) + (M)
donc : SF, — m@ (M) —ma (M) =ma(M/R)
On pose :

fo = —ma.0n |

Jorce d’inertie d’entrainement

fo=—ma. ) |

Jorce d’inertie de Corriollis

D’ott dans un référentiel non galiléen la R.F.D s’écrit :

SFe+ fie + fie = ma@(M/R)

Remarque- 23 :

1. Sile corps est en équilibre dans le référentiel relatif R’ alors
— —  — — — —
VIM/R')= 0, fic==2mQ(R'/R)ANV (M/R') = 0 donc

—> — —>
LF 4 fie
2. Si0O=0"et ﬁ(R’/R) = cte alors
— —
Fie=mQ*HM

3. Les forces d’inertie ?ie et f’)ic n‘apparaissent que si le référentiel est non
galiléen : Ce sont des pseudo-forces
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7.3. DYNAMIQUE DANS UN REFERENTIEL NON GALILEEN Mécanique

7.3.2 L’énergie potentielle d’entrainemment

— — —
On rappelle que si O = O’ et Q) = cte alors la force f;e s’écrit :fie = mQ*HM.

z
H
M
H
62
_>
0] Ey
ﬁ
€, Yy
H
€o
X
ﬁ

— —— —_— ——

Donc: fie.dOM = mQ?HM.dOM et comme
OM = OH—I—HM:>dOM dOH +dHM
Or HM dOH =0

HM
D'ott :fie.dOM = mQ2d(

2

+ cte)

[y
Ep. = —imQ HM?* + cte

On conclut que dans les conditions précédentes la force d’entrainement est conser-
vative.

Remarque- 24 :

1. Le travail éléementaire de la _force de Coriolis :
— — — — — - =
IW(F ;) = Fie.dOM — 0W(F;.) = =2m(Q(R'/R)ANV,).V,.dt =0
Donc la force d’inertie de Coriolis ne travaille pas et par conséquent elle dérive
d’une énergie potentielle constante.

2. Dans R’ non galiléen :
(a) Le TE.C s’écrit :

AEc = W(F o) + W(F )

(b) Le T.M.C s’écrit : avec

oo(M/R') = O'M AmV (M)
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7.3. DYNAMIQUE DANS UN REFERENTIEL NON GALILEEN Mécanique

—_—>
dUO/(M/R/) —_— —_— _— —
dt /R’

7.3.3 Applications
7.3.3.1 Préliminaire

» Tout corps A de masse m 4 crée en tout point M de U'espace un champ gravi-
—
tationnel centripéte G 4(M).
— —
» La force exercée par A sur un point M de masse m est: F 4.,y = mGa(M)

A(mea)

mA?
—e
r2

» Si le corps A est de forme sphérique alors :C—}Z(M ) =—-G

A

>
é%%%%%%%
[T
P aYi
| AT
LSS
CSSKRKKKD
O
K
A

{

%
A

Remarque- 25 :
Dans Uexpression de la force :

» Gravitationnelle F = —G2"2 &

e, : la masse est dite masse gravitationnelle.

» RFD F = m@ : la masse est dite inertielle.
On admet que les deux masses sont identiques
7.3.3.2 Définition du poids

Soit un corps accroché a un ressort en équilibre dans le référentiel terrestre non
galiléen en rotation uniforme autour de Ogz.
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7.3. DYNAMIQUE DANS UN REFERENTIEL NON GALILEEN Mécanique

G = AT

Ya

e — —
OnaDansRr: P+ T =0 —= T =—P. avec

—

g (M) : Champ de pesanteur.
La relation fondamentale de la dynamique dans le référentiel R non galiléen

donne :
d‘—/> — —  —
— =XF.+ fie+ fic
dt /Rt
— — —
Or V(M/Rr)= 0 = fic= 0 (équilibre relatif)
— —

De méme : X F ., =mGrp(M) + T ( On néglige Ueffet des autres astres autre que la
terre)

~— — — = e
Et fie=-mQA(QAOM)=mO*HM
avec (2 la pulsation propre du référentiel terrestre dans le référentiel Géocentrique.

— — — —
onconclut que : T +mQ*HM +mGr(M) = 0.
— — — —

L’équilibre donne : T = — P = —m(Gr(M) + Q*HM).
On tire que :

]

(M) = Gp(M) + Q2HM

Remarque- 26 :
g (M) n’est pas centripéte que si on néglige la rotation propre de la terre dans le
référentiel Géocentrique ou aux poles HM = 0.

Quelques ordre de grandeur a Béni Mellal :
e Le rayon terrestre : Ry = 6380 km

e La latitude )\ = 34°30’

e La masse de la terre my = 5,97.10%* kg
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7.3. DYNAMIQUE DANS UN REFERENTIEL NON GALILEEN Mécanique

e La constante d’attraction universelle G = 6,67.10~ N.kg=2.m?
Tout calcul donne :

Gr=09,72m.s>

4 2
QPHM = — Ry cos A = Q*HM = 0,0279 m.s~>

On conclut que le terme Q?H M est un terme correctif

7.3.3.3 Effet de marée statique

7.3.3.3.1 Expression analytique

Dans le référentiel de Copernic supposé galiléen ; soit un point M(m) lié au repére
terrestre :X_/(M/T) =0 = fé =~ 0.

5T :le champ gravitationnel terrestre .

5 a4 :le champ gravitationnel de tous les astres sauf la terre (soleil, lune,...).

Rr : référentiel terrestre non galiléen en rotation par rapport a R :ﬁ(RT /Ra)-

R¢ : référentiel géocentrique en translation circulaire (U'excentricité de Uellipse ter-
restre est e = 0,01671022)par rapport référentiel de Copérnic R ,supposé galiléen.
R.F.D dans Ry dgnne : .

ma (M/Ry) =mGr(M) +mG.(M) —mda (M)

_ N — — == =
Or:a.M)="ad(O/Rec)+ QAN (QLANOM)+ QANOM .
On néglige le terme (on suppose que la rotation est uniforme) ‘0 AOM
. _ — — N — — —
Ontireque :a (M/Ry) = Gr(M)+ G,(M)—ad(O/Rc) — QLA (2 ANOM)
Appliquons la RFD a la terre dans le référentiel de Copérnic :
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7.3. DYNAMIQUE DANS UN REFERENTIEL NON GALILEEN Mécanique-

Re

On pose :

G (M) = Gp(M)—Q A(Q AOM)

le champ de pesanteur :terme statique

C (M) = G,(M) - G,(0)

terme de marée : terme dépendant du temps

7.3.3.3.2 La marée océanique

En supposant que la terre et la lune sont de formes sphériques et on donne :
Rr = 6400km etd = OL = 4.10° km

On néglig_e) Ueffet de tous les astres sauf Ueffet de la lune.
Ona: C(M)=GrM)- GrO)
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7.3. DYNAMIQUE DANS UN REFERENTIEL NON GALILEEN Mécanique
LO LM
— — — —
M) = M) — M) = - —
C(M) = Gu(M) = G(0) = C(M) =Gmupzs —Gmupiy
— —d 1 OL —-O0OM
— C(M) =Gmy]| d3_)+ AlE ]
— —di di — Re,
— C(M) =Gmy]| 7 LM3_>]
— —d i di — Re,
CM) =@ a
— COM) = Cmel =+ o = 2R con 07
— Gm — d?—Re_>
— C(M) = d3L[—dz’+ T R—
(1-— 23 cos 0)3/2
— C(M) ~ GZZ;L [—di +(di — Re))(1+ 3% cos )]
2
— 6(]\/[) ~ G;’;L [3R(30597> — Re; +3% cos e, |
g GRmL —
C(M) ~ 7 (3cosfi —e,)
force par unité de mase
eenA:fl=0—7¢ = i
— 2RGmp —
Clo=0)="—3 L
oenB:H:g:Ma_Z:?
— T RGmp—
Clo=9)=—5
eenC:l0=—m—7c ——1i
— 2RGmp —
Cl=m)=— = L
eenD:f=-"—73e =-7
— T RGmp—

Donc les marées hautes en A et C et les marées basses en B et D.
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7.3. DYNAMIQUE DANS UN REFERENTIEL NON GALILEEN Mécanique

D’otl deux marées hautes et deux marées basses par jour décalé de 6H.

Remarque- 27 :
Le ccefficient de la marée haute est le double du ccefficient de la marée basse.

M.H

7.3.3.4 Déviation vers l'est

Voir TD
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Chapitre 8

Systéme de deux points matériels

Dans un repére galiléen R ,considérons un systéme de deux points matériels
M1 (ml) et Mg(mg)

M>

8.1 Grandeurs cinématiques

8.1.1 Barycentre du systéme
Le barycentre G du systeme {M,, M,} est donné par :

n —_—
OM OM —
0C = ML L 0G =S ()
mq mo
my;
Si O=(G alors:
=1

Dérivons (1) par rapport au temps on obtient :

m V(M1 /R) +maV (Ma/R)

m1+m2

V(G/R) =

mi + Mo

T(G/R) = Al
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8.1. GRANDEURS CINEMATIQUES Mécanique

Remarque- 28 :
- —_—  —
Puisque mGM; + myGM, = 0 alors les points M, G et M, sont alignés.

8.1.2 Repeére Barycentrique

C’est le repére centré en GG et dont les axes restent constamment paralléles a
ceux de R,on le note Rg, Rp ouR*

Conséquence :
dA  dA
— — —
QR*/R)= 0 VA: — = _—
(R°/R) — dt /r dt /r+ “
— —
o V(M/R) =V, o V(My/R)
.?(Ml/R):ﬁl ° CL(MQ/R)— a 9
— — —
o V =V, — V, vitesse relative de M, par rapport a M, dans le repére R
dGM
. ‘_/13 = ‘_/(Ml/RB) = GM, :vitesse de M, dans Rp
dt /rg
dG M.
. 1—/23 = 17(M2/RB) = 72/ :vitesse de M, dans Rp
RB

° I_/ B = Vg B— 171 p :vitesse relative de M, par rapport a M, dans le repére barycen-
trique R*.
On conclut que :

— — — — — —
Vie=V:i—-Vg ; Vop=Vao—Vg |I

Ainsi

—

—
V=Vp

c’est a dire la vitesse relative a la méme valeur dans R et dans R*.
° On a:

® 7’ —M1M2 GM2 GMl— 7’23—7’13

omlGM1+m2GM2 = 0 :mlrlg—i-mgrgg = O

On conclut que :

— me — m o -
B = — H ToB = r
mi + My my + Mo
Vip=— 4 H Vg =
mi + Mo mi + Mo
E) mg — H E) o my —
1B — — 2B —
m1+m2 m1—|—m2

8.1.3 Quantité de mouvement
8.1.3.1 Dans le repére R

Dans le repére R on a :
— — — —
P1:m1V1 etszmQVQ

Page-90



8.2. GRANDEURS CINETIQUES Mécanique

La quantlte de mouvement totale du systéme est
P = P1+ P2 - P —m1V1+m2V2 = (m1+m2)VG donc

—

P=(mi+m)Ve= mT‘_/(G/R)

8.1.3.2 Dans le repére R*;,masse réduite

Ona: N _
— — — — — miVi+moV mim — —
PlB=m1V1B:m1(V1—VG)Zml(Vl— L1 222y = L= 1= 2)
(m1+m2) my + Mo
On pose :
mime 11 1 “
my + Mo ol mi Moy
masse réduite du systéeme
On déduit que :
— —
Pip=—puV || Payp=pV
On tire que :
— — — —
Pp=Pip+ Pyp= 0
Conclusion :

La quantité de mouvement totale du systéme est nulle dans le repére
barycentrique.

8.2 Grandeurs cinétiques

8.2.1 Le moment cinétique du systéme
8.2.1.1 Dans le repére R*

?*(Ml/G) = GM1 A\ ml\—/l = GM1 VAN ﬁlB
N — — —_— =
0'*(M2/G) = GMQ /\mQVQ = GM2 A PQB
Le moment cinétique total du systéme est donné par :
?*(S) =0 (M/G) + 7 (M/G)
= —
:> GMl/\PlB_I_GMQ/\PQB—(GMQ GM1>/\PQB

8.2.1.2 Dans le repére R

—

Ona:or(M/O)= OMl/\mlvl amsi 7R(M2/O):5?\7[2/\m2v2
— TR(S/0) = OM, Ami V1 + OM2 A m2V2
— Tr(S/0) = (0G + GM) Amy(V g+ Vig) + (OG + GMa) Ama(V g + V2p)
— Tr(8/0) = (I:’AmlvG+OGAm1le+GM1AmlvG+GM1Amlle+OGA
mQVG+OGAm2VQB+GM2/\mQVGJrGMg/\mQVQB
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8.3. DYNAMIQUE DU SYSTEME Mécanique-

:> O'R(S/O) OG/\(ml+m2)VG+OG/\(m1V13+m2VQB) (m1GM1+m2GM2)/\
VG + GM1 /\m1V13 + GM2 /\mQVQB

TR(S/0) = OG A M7V ¢ + 7*(S)

c’est le premier théoréme de Koenig

8.2.2 L’énergie cinétique du systéme
8.2.2.1 Dans le repére R*

1 = pP?
§m1 V%B = —27;31, Ecp, =
L’énergie totale du systeme est donnée par :
P? P? Py 1 1 P}
B.. - 1B 26 _ top, L Ly _ B
“B 2mq + 2me 2 (ml + m2) 2u

Ona: FEcp, =

1 —

Ecp = §MV2

i : masse réduite du systeme.
V : vitesse relative de M, par rapport a M,

8.2.2.2 Dans le repére R

Ona
1 — 1 — 1 — — - =
E6'1 = §m1V1 = éml(VG + V13)2 = §m1<v%; + V%B + 2VG VIB)
De méme
1 1 1

79 — — 9 79 79 —_ =
E02 = §m2V2 = §m2(VG + VQB) = img(VG + VQB + 2‘/(;.‘/23)
U'énergie cinétique totale du systeme s’écrit :
1 =29 1 29 9 — — —
Ec(S) = §(m1 +ma) VE + §(m1V13 +meVig) + Va.(miVig +myVap)
D’ou :

1 2y
Ec(S) = FEcp + §MTVG

le deuxieme théoreme de Kcening

Remarque- 29 :

1. Dans R* toutes les quantités s’expriment en fonction de :

P myms
» la masse réduite | = ——
my+me

» la vitesse relative V V2 — V1 = V* de M, par rapport a M.
8.3 Dynamique du systéme

Supposons que les deux points sont soumis a :
» M :
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8.3. DYNAMIQUE DU SYSTEME Mécanique

° f)il : force exercée par M,

° f)el : force exercée par le milieu extérieur du systeme sur M,
| 2 MQ N

e [, : force exercée par M,

° ?62 : force exercée par le milieu extérieur du systéme sur M,

— — — —

Les forces F ., et F ., sont des forces extérieures et les deux forces F';; et F ;5 sont
des forces intérieures qui obéissent au principe de Uaction et la réaction ( troisiéme
loi de Newton ) c’est a dire

—

H
Fin=—Fp

8.3.1 Relation fondamentale de la dynamique

Appliquons la relation fondamentale de la dynamique dans le référentiel gali-
léen R pour chaque pomt du systeme

>PourM1 mlal—Fﬂ—l—Fel (El)

» Pour M, .m2a2 = F22—|— Fe2 N (E2)_)
(E1) + (E2) donnem, @'y +myay = Fe + F . donc la RFD pour le systéme s’écrit

(G/R) Fe+ Fez

Théoreme de la résultante cinétique

Conclusion :
Le mouvement du barycentre est identique a celui d’'un point matériel
de masse m; soumis a une_force égale a la résultante des _forces extérieures

Mm@ (G/R) = F ont

Remarque- 30 :

1. Le Théoréme de la résultante cinétique ne fait apparaitre que les forces exté-
rieures.

2. (E2)-(E1) donne :

— — — — —
dV_dV*_Fig_'_Fez Fel
dt — dt 0 Mo my

8.3.2 Théoréme du moment cinétique dans un référentiel ga-
liléen
8.3.2.1 Moment des forces en un point O fixe dans R.

Calculons les moments de tous les forc%pplﬂuees en un point O fixe dans R.
OM( ) OMl/\F'Ll; .M( ) OMQ/\FZQ donc :

/\70(?1) = M1M2 VAN ?ig = /W;(mt) = 6)
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8.3. DYNAMIQUE DU SYSTEME Mécanique

— - =
puisque F';; est colinéaire avec MM, .
On retient que pour un systéme de deux points

Z JWO = /\7;(?%75) = JWO)(ea:t)

8.3.2.2 Moment des forces en G barycentre

Calculons les moments de tous les forces appliquées en G barycentre du sys-
témg:—) _ = — — _— =
.Mg(Fz‘l):GMl/\Fil; .MG(FiQ):GMQ/\FiQ donc :

—

— — —
Mg(F,L) :MlMQ/\ Fig —

—
0

. _> 3 P 3 —_—_>
puisque F';, est colinéaire avec MM, .

On retient que pour un systéme de deux points

— — —
ZMG - MG(Femt)

8.3.2.3 Théoréme du moment cinétique barycentrique
N P P A 7 —
On a d’apres le théoreme de Keoenig o z(S/0) = OG A My V ¢ + a*(S) donc :
— dor(S/0) da*(9) =
M,(ext) = ——/R=—7"—=/R+O0GA F.

dt / dt
Sachant que :
— = — —_— s = — =
My=OMANF = M,=0GANF +GMAN\ F

QU
al
X
2]

8.3.3 Puissance des forces intérieures

» Puissance des forces extérieures :

!
!
QL
=]
!
QL
=
=

— - = - =
P(mt) = Fil.Vl + Fig.VQ = FZQV = Fi2-— = Fig.

La puissance des forces intérieures est en générale non nulle pour un systéme
déformable , par contre nulle pour un systeme indéformable MM, = cte
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8.4. CAS D'UN SYSTEME ISOLE DE DEUX POINTS MATERIELS Mécanique-

8.3.4 Théoréme de I'énergie cinétique dans un référentiel ga-
liléen

D’apres ce qui précéede on tire que :

AEc = W(?(ext)) + W(?(mt))

8.3.5 L’énergie potentielle d’interaction

e Dans le repére R
— o — E— — o= e

— RS
(5WR - Fz‘Q.dMlMg

e Dans Ré —_— — —_— — —_— —_—
5WRB = FlldGMl -+ FZQdGMQ = FZQ(dGMQ — dGMl)

H —)
5WRB - Fig.dMlMg

Conclusion :  Pour un systeme de deux points matériels le travail des
forces intérieures ne dépend pas du référentiel et non nul pour un
systéeme défo_r)mable .

Sionpose: Fy =—f(r)e, et Fiy= f(r)e,, ainsi M{M, = re;

Donc : 6W = f(r)e,.d(re)) = f(r)e,.(dre; + rdfeg)

= Wy, = f(r)dr(= —dEp) si ?12 est conservative.

Epin = —/f(r)dr

U'énergie potentielle d’interaction

8.3.6 Energie mécanique

Dans le référentiel Ron a :

E,, = E.+ Ep(ext) + Ep(int) |I

et par conséquent :

=
AB, = W(Fxo) ||

Pour un systéme conservative l'énergie mécanique est constante (Uintégrale pre-
miere de lU'énergie)

8.4 Cas d’'un systéme isolé de deux points maté-
riels

Le systéeme est isolé si




8.4. CAS D'UN SYSTEME ISOLE DE DEUX POINTS MATERIELS Mécanique

8.4.1 Conséquences

» Conservation de la quantité de mouvement dans R.

?(e.ﬂft) = 6) — 1—3) = (m1 + mz)‘_/)g = CTé |I

> 17@ — Cte donc le référentiel barycentrique est galiléen.
» Conservation de l'énergie mécanique barycentrique

E; = Ec" + Ep(int) = cte

» Le moment cinétique barycentrique est conservé :

ﬁ
/Wg)(mt) =0 = o = cte

Autres détails voir chapitre 6.

8.4.2 Réduction canonique :Mobile réduit équivalent

On a établit que dans le répére barycentrique R* que :
— —
oot =T ApV*
1 —
o Ect = —pV*?
— 2—> — — —
dV*  Fip Feo Fa Fp

) — —|— — — e
dt 1 Mo my 1

On conclut : Dans le repére barycentrique le systéeme isolé de deux points
est équivalent a un seul point P ﬁctgf (nommee mobile equwalent Jtel que
GP =r = MM, et animé de la vitesse V* V soumis a la force F i :c’est la
réduction canonique.

Remarque- 31 :

Connaissant le mouvement du barycentre G du systeme dans le référentiel R (c’est
& dire OG (t)) et le mouvement du mobile équivalent dans le repére barycentrique
R* (c’est a dire 7' (t)) on peut déduire le mouvement des deux points M, et M, :

— —, my
Mq(t) = t) — — ' (¢
OD(1) = OC(t) - 2T (1
=37 = mp
Ms(t) = t —r(l
OMa(t) = OG(1) + =T (1

Conclusion :
La trajectoire du mobile équivalent (ou réduit) dans le référentiel barycentrique
donne, par homothétie, celles des deux particules dans ce référentiel
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