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Conditions d’equilibre

Mathématiquement,
les conditions nécessaires et suffisantes a
I’équilibre d’un corps rigide
sont les suivantes:

Vectoriellement

Scalairement

H-0 SE -0 @ 5P -0 (4.2)
SMy=00 3M, =0 3M. =0 (4.3)

Lorsqu’un corps rigide est a I'équilibre,
le systeme de forces externes agissant sur lui
ne produit ni translation, ni rotation.
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Diagramme du corps libére (DCL)
Fonction

Représenter,
sous forme schématique,
I'ensemble de toutes les forces d'un systeme
pour en faire ['analyse
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Diagramme du corps liberée (DCL)
Etapes

1. Choisir le corps a isoler et tracer son contour

2. Tracer toutes les forces externes, connues et inconnues

3. Pour les forces connues:
Indiquer la grandeur, la direction et le sens.

4. Pour les forces inconnues (habituellement les réactions):

iIndiquer la direction et le sens, selon le type d’appui.
5. Ajouter les dimensions utiles et le systeme d’axe.
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Réactions des appuis et liaisons des

structures planes
3 types

1.
Réaction équivalente a

une force de grandeur inconnue, mais de direction connue

2.
Réaction équivalente a

une force de grandeur et direction inconnues

3.
Réaction équivalente a
une force de grandeur et direction inconnues
et

un couple de grandeur inconnue
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Reactions des appuis et liaisons des

am

=25 em=i= 30 em —

structures planes

Exemples

|-—.5m4‘1m]-
D E

Tableau d'identification des appuis a compléter

Appui a
1
inconnue

Appui a
2
iNnconnues

Appui &
3
inconnues

DCL a tracer

Appui &
1
inconnue

Appui a
2
inconnues

Appui &
3
inconnues

Appui a
1
inconnue

Appui a
2
inconnues

Appui a
3
inconnues
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Equilibre d’un corps rigide 2D

Les conditions d’équilibre
d’'un corps rigide dans le plan
sont les suivantes:

SF,=0 SE/=0 @ IM;=10 (4.5)

En supposant que les axes x et y soient dans le plan de |a structure
et
ou A correspond a un point de la structure.

Les 3 equations
donnent une solution pour un maximum
de 3 inconnues.
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=quilibre d’un corps rigide 2D
Equations d’équilibre
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Figure 4.2
Appui & Appui & Appui 3 3 equations d’equilibre indéependantes:
1 2 3
inconnue inconnues inconnueas ZMA — D, perm at de trouver |a fc:-rce B
B A 2 F, =0, permet de trouver la force A,
2Fy, =0, permet de trouver la force Ay

zZMg = 0 ne permet pas de trouver une 4ieme inconnue
car
La 4'°me équation d’équilibre n'est pas indépendante des 3 premiéres
La 4ieme équation d’'équilibre peut servir a vérifier les résultats
obtenus a l'aide des 3 premieres équations
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Equilibre d’un corps rigide 2D

X /_{Zj : N /,’//'/
: i1 //// ‘w! 11 _ N I/_ By
/ { x
A e \&/w---- ﬁ \
(a) )

Figure 4.3
Appuia | Appuia | Appuia 3 equations d’equilibre independantes:

1 2 3
inconnue inconnues | inconnues

2Mp = 0, permet de trouver la force A
ABetD 2Mc =0, permet de trouver la force B
2Fx =0, permet de trouver la force D
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Reactions statiquement indeterminees

I Q. 8,
[ 0 g I Q, 5 s - -
/ / =i Yo Vs Appui & Appui & Appui a
ol el F'IT D ] 5 3
H % i /-j:/ : Y l‘-" V4 inconnue inconnues | inconnues
{ o, [ P | | o ’
| J .
[ b | A _fa Y z// Bl B, - A B
i b g : 2=
f = Crrmm————- = ?
A 5= =35 14 fs,

Figure 4.4 |
el [;

3 equations d’equilibre indépendantes
4 inconnues Ay, Ay, Bx, By

2Ma =0, permet de trouver By
2Mg = 0, permet de trouver Ay
2Fyx =0, permet de trouver Ay + By

Les réactions A, et B, sont statiquement indéterminées
ou la structure est hyperstatique.

Les 2 appuis sont plus contraignants que nécessaires.
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Liaisons incompletes

o Appui a Appui a Appui 2
1 2 3
inconnue inconnues inconnues

' \l/ | A, B
A =W
e - G

Figure 4.5 Licisons incomplétes

3 equations d’equilibre indépendantes
2 inconnues Ay et By

2Ma = 0, permet de trouver By
2Mg = 0, permet de trouver A,
2Fy =0, équation non satisfaite

Les réactions ne permettent pas de maintenir I'équilibre de translation en x.

La structure est partiellement liée ou les liaisons sont partielles.
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L 1aisons incorrectes

I Q 5
P, |l @ 8,
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AN | : Y w & B 1 2 3
Y I /’ | ; o,  § o ' inconnus inconnues inconnues
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Db E i e .
lal h)

Figure 4.6 Liaisons incorrectes
3 equations d’equilibre indéependantes
3 inconnues A,EetB

Les 3 réactions sont en y donc
2Fx =0, équation non satisfaite

Les 3 réactions ne permettent pas de maintenir I'équilibre de translation en x.
La structure est incorrectement liée ou les liaisons sont incorrectes
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Probleme résolu

On utilise une grue stationnaire ayant une masse de 1000 kg pour soulever une
caisse de 2400 kg. La grue est tenue en situation d’équilibre par une rotule au point A
et un appui & bascule au point B. Son centre de gravité est situé au point G. Déter-
minez les composantes des réactions aux points A et B.
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SOLUTION

Diagramme du corps libre. On trace d'abord le diagramme du corps libre.
On calcule ensuite le poids de la grme et celui de la caisse en multipliant leur masse
respective par la constante gravitationnelle, g = 9,81 ni/s>. Ainsi, on obtient 9810 N
ou 9,81 kN pour la grue, et 23 500 N ou 23,5 kN pour la caisse.

La réaction & la rotule A est une force de direction inconnue, représentée par

z"‘ﬁ? ses composantes A, et A,. La réaction a "appui 2 bascule B est perpendiculaire a la
o] P surface de contact, donc horizontale. On suppose que A, A, et B agissent dans les
AA, < y/' | directions illustrées a la figure ci-contre.
A LI 235 kN
- ,ﬁ/ TN Caleul de B. Léquilibre exige que la somme des moments des forces externes
1Ry | \5,/ au point A soit nulle. Léquation ne contient ni A, ni A, puisque les moments de A,
: ' v : ct A, par rapport au point A sont nuls. En multipliant la grandeur de chacune des
B 9.81kN autres forces par leur distance au point A, on écrit
B p I
-2 m-—>- 4m - +NEM, = 0: +B(1,5 m) — (9,81 kN)(2m) — (23,5 kN)6m) = 0

B = +107,1 kN B~ 1071kN— <«

Etant donné que le résultat est positif, I'hypotheése de T'orientation de la force an
point B est valide.

o Université Internationale
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Caleul de Ay, La grandeur de la composante A, est caleulée en exprimant que
la somme des composantes horizontales des forces externes est nulle,

H3F.=0: A, +B=0
A +107T1kN=0
Ay = —107,1 kN A, = 1071 kN« <«

Etant donné que le résultat est négatif, Thypothése de Torientation de la
composante A, n'est pas valide ; celle-ci est de sens opposé (vers la gauche).

Caleul de A, En suivant le méme raisonnement que précédemment, on sait
que la somme des composantes verticales est nulle.

+12F,=0: A, —981kN-235kN=0
4, = +33,3 kN A, =333kN 1 <

En additionnant les vecteurs A, et A,, on trouve que la réaction i Fappui A est
1122 kN 517,3°.

Vérification. On peut valider les réactions obtenues en se rappelant que la
somme des moments des forces externes (charges et réactions) par rapport 2 un
point donné est nécessairement nulle. Ainsi, si 'on utilise le point B, on éerit

+Y2Mp = —(9,81 kN)(2 m) — (23.5 kN)(6 m) + (107,1 kN)(1 5 m)=0
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Probleme résolu 4.2

P < o
ok ¥ l() o On applique trois charges & une poutre tel qu'illustré. La poutre est supportée par un
e appui & rouleau au point A et par un appui A rotule au point B. En supposant que le

A_Q_ EB poids de la poutre est négligeable, déterminez les réactions en A et en B, sachant que
|| ’ P = 15kN.

# ‘/. *
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SOLUTION

Diagramme du corps libre. On trace le diagramme du corps libre; la
réaction a l'appui A est verticale et elle est identifiée par A; cependant, la réaction
a l'appui B étant de direction inconnue, on la représente selon ses composantes B,
et B,. On suppose que chacune des composantes agit selon les directions illustrées
a la figure ci-contre.

15 kN
Equations d’équilibre. En écrivant les trois équations d’équilibre suivantes
et en les résolvant par rapport a A, B, et B,, on obtient
B3P =0 B, =0 B,=0 <
+NEM,, = 0:

—{I5kN}3m) + B,(9m) — (6 kN){(1L m) — (6 kN)(13 m) =0
B,= +2L0KN B, =210kN 1 <

+9EMg = 0:
—A(9m) + (15kN)(6m) — (6 kN})(2m) — (6 kN)(4 m) =0
A= +6,00kN A=600kN T =«

Vérification. On peut vérifier ces résultats en additionnant les composantes
verticales de toutes les forces externes:

+12F, = +6,00kN — 15kN + 21,0kN =6 kN — 6 kN = 0

B Université Internationale
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Probleme résolu 4.3

Une benne de chargement de 5500 N est au repos sur des rails selon un angle de 25°
avec la verticale, Son centre de gravité est & 0,6 m des rails, & mi-distance des deux
essiens. La benne est retenue par un céble attaché 4 048 m des rails. Caleulez la
tension dans le ¢ible et la réaction 4 chacun des essieux montés.

0.48 n'L '

'\/ ;s
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SOLUTION

Diagramme du corps libre. On trace d'abord le diagramme du corps libre.
La réaction i chacune des roues est perpendiculaire aux rails tandis que la force de
traction T est paralléle aux rails. Pour cette raison, on identifie 'axe des x paralléle
aux rails et 'axe des y perpendiculaire aux rails. On décompose le poids de la benne
de 5500 N selon ses composantes x et i.

W, = +(5500 N) cos 25° = +4980 N
W, = —(5500 N) sin 25° = ~2320 N

Equations d’équilibre. On prend les moments par rapport au point A afin
d'éliminer T et R;.

+52M, = 0: — (2320 N)0,5 m) — (4980 N)(0,12 m) + Rz(l m) =0
Ry = +1758 N R, = IT58N 7

o Université Internationale
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Ensuite, en prenant les moments par rapport au point B pour éliminer T et Ry, on
éerit

+hEMp = 0: (2320 N){0,5 m) — (4980 N)(0,12m) — By(lm) =0

Om obtient la valeur de T en solutionnant

wtEF, =0: +4980 N - T =10
T = +4980 N T =4950 N~ 4

Le schéma ci-contre illustre les valeurs des différentes réactions.

Vérification. On peut vérifier les résultats 4 l'aide de I'équation d'équilibre
suivante :

A+ZF, = +562N + 1T58 N — 2320 N =0

On aurait pu aussi vérifier la solution en calculant les moments par rapport & un
point autre que A ou B.
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Probleme réesolu 4.4

Une structure supporte une section du toit d'un petit édifice, tel qu'illustré
au schéma ci-contre. Sachant que la tension dans le cible BDF est de 150 kN,
déterminez la réaction a I'encastrement E.
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SOLUTION

Diagramme du corps libre. On trace le diagramme du corps libre
de la structure et du cble BDF. On représente la réaction au point E par
les composantes E,, Ey et le couple Mp. Les antres forces en présence
agissant sur le corps libre sont les quatre charges de 20 kN et la tension
ﬂPPli&uéE i I'extrémité du chble an point F.

quations d’équilibre. Sachant que

DF = Vi{45m)? + (6 m)? = 7.5 m, on écrit

| 45
SH3F, =0: E, +—=—=(150kN) =0
75
E, = —90,0 kN E, =90kN < <
+13F, = 0: E, — 4(20kN) —%(mﬂkm =0
: : 1
E,= +200 kN 5, =200kN 1 <

+NIME = 0: (20 kN)T7.2 m) + (20 kN)(5,4 m) + (20 kN){3,6 m)
+ (20 KN)(L8 m) — —— (150 kN)(4,5 m) + My = 0
{0

Mp=+1800kN-m M;=1500kN-m7 -
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Probleme résolu 4.5

Un poids de 400 N est attaché a I'extrémité A du levier OA. La constante
élastique du ressort BC est de k = 12,5 kN/m. Le ressort est au repos quand
6 = 0. Déterminez la position d’équilibre.

:\‘5 T
B |
r

W=400 N
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SOLUTION

Diagramme du corps libre (DCL). On trace le DCL du systeme
composé du levier et du cylindre. En identifiant par s I'allongement du
ressort par rapport a sa position au repos, on a:s = r et F = ks = kr0.

Equation d’équilibre. Sil'on additionne les moments de W et F par
rapport au point O, on a:
+\2Mp = 0: Wisin @ —r(kr6) =0  sinf= A

Wl

0

En substituant les valeurs données, on obtient

(12,5 kN/m)(0,06 m)?
(400 N)(0,16 m)

Une solution par essais et erreurs donne 0=00uf=803 -«

6  sin @=0,7036

sin
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Mouvements possibles de
S, parrapporta S,.

v

LI IR | CE IR IR 2K S I

Représentation :
Lappui simple glissant est représenté par le symbole suivant

§

S

La pointe du triangle symbolise le fait que 'appui est ponctuel, permetant ainsi [a rotation autour de la pointe du
triangle, tandis que les deux rouleaux signifient que ce demier est qlissant.
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Exemples d’appuis simples glissants (ou libres) :

o
h
-

l négpréne oy gcrer

&5
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