réticulés

cn systéme réticulé

By

=1

4.1 Deéfinitions
On appelle treillis {systéme réticulé), un assemblage de barres articulées
enire elics de maniére & ce que chacune des barres ne soit sollicitée gu’en
. La figure (# 2} présentent des exemples de részlisa-

traction et compression
tion de treillis spatiaamc.
: .
ANEBRITP
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4.1 Deéfinitions 72

SLSPS

L) i ¢

Treillis spatinux @ {03 poutie. (41 w21, {#) coupele.

FIGURE 4.2 — Quelques treillis spatiaux

Dans les figures (4.3) et (4.4), on présente des schématisations mécaniques
d’un treillis spatial et de deux treillis plans.

}".,.:! P_l Pﬁ

FIGURE 4.3 — Schématisation d’un treillis spatial

On appelle neeud, une articulation entre plusieurs barres. La figure (4.5)
présente le détail de la réalisation pratique d’un nceud de treillis.

Dans la pratique, ce ne sont pas des articulations, on rencontre des barres
assemblées rigidement (soudures ou rivets). hMais I"expérience montre que
’erreur commise en supposant que se sont des articulations parfaites reste

généralement acceptable ( erreur <0 10% si les lignes des centres de gravité
des barres sont concourantes). .
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FIGURE 4.4 — Schéematisation de treillis plans

FIGURE 4.5 — Détail d'un nocnd d'un systéme réticulé

Pcur assurer que chacune des barres ne soit sollicitée qu'en tracticn ou
en compression, il faut que :

— le poids des barres soit néviigeable devant les autres sollicitations,

— les sollicitations extérienrss ne scient que des efforts appliqués sur les
noeuds (on dit que le systéme est <hargé indirectement),

— les liaisons avec lextérieur soit des appuis fixes ou des appuis mobiles.

Lorsque toure la géométrie et dans un méme j:lan (au décalage prés enfre
les barres due 4 la réalisation pratigue des uceuds) et que Jes efforts appliqués

sont dans ce plan, le tre.il

L’&lément de base dun treiilis est = triangle, car il forme une struc-
ture stable en elle-méme et ce contrairer:ent & un élément en rectangle (voir
figure 4.6).

§: . ANEHTP

t..j
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4.2 Calcul des efforts dans les treillis plans T4

FIGURE 4.6 — Instabilité et stabilité des formes rectangulaire et triangulaire
d’un treillis

4.2 Calcul des efforts dans les treillis plans

Les efforts développés dans un treillis chargé se calculent a partir des deux
méthodes suivantes :
— Méthode des neeuds : utilisée le plus souvent pour déterminer les efforts
dans toutes les barres,
~ Méthode des sections ou méthode de RITTER : utilisée pour detennmer
les efforts dans certaines barres seulement.

4.2.1 Meéthode des nceuds

Pour étudier I'équilibre d'un treillis, on réalise I’équilibre de chacun de ses
nceuds. Cet équilibre fait intervenir les efforts normaux de. chacune des barres
connectée au noeud isolé et les efforts extérieurs directement appliqués a ce
nceud.

Puisque lesmceuds-sont consicérés comme des rotules parfaites, les-équa-
tions d’équilibre d™un nceud sont dorc :

AR ]
L& I il
ST

I

La procédure de calcul & suivre est la suivante :

~ Calculer les réactions d’appuis,

— Isoler un nceud o1 il y’a seulemenrt deux inconnues,

— Calculer les efforts & ce nceud (équations du systéme 4.1)

— Isoler un autre nceud ou il n’y a que deux inconnues supplémentaires
(un utilise la régle Action = Réaction),

— Vérifier au dernier nceud 'équilibre des forces.

Pr. M. RGUIG -Caurs RDM ; . . -§\EHTP



4.2 Caleul des efforts dans les treillis plans g

Les forces inconnues sont chioigies arbitraivement dans un sens positil. Le
sens exact étant déterminé ultérieurament lors des calculs.

Définition de Vhyperstaticité intéricure du systéme -

$0it% :
- nombre de neeuds du syeiémme étudié
nombre de barres;
. nombre de Y&aciions.

o 3

-3

si b+ 7 = 2n, le treillis est isostatique intérieurement, c’est & dire gue les
efforts intérieurs peuvent dire calculés et ne dépendent pas du comportement
des barres;

si b+ 7 < 2n, le treillis est instable, il posséde des mobilités internes {on dif

ue le systéme est hypostatigue);

si b+ r > 2n, le treillis est hyperstatigue, cest
rieurs ne peuvent tre calculés «u'aprés prize en
des barres.

4 dire que les efforts inté-
compte de la déformation

Pour pouvoir déterminer tcutes les forces du treillis avec les @quations
d’équilibre, ce treillis doit &tre isostatigue.
2 1
«> Exercice 1 :

Calculer les fnrces dans toute
dans la figure (4.7)

les baxves du systime réticui pigsenté

V3]
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4.2 Calcul des‘efforts dans les treillis plans

76
= Solution 1 :
nombre de barres : b= 9
nombre de nceuds : n =6
nombre de réactions : r = 3
On a donc :
b+r=9+3=12=2n (4.2)
donc le systéme est isostatique intérieurement.
Calcul des réactions d’appuis :
S Mpy =—aF + 3aVs = (4.3)
. 1
- Vo 1 =
Z.’“J@I Vi — & +§F—0 (45)
2
- WB=IF (4.6)
> Fu=H=0 (4.7)
Neeud 1
2 V2
Zf/'y_'—F'E"_,)—Fl = (49)
28/2
4 Fy = - D/-F (4.10)_-
ZF/—=F2+£F1 == (411)
2
=% R = 73-F (4.12)
Pr. M. RGUIG Cours RDM ANEHTP
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~
[R%)
h

[R]{%]
=

3) UE .
S F,=-F-F+F.—=0 (417)
7 ol 3 =9
/3

= F=-——F (4.18)

- —§ - I f) +F;=0 (419) :

5 E=CF (4.20)

— _
o _!'__:::—'T:"J
£y o
-
AEx
::! E £ ) _—-4_..};:!—‘- Fo=10
= S S '] 2' e
5 3
1
= D = %
3

% -
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4.2 Calcul des efforts dans les treillis plans T8

<%  Rg==F (4.28)

P’équilibre du nceud 6 est donc vérifié.
=> Exercice 2 :

Calculer les forces dans toutes les barres du systéme réticulé présenté
dans la figure (4.8).

= Splution 2 :

Calcul des réactions d’appuis :

> Mz =30.(10) +20.(5) — 5T =0 © (429)
<  T=80kN (4.30)

S Frz=—Ex+80cos30=0 (4.31)

%  E,=0603kN - - (432)

S Fjy=—30—20 - E, +0sin30 =0 @3
<%  E,=10kN (4.34)

Pr. M. RGUIG Cours RDRi ' :ﬁKEHTP
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=~
o]

fat

72 -
13 DN
n

A -____f
) f Sy e
{
|
v

> Fjpy=NspsinS0-30=0  (4.35)

o Nig= M 5EN (

4
Nae Zﬂ A4 E e 5o ] é
e = 346208 60+ Nic=0 (43 r’) ¥ 7
4

N

- -
- ()

Nesud B

Fohp T S

e = —3156sm30 - 3465030+ Npp

= G (4.41)

36EN

= Ngp = 246k (4.42)
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4.2 Calcul des efforts dans les treillis plans 80

> Fj = —20—346c0s30+ Nop cos30
=0 (4.43)
34GAN
- \f_’g =¥ _-‘T\'T,:'j" =57.TkN (4.44:)
W3RN Neg 3 Fje = 17.3+43465in30 ,
0kN ) —}'57.?55.11 30+ NCE 200N
= ¢ (4.45)
“»  Ngg=—634kN (4.46)
Nend D -
S EN Z Fi, = —34.6+80c0s30 {0 kN

—57.7sin 30 + Npgsin 30

=0 (4.47)

- Npg = 11.55kN (4.48)

- - Neeud E (vérification)

1LAG KN :
S Fn.=634-693+1155sin30=0  (4.49)
634KN & GOSEN ' '
‘ 5" Fj,=10—11.55c0s30 =0 (4.50)
107N T
4.2.2 Noeuds particuliers
Deux barres alignées :
.2—’1 ” ;‘&! —‘:"’T.’. — A'r2 ( 4. 51)

(de sens opposg)
Effort extérieur aligné avec une barre :

Pr. M. RGUIG Cours RDM . , ’ &EHTP
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GUILN

RN 10 kN

FIGURE 4.9 - Présentation des résultats sur le schéma de la structure

F %
:1%‘:
H - "
Ny, =F (4.52}
4 v
S j,“
Trois barres dont deux alignées :
PR e H Ny = N, (4.53)

Ny

Deux barres non alignées :

or. M. RGUIG Cipuss W00 AFHTP



4.2 Calcul des efforts dans les treillis pians 82

Ny =N, (4.56)
Ny=N, (4.57)

4.2.3 Maéthode des sections (Méthode de RITTER)

L’avantage de cette méthode réside dans le fait de pouvoir obtenir la va-
leur de l'effort dans une barre sans pour autant réscudre tout le systéme.

La procédure de calcul par la méthode des sections esi la suivante :

— Calculer les réactions d’appuis;

— Couper le treillis en 2 parties distinctes par une coupe a travers les
barres dans lesquelles on souhaite calenler les eijforts;

— Appliquer les équations d’équilibre de I'une ou de 'autre des parties du
treillis en introduisant des efforts inc: onnus dans les barres coupées;

— Calculer les efforts dans ces barres.

> Exercice 3 :

Calculer les forces dans les barres @), ® et () du systeme réticulé pré-
senté dans la figure (4.10).

= Soelution 3 :
Coupe du treillis & travers les barres @ ® et (© (voir figure 4.11).

En appliquant les équations d’équilibre 4 la pa.rtle de droite, 11 vient :

E:Mﬂ=§Fw-d%=O (4.58)
5> N= %F (T) (4.59)

2 s S .
}:5f=f34%+§F=o ~ (460)
-3 m:%&=@) © o (461)
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FiGURE 4.10 — Schéma ds 1

L2

.
“ - N,
i 3
2 )
gl I

‘exercice 3

FIGURE 4.11 — Décomposition des deux parties - exercice 3
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4.2 Calcul des efforts dans les treiliis plans : 84

eN; =0 (4.62)

F(C) (4.63)

= Fxercice 4 :

Calculer la force dans la barre DJ du treillis présenté dans la figure (4.12).

i
x4}

i}

AN

FIGURE 4.12 — Schéma de exercice 4

& Solution 4 -

Calcul des réactions d’appuis :

> My =10.(20) + 10.(16) + 10.(8) — R4.24 =0 (4.64)
<+  Ry=183kN (4.65)

> Fj=183-16-10-10+Rs=0 (4.66)

<+  Rg=117kN (4.67)

Nous allons réaliser les Z coupes (I) et (2) pour pouvoir calculer Ieffort
de la barre DJ (voir figure 4.12).

Les 2 parties de la structure obtenues par les coupes (D) et (2) sont présentées
dans la figure (4.13).
Coupe (D _:

S Mo = 4Ny s+ 4.(101 = 18,38 =0 (4.68)
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o~
AN
SF N D Ve, o

B
‘r

AR

-'j; B '.._ "
* 3 %_’ 1 i fin
13.3 r'*.' h\ __:; :H} i _“{ 11.-._ }‘ _\'

3

FIGURE 4.13 — Décomposition du systéme - exercice 4

-  Nyxy;=834kN (T) (4.69)

-:. - /2
S My = —10.(4) — 10.(8) — Ne “4— Ng,2=8=0 (4.70)

o N, = _141EN ()

o

/2
3 Mg =10.(8) — Nps.12+ 14.1‘?.12 =0 (4.72)

On remargue que si la fores= en T ulie, on a
Npyg = Npp = Arg=Npg=9 (4.?4-)

on pourrait alors feire directement une seale coupe 2 travers les barres C'D,
DJ; JE (J,\T;E = O) et JI.

4.2.4 Critére de résistance d'un treillis

La connaissance des efforts intérienrs dans un tr-illis permet de défurmi-
ner la barre la plus sollicitée au sens ¢z la contrainte :

N; .

o; = — (4.75!
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4.3 Energie potentielle de déformation _ 86

Si on appelle 0.« la contrainte maximale dans le treillis, le critére de
résistance du treillis vis-3-vis de la plasticité sera :

Fose T O {4.76)

ou o, est la limite d’élasticité du matériau composant les barres du ireillis;
la contrainte maximale est : 7. = max(o;).

Remarque : Dans les réglernents de consiruciion, des coeﬁiﬂi ts de_‘
secumte sont mtmamts DOUT USSUTET Une ma.rge de sécumte_ Ceig pﬁrmei:

fabr:'catwn et/ou de construction dun c_ertam degré.

_.--;~ :. I

4.3 Energie potentielle de déformation

(Cas simple d'un ressort :

Supposons un ressort: de longueur L qu’on charge lentement et progressi-
vement (pour éviter les etlets dynamiques) jusqu’a atteinte d’un effort P. Le
ressort accuse un raccourcissement AL. Le travail de P est alors emmagasiné
dans le ressort sous forme d’énergie potentielle de déformation.

Cas géneéral :

Ce qui est valable pour un ressort simple est aussi valable pour tout sys-
téme élastique.

En dehors de toute sollicitation =xtérieure, I'énergie potentielle de défor-
mation U est nulie (corps non déforsa).

Sous Peffet. de sollicitations extérienres, un cops se déforme et ses diffé-
rents points subissent des déplacements guelconques {voir figure 4.14).

Il est & noter que seuls les. points d’application des efforts extérieurs
peuvent donner une information sur la déformation du systéme.

Tant que le systéme n’est pas sollicité au dela de sa limite élastique, Péner-
gie potentielle de déformation peut otre récupérée totalament. Dans le cas
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¢érée, Pautre fraction

contraire, seule une fraction de 'énsr
provoque la déformation résiduelle &

Pour les réactions d'appuis, il est facile de veoir que:
W (Ry...., R Ra) =10 (4.77)

car on ne peut avoir que :
— un appui glissant : B; 1L 8
— un appui fixe: 6 =0 )
— un encastremsnt : 6 =0. =10

1.
1

Ceci est général pour tout type de sollicitation.

Dans les paragraphes suivarts, nous allons évaluer I'éner gie potentielle de
déformation U dans les cas d™un =Hort nonsal constant er d'un efort normal
variable.

4.3.1 Cas d’un effori nory

Considérons une poutre encastrée {zonsole) scumise & une charge P lente
et progressive (voir 1¢ schéima de la fgure 4.15).

Considérons wn état intermédiaire saractérisé par un cfort aP et un al-
longement aAL (avec & < 1) et w: fiat intermédiaire mfiniment voisin en
donnant un accroissement d{aP) & lu charge P (voir 2% schéma de Ja fi-
cure 4.15). Il vas en résulter un ailon wrment supplémentaire d{@AL} = ALdw

A
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4.3 Energie potenticlle de déformation. 88

qui est le déplacement. du point d’application de la force aP.

A Btas final
H
Proemommmme —3
aP+Pdat-zieceeees _
Py - -
= ‘N
Frat initis Pt > AL

=1 nAL AL+ ALde

FIGURE 4.15 — Diagramme de I'énergie potentielle de déformation d’une barre
sollicitée en traction (P = cte)

La variation de ’énergie potentielle de dé&ormation entre les deux états
intermédiaires est la somme des aires (I) et (2) et est exprimée par :

AU = aPALde + 9.5daPdeAlL

O @ (2 oxdre) (4.78)
= PALadw

pour toute la longueur de la pouire ¢ a done :

rl
U = j PALodo (4.79)
0
= ZPAL (4.80)
oron a: ‘PL :
P2 '
P iJ = 4.82
R iy (4-82)

4.3.2 Cas d’un effort normal N variable

Par analogie & ’expression (4.82) concernant un effort normal N constant, -
on peut généraliser cette expressicn vonr e ~as général d’un effort normal N
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niergie potenticlie ae GEICTInAtIcn ; 23

variable par
’rf. .,\\,TZ( i‘j I
U= { ———'—dz (4.83)
}c sl [\L)-'Il;"t}

avec z est dirigé suivant 'axe longitudinal de la poutre.

¢ Exercice 5 : o
Démontrer I’ cypi ession de Energie potentielle de déformation de la poutire
uspendue de 1a fgure (4.15) sourhise & so2 propre poids.

OO

e e B ]

L= e

FIGUKE 4 16 — Poutre suspendue soumise & son propre poids

& Soplution 5 :
L’énergie potentielle de déforuaticn: est wnnée par -

U= | Az (4.84)

N S e (1.85)

im AL iz (4.86)

- (4.87)

I

Considércns le systéme réticulé simnlifié de la figure (4.17;. On cherche &
calculer son énergie de déformation 7.

A
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4.4 Théoréme de CASTIGLIANO 90

FIGURE 4.17 — Systénie réticnlé triangulaire

Calcul des efforts des barres -

Neeud A : (Ny = Np)

2N;cos30 = —P ' (4.88)

' . —P
=P Ny =Ny = — 4.89
1 4¥2 \/g ( )

Neeud B : P
Ny = —N;cos60 = 4.90
3 1 ?1/5 ( )

donc : ( 275 2L 3 PPL
JRRIE S | S Sk Vi B Lo Gl :

RSt e P eea T T EA (€51)

4.4 Théoréme de CASTIGLIANO

C’est I'un des théorémes énergétigues les plus importants admettant di-
vers types d’applications :

— Détermination des déplacements des différents points d’un systéme
(fleches) ;

Pr. M. RGUIG Cours RDM - - A%-EHTP
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— Résolution des systémes hyperstatiques {intérieurement et extérieure-

F‘n oncé : Lo dérivée partielle de [’énergie potentielle de déformation
par m.pport & une force (gcne*"a?zseel est égale au déplacement du poini
d’application de la jorce dans la dire

déplacement total sur e suppors «

£

ction de celle-ci {c-a-d la projection du ‘
la forve considérée) (voir figure 4.18).

=y

=

23] R :
— =0
gF

FIGURE 4.18 — Déplacement «u point d'application :1'une force généraiisée

Cn appelle force généralisés :
- soit une force ponctuelle © :
— soit un moment ponctuel {zot

% dem.

Soit un corps eiastique sc-i'i‘ité j._--a:: un sysidme de forces extéricures
(Py,..., P, ..., P,) iravaillant dans le “omaire élastique (figure 4.16).

Les déplacements des points d'application des efierts sont :
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4.4 Théoréme de CASTIGLIANG 92

FIGURE 4.19 — Déformnation d’un corps sollicité

Ay — A} (6, dans le sens de P;)
Ay — A (83 dans le sens de P,)
A; = AL (6 dans le sens de P)
A, — Al (b, dans le sens de P,)

Les travaux des efforts et les énergies petentielles de déformation correspon-
dantes sont :

P = W1 = U1
P, T W2 e 3 U2
P - W = U
P, - W, - U,

L’énergie potentielle de déformation totale est donc :

Ty B TR n « s B 1 B (4.93)

bl ]

Dans un accroissement infinitésimal 17 4 2., il en résulte que :

ou

U—=U+dU= U+3P;

dP; (4.94)
I'effort supplémentaire dP; provoque un déplacement supplémentaire dd;.

supposant que dP; est appliqué en premier lieu d’une fagon lente et progres-
sive. son travail dans le déplacement provogué dé; est :

dPdé; (4.95)
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j'D

iy-

ensuite on applique le cym\,_m .
ar-P. du systame est :

dans le nouveau déplacement p

le travail total nous donne :

U+ dU = %df’.dd; + U + dFé;
- 101
el r._,' -+ ‘}_1"::;4‘,‘

en prenant en compte l'équation (4.84) :

dP;, =U + 6;dP;
U BR-P
7
O LY
07

¢ Fxercice 6 :

Soit le systéme réticulé de la figure (4.20).

iém_______‘( — R 3,14;-.“-.,_..
]
H'i ’;’ {’1\&:1 ) lf 3 ir
| P
4 P
i | /s
Hg-= f

158

FIGURE 4.20 — Schéma de 'exercice &

1. Calculer I'énergie potenticile de i#formation du systéme”

2. Calculer le déplacement vertical du peint C'7

.., P,). Le travail de dF;

(4.96)

{4.97)
(4.98)

(4.99)

{4.100)
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4.4 Théoréme de C4ASTIGLIANO 94

= Solution 6 :

1. Réactions d’appuis :

S Mp=0 =  P2L=H,L (4.101)
=5, e o =5 Hy= 2P (4_1@2)
SF-0 = { He = 2P (4.103)

: . Vg, = P

Aprés calcul des-efforts dans les barres, on obtient :

2 3 ) 5 6
—Pv2| P |-P|-Pv2| 2P
2 'L | B 1 Iv2 I

P2L P2L 2P2LV2 | 4P3%L
IEa | 954 2EA 2EA

v

[‘u
R Wl
t~t
(]
t
e !
S

ko
ol
o
-
&)
™

L’énergie potentielle de déformation du systéme est donc :

6

PEL
U= Up= =T+ 42 N CS
; Ui = gy (T+4V2) (4.104)
2. Le déplacement vertical du noint C peut étre calculé simplement comme
suit : 50 PI
oY Ly
= = —(7T4+4V2 4105
=55 =gall t4V2) ()

o> Exercice 7 :

FIGURE 4.21 — Schéma de 'exercice 7
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Déterminer le déplacement vertical du point A de la Hgure (4.21)7

= Sclution 7 :

NN NN
T D

£
R R
Nfe 3/
1 ‘
\‘L L.

oo
'

!
s

o

o
27
o TR
o,
8
D
.
::F‘
>~
B

L
3
Y

toay
-
oL
ed
-
-
1 v ma wh
a
: ‘ -~

FIGURE 4.22 — Sclution de l'exercice 7

On a par symétrie :
Ny = N3 (4.108)

éuailibre du neeud A -

2Nyeosa+ Ny — P =1 (4.107)

Hypothése : L'angle o chenge pev aprés léformation.
— on suppose cu’il reste inchangé.

On a : (petit triangle)
Ay = Agcosa (4.108)
NOUS SaY0NS que :

b= D2 (4.109)
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: Nyt
- f Ay, = —ure .
=1 = T4E
. N1L N> L
= 4111
ABcosa  AE ¢ ( )
<> Ny = Npcos®cx -+ (4.112)
(4.107) =%  2Npcostucosa+ Np— P'=0 (4.113)
‘ P
. 7 T W . {4114
‘ 2T 1+ 2cos3 2 : )
- Pcos’ o
<» R i M 4115
5 U 1+2costax ( )
Sachant que : ,
N*L '
U=5sz . - (4.116)
on a done :
U = h4+Uy+U5 (4.117)
= 201+ U : (4‘118)
Peos’c L - ' P2 L
S WL ke L (4.119)
(1+2cos® x)? cosw.2EA  (1L+2cos®a)?2FEA
P*L 2 cos® v 1 .
= . 4120
2EA ((1 +2cos?a)? | (14 2cos? (t)z) ( )
2
<+ U= e - (4.121)
2EA(1 +2cos®a)
Le déplacement du point A est :
NoL PL
= A, = — = - 43122
VAT PR TAE T (L+ 2eo a)AE (4125

On retrouve le déplacement du point A en appliquani le théoréme de Cas-
TIGLIANO :
ou L

~ 9P EA(1 + 2cos® o)

VA (4.123)

= Exercice 8 :

1. Calculer ’expression du déplacement ¢u point A7
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.

FIGURE 4.23 — Schéma de I’exercice g

AN.:

o

E =2.10°kg/cm?, o = 45°

2 7
L=1m, A=2cm* P =5¢%

Chercher la valeur num#rigue du déplacement du point A7

= Solution & :

1. Equilibre du nceud C :

=
o J sy = —
i oo
Bquilibre du zoeud B -
V., — ZN;sina =9
< N> = Pizna
L’énergie poteniialle d.: sy -.-m2 est
U o= 41° + i
4 ‘pQ _.'J: _D:) 2 2[} Sin Ol
= - E— e “tan G. 5
deoslar 2EA 2FA
5 ;._ / 1 -
= — | — + 2sin . tan® u'\
2EA \ cos” & P

(4.124)

(4.126)
(4.127)

4.128)

(4.129)

(4.130)
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4.5 Théoréme de CASTIGLIANG ’nurnérique’ 98 .

sachant que :

— = 1+ tan® (4.131)
cos? o
on a donc :
U= PrL (1 +tan®a(l + 2sina)) (4.132)
2EA T B ‘

Le déplacement du point A est done :

Va4 = _131:,_ (1 + tan®a(l + 2sin ) (4.133)
U4 = EA % L2 st e ) :

2. AN.: E=2108kg/cm?, o= 45°, L= 1m, A=2cm?, P =5t
En remplacant dans (4.133), on obtient :

v4 = 0,426 cm (4.134)

4.5 Théoréme de CASTIGLIANG 'numérigue’

Pour un probléme donné, supposons que les forcss extérieures, les réac-
tions d’appuis, les efforts intérieurs et par conséquent I’énergie potentielle de -
déformation U ne sont connus que numériquement.’

Comment appliquer donc le thécréme de CASTIGLIANO?
Par rapport & quoi doit-on dériver pour avoir les déplacements ?

Reprenons l'exercice précédent :

1 3536
V2 | -5000

avec 5; est 'effort dans la barre ¢ connu numériquement et S! est donné
par :

85;
Si=—= 4.135
| =57 (4.135)
pour cet exemple :
S = 2 = 707 : ,
{ ;= B _ O (4.136)
2 5000 T
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!

TT
U =

le déplacement vertical du point A est
cU
Vy = ;:P
n B
- — 25,1,; 055
= 3
o/ 0T s
—:: ;’.L'irii P
n
" s— SiLli o
=3 = B .
R / ;o T _:,- s
- =1 LA =7

en appliquant cette formule, on ohticnt le déplacement :

I é—i—mcds—;sﬁo,: 7L
0,4

}..l

— 0,427cm

on retrouve donc le résultat de Vexercice pié
ot Exercice 9 :
Calculer e

= St n’t}cn g :

-}

Le problime pevt &tre résolu par it~ dew
du théoréme de CASTIGLIANG

Méthode directe

Dans le cas général et seicn qua o
zontal uc ou le déplacement vertical ve. iss r22

Tes eforts des barres N, sont done, dar
charges appliquées Fg et Py :

/%.180.{—5000).(—1))

3
EAET.

déplacement horizenta! ue du point C de la

o
[{e]

figore (4.24)7

-
Hia
ot
[VN]
=J

Seap’

(4.138)

{2.139)

(4.140)

(4.141)
(4.142)

cte et numeérigue

=g recherchons le déplacement hori-
\ciions d’appuis H4, V4 et Vo
sont frnction de de la charge appliquée Pir ou la charge P,

ns le cus général, fonctions de ces

(4.143)
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13

[

FIGURE 4.24 — Schéma de I'exercice 9

Les déplacements du nceud C sont obtenus par la formule (4.92) :

ou
Ur = ——— 414
ovu
Vo= - (4.145
c= 38 (4.145)

L’cbjectif ici est de résoudre I’exerciee par la méthode numérique présentée
ci-bas:

Méthode numérique :

En utilisant la méthode des nceuds. on retrouve les efforts 57 dus au char-
gernent réel Py. ' :
Les S sont obtenus par la méme méthode en appliquant un effort virtuel
horizontal au point C (méme point sur lequel on cherche le déplacement et
méme sens).
Les résultats des calculs sont présentés dans le tableau (4.1).

Le déplacement, ug est calcui® par i*2guation (4.140) :

= Seloi ;
ug = ; =55 | (4.146)
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1 157 T
2 0,23 a L
3 A5T PR I
4 1.5% a 1
5 118 z |0

TABLE 4.1 — Rasnltats des caleuls

en appliquant cette formule on obtient :
s (4.147)
= {4.148)

=2 BExercice 10 :

Déterminer le déplacement vertical du neeud C du systéme réticulé de la
figure (4.25)7
Pour toutes les membrures, on & : A = 400 mme® et E = 200G Pa.

J}ﬁn,_ . /’“QE

éf
)
o
frass
o

Aiffraean

W e LF
FhA LEN
FIGURE 4.25 — Sclxdr:a de Pexercice 10

= Solution 10 :

Les réactions d’appuis ainsi gue les efforts dév reloppés dan: les barres cor-
respondant & Papplicati: .1 du chargement véel extérieur s~ présentés sur

- N -
Pr. M. RGUIG C'ounis BDAE 2EFHTP
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la figure (4.26).

RN

FIGURE 4.26 — Chargement réel (S;) - Exercice 10

Pour calculer les .S;, on sprlique un effort virtuel P verticalement au
point C. Les résultats des caicuis pour cette charge soni présentés dans la
figure (4.27). ' -

Les valeurs du factevr S;L;S! sont présentées sur le schéma de la fi-
gure (4.28).

Le déplacement vertical du neeud C est calculé donc par :

9

S.L; )
re = 3 4.149
¢ ; P | - ke
= 5z(15.07+3533+210,67+16+30,18)  (4150)
72,4kN.m |
~ 400.10-5m2.200.10° kN/m?2 (4151}
d’ol : : !

ve = 1.23mm ' . (4.152)
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-
i3

T
401

GURE 4.27 - Chargement virtuel P (S5j) - Exercice 10

Pr. M. RGUIG
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FIGURE 4.28 - Valewms 1o 5L - Exercice 10
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4.5.1. Cas général

On cherche 4 déterminer le déplacement d’un point ol ne s’exerce aucune
force et dans une direction différente de celles des forces appliquées au sys-
téme étudié. Voir 'exemple de la figure (4.29) ou on cherche le déplacement
vertical vys au point M.

b

FIGURE 4.29 — Déplacoment ¢'un nceud non chrgé

La méthode générale consiste & introduire une force ¢ dans la direction
du déplacement recherché. On conduit les calculs comme dans le cas normal
et on annule Veffort virtuel ¢ dans le résnltat final.

On a pour les réactions d’appuis :

VA.,HA, 'B_—-_f!_:z‘:;i.'ol.,----P.---.--‘Pﬂ\é} cpor (4-153)

pour les efforts dans les barres et I'énergie potentielle de déformation, on a :

VSI-. = Si(Pl:---=RZ-.---=Pn7¢) (4'154)
Ui, = UfP......P,....Pn.d) - (4.155)
En appliquant le théoréme de CASTIGLIANO, on a le déplacement vertical
du point M : :
: U '
g == |t 4156
= (55 (4156)
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Dans le domaine d'élasticité du matéman, les efforts dans les barres sont
é itz jenres ¢t cn peut écrire :

Si: ‘S’i(Pla--'-.Pia--'}P?h{,é) :*-'i{?‘].-"---.Ph--'5P1‘¢\}+ ni{¢) (4-15?)

L’énergie potenticlle de deformation de toutes les barres s’écrit -

< wo= (DL

S! étant Veffort dans la barre i =i 'on donne & ¢ une valeur unité.
=t Exercice 11 :

Reprenons le schéma de 'exercice § précédent.

On cherche le déplacement hovizontal i1 par la méthode numérigue.
= Splution 11 :

Aprz- simplification, on trov e faciiment yue

v

|

13

Il
foremd
-
,‘h.
o}
=3 ]
W
S

2

|
)

]
n

|
2

|
:h
o~
th

bt
(@]
e
LA

d’ol :
um = (4. 165)

(4.166)

&
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4.6 Théoréme de MENABREA (2°™¢ application
du théoréme de CASTIGLIANO)

On considére un systéme quelconque qui est :

— hyperstatique extérieurement de degré m (3 m liaisons surabondantes)
— hyperstatique intérieurement de degré n (3 n barres surabondantes)

La méthode de résolution consiste a décoraposer le systéme hyperstatique
initial en (m + n + 1) systémes iscstatiques 'associés’. On applique dans-la
suite le théoréme de CASTIGLIANO comme suit :

F ,2{—}— - 0
oy
(4.167)
. U — 9
oR,

X; étant Veffort hyperstatique inconnu dans une barre surabondante,
R; est Ia réaction hyperstatique inconnue au niveau dune liaison surabon-
dante.

X; et R; sont les grandeurs hyperstatiques inconnues du probléme.

Le terme 533[;—_ = 0 traduit la continuité dans la barre surabondante ;
%

Le terme g—% = 0 traduit que le déplacsinent du point d’application de la

liaison de réaction est nul.

Les deux termes de ’équation (4.167) traduisent le fait que les grandeurs
hyperstatiques sont des grandeurs gui minimisent 1’énergie de déformation
du systéme.

4.6.1 Détermination d’un effort hyperstatique

Soit le systéme réticulé de la figure (4.30).
Le systéme est extérieurement isostaticue.
Intérieurement :

b=2n—-3=2%x4-3=5#6 (4.168)
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i ;
"‘\&\ ;
% T
‘43‘-‘\
l "J .‘;r-;:ﬁ
= /,f‘
i _,.-*"i i1

FIGURE 4.30 — Systéme réticulé hyperstatique

e systéme est donc hyperstatique ntérieurement de degré 1. 11 existe une
bcu re surabondante.

Considérons Peffort i dans la basre 2 comame inconnue hyi- r>tatique du
systéme.
On remplace la barre 2 par soun effort inteine
une section .
I’effort X étant inconnu. > prend un sens arbitraire (une iracticn). Le sys-
téme devient équivalent . u schéma de la figure (4.31 1).

D

en coupani cetie barre par

[}

On a donc :

::-:- _ g

(W
)

+ 05 {4.169%
ot 3; est Deffort Jans la barre i pour le systéme hyperstatique initial.

S? est Vefort dans la bare 7 si F'on supprime toutes les barres et les liaisons
surabondantes et on garde les scllicitations extérieures F;.

S! est I'effort dans la barre 4 si I'on supprime les charges exiérieures F; et on
donne 3 X; ou F; une valeur unité.

n2 6 i P )
= S7L — iS04 }_L'i
g Sl _ B AT (4.170)
: yd ~
f;_‘; 2ELA; ;‘; _/.__E: 4,
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FIGURE 4.31 — Décompesition du systéme - Exercice 12

en applique le théoréme de MENARBREA :

aU 282+ XS i
Lo -3 i i SO e 0 R 4171
5% =0 ‘; TN SIL;=0 (4.171)
Saofr S’S’ ‘
= +X = 4.172
=1 Eﬁ Z‘ ,"4 ( .. )
E?:] %
i=1 E;A;

o> Exercice 12 :

Déterminer Jes cfforts dans les barres du systéme réticulé de la figure (4.32).
= Solution 12 :

Ona:
M—r=2x%x10-3=17£b=18 (4.174)
le systéme est hyperstatique de degré 1.

Prenons I’effort X dans la barre 18 corame grandeur hyperstatique in-
connue du probléme. Le systéme est donc éguivalent au schéma de la fi-
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&

B 4 =?_;' i3 D 10
N, i
W o]
; e 11
% .14 w0 ild
1
N
& 1 16 H £
FIGURE 4.33 - Décompesition du systéme - Exempie 7
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