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Notations principales

N Effort normal

M,M,, M, Moments de flexion

M,ouT Moment de de torsion

V. Veu Vs Effort tranchant

SouAd Aire d’une section

G(Xe, Ye) Centre de gravité d'une section donnée

FouP Effort appliqué & une section °

T Ti contraintes appliquées & un point matériel

Tzz OU 0z 0ouo Contrainte normale & une section

Oy O Oz Contraintes normales suivant les trois axes du repére
d’étude

01,02,03 Contraintes pr1nc1pales en un point donné (volume élé-
mentaire) :

(X1,X2,X3)  Repére principal des contraintes

(z,y,2) Repére local lié & une poutre, z est dirigé suivant 1’axe
de la poutre =

[7] Tenseur des contraintes

€] Tenseur des déformations

€;6ij Déformations appliquées & un point matériel

¥y Yes Déformation transversale (ou angulaire)

s Abscisse curviligne

?}z, E " Résultantes des efforts et des moments sur une section
donnée

u, v, 8 Déplacements et rotation d’un point d’une poutre solli-
citée

R.,,R,, R, Reéactions d’appuis suivant les trois directions du repére
d’étude

e Coefficient de secunte pour le dunenswnnement des

R ¥ gtructures L B

Sy, S, Moments statiques d’une section donnée par rapport aux
axes y et z
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Moment statique par rapport & une droite A

Systéme de coordonnées polaires

Moments d’inertie quadratiques d’une section par rap-
port aux axes y et z

Produit d’inertie d'une section par rapport au systéme
d’axes (y, z)

Moment d’inertie quadratique d’une section par rapport
a la droite A

Moment d’inertie polaire d’une section

Moments d’inertie quadratiques principaux

Rayons de giration par rapport aux axes y et z

Rayon de giration polaire

Limite élastique d’un matériau

Contrainte ultime d'un matériau

Contrainte de rupture d’'un matériau

Déformation & la limite élastique oy d’un matériau
Déformation de rupture d’un matériau

Module de YOUNG ou module d’élasticité d’'un maté-
riau 5

Sections initiale et finale d’une poutre lors d’une défor-
mation

Longueurs initiale et finale d’'une poutre lors d'une dé-
formation

Réduction d’une section A

Allongement total d’une poutre ou éprouvette
Déformation élastique d’un matériau

Déformation plastique d’un matériau

Déplacement axial d’une section ou un point. Longueur
élémentaire d’un élément de structure

Coefficient de POISSON d’un matériau

Normale et tangente d’une section ou droite

Effort normal et effort tranchant dans une section incli-
née d'un angle « par rapport a la fibre movenne d’une
poutre

Variation de température

Coefficient de dilatation thermique

Diagramme des efforts normaux

Diagramme du corps libre

Epaisseur d’un élément de structure

Efforts développés dans un cylindre sous pression interne
Contrainte normale circonférentielle dans un cylindre
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Chapitre 1

Généralités et rappels

1.1 Introduction

La résistance des matériaux n’étudie que des solides de formes simples
tels que les « poutres ». Souvent, il est possible de modéliser des solides
par des poutres, & la condition que ceux-ci respectent certaines hypothéses.
L’objet de ce cours est de présenter les hypothéses de la RDM qui doivent
indispensablement étre vérifiées pour démarrer toute étude d’une structure.
La résistance des matériaux est 1’étude de la résistance et de la déformation
des solides (batiments, ponts, barrages, diverses piéces mécaniques ...) dans
le but de déterminer ou vérifier leurs dimensions afin qu’ils supportent les
charges qu'ils subissent, dars des conditions de sécurité satisfaisantes et au
meilleur colit (optimisation des formes, des dimensions, des matériaux ... ).
Son domaine d’application étant trés large et les situations rencontrées nom-
breuses et variées, il est nécessaire de mettre en place des hypothéses simpli-
ficatrices dans le but de standardiser les cas d’étude.

Pour effectuer un calcul RDM, il est nécessaire de connaitre les actions mé-
caniques exercées sur le mécanisme et les matériaux utilisés. L'étude RDM
vas permettre de définir les sollicitations et les contraintes qui en résultent. A
'aide des caractéristiques des matériaux (propriétés mécaniques), nous allons
pouvoir en déduire les déformations du matériau, et dans les cas extrémes,
sa rupture.

Pour I'éléve-ingénieur (ou l'ingénieur), la RDM présente une base de cal-
cul des structures relativement simple. Il est donc nécessaire et loisible de
développer l'attitude de faire appel 4 cette théorie pour dimensionner cer-
taines structures (ou parties de structures) autant que possible au lieu de
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1.2 Objectifs de la RDM 8

faire appel & des techniques plus avancées et plus complexes telle que la mé-
thode des éléments fini (MEF). Les moyens de programmation informatique
largement disponibles actuellement nous permettent de programmer assez
facilement ces techniques pour étre plus compétitifs et plus productifs!!!

1.2 Objectifs de la RDM

Une étude RDM d'une structure donnée consiste en 1’étude du comporte-
ment des éléments composant la structure sollicitée par des efforts extérieurs.
Autrement, ¢a consiste & déterminer les contraintes, les efforts internes et les
déformations générés par les sollicitations tout en prenant en compte les pro-
priétés mécaniques et géométriques des éléments structuraux.

Dans la pratique, deux sortes d’analyses peuvent étre menées en RDM :

— VERIFICATION et ANALYSE : Détermination de la charge ad-
missible d’une structure, permet de reconnaitre si la structure étudiée
est capable de résister aux efforts extérieurs. 0

— CONCEPTION et DIMENSIONNEMENT : Dimensionner la
structure (en projet) pour lui permettre de résister avec sécurité (avec
des marges réglementaires) aux sollicitations prévues (charges de pro-
jet).

En général : la vérification concerne les structures existantes comme par

exemple les programmes de requalification de certaines grandes structures
telles que : Ponts, Barrages, Grands batiments, ...
La conception et le dimensionnement concerne quand & lui les structures
en projet (pas encore construites) telles que la construction de nouveaux
batiments, nouveaux barrages, nouvelles autoroutes, nouvelles centrales nu-
cléaires, ...

Lors du calcul RDM d’une structure quelconque, les questions qu’on doit
se poser et auxquelles on doit trouver des réponses sont comme suit :

— Comment peut-on représenter schématiquement la structure étudiée?

— Quelles sont les charges qui agissent sur la structure? comment les
représente-on 7 et comment se transmettent-elles & travers la structure ?

— Comment la structure résiste-elle et pourquoi?

— Comment la structure se déforme-elle sous le chargement ?

— Comment et pourquoi peut-elle se rompre ? quels sont les éléments les

Pr. M. RGUIG Cours RDM ﬁ\kEHTP



1.2 Objectifs de la RDM ' 9

Forces extérisures

structure ou ¢lément caractéristiques géom.
4
efforts intetnes (M. N
[traction /comp] [ flexion | [—saﬂlement | torsion |

An/d/
sollicitation compasée
|
contrainte et déformation

Critdres
résistance
rigidité
stabilité

dimensionnement vérification

FIGURE 1.1 - Organigramme du procédé de résolution d'un probléme RDM
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1.3 Rappels de la MMC 10

plus sollicités de la structure ?
— Est-elle sécuritaire 7

A la fin de ce cours, ’étudiant devra étre capable de comprendre et de
réaliser les notions et les taches suivantes :

1. Connaitre les concepts de charge, force, moment, inertie, corps défor-
mable

2. Calculer les centroides et les moments d’inertie de surfaces quelconques

3. Appliquer les principes fondamentaux de 1’équilibre des' corps solides
pour déterminer les efforts inconnus dans les systémes isostatiques-
simples : réactions aux appuis et efforts internes (N, V ,M [ T).."

4. Déterminer les contraintes et les déformations en des zones caractéris-
tiques d’'une structure sollicitée en : traction et/ou compression et/ou
flexion et/ou torsion

5. Connaitre les relations entre les charges appliquées, les efforts tran-
chants et les moments fiéchissants i

6. Tracer les d1a,grammes de N, V, M etT et 1nterpreter ces diagrammes
7. Calculer les déformées des poutres simples

8. Comprendre le concept de stabilité de forme (Hambement ou flambage)
des éléments sollicités en compression et calculer les charges critiques
de flambement.

1.3 Rappels de la MMC

1.3.1 Définition des contraintes

Les contraintes engendrées par les forces P sur une coupe perpendiculaire
a I'axe du repére d’étude sont définies par les formules suivantes :

- AA—HJ AA (1.1)

}i s gl AT AE T = }_1_}0 E—f ) : (1.2)

AP
By 5 A}.{l{l‘_l_}a Rk (1.3)
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1.3 Rappels de la MMC 11

FIGURE 1.2 - Définition des contraintes sur une coupe d’un solide sollicité

1.3.2 Etat des contraintes en un point

Les 18 composantes des contraintes développées sur les 6 facettes d’un
volume élémentaire sont représentées matriciellement comme dans 1’équation
(1.4), 9 composantes sont représentées sur la matrice parce que les contraintes
sur deux facettes opposées sont égales (cours MMC). Avec pour une compo-
sante 7;; donnée, 'indice i représente I’axe normal & la facette et j représente
’axe dirigeant (paralléle) & la contrainte.

FIGURE 1.3 — Etat général des contraintes sur un volume élémentaire

Tez Tzy Tzz Oz Tzy Tzz
=1 Tz Toy Tz | =| Tz Oy Tz (1.4)
Tez Tzy T2z Tzz Tzy O

Sur un plan, les contraintes sont présentées comme dans la figure (1.4).
la représentation matricielle devient dans ce cas (1.5) :

Pr. M. RGUIG Cours RDM A}\\EHTP



1.3 Rappels de la MMC 12

FIGURE 1.4 — Etat des contraintes sur un élément plan

G Ty O
[r] = Tyz Oy D ‘ ,(1.5)
0 0 O

1.3.3 Contraintes principales

En prenant en compte le tenseur des contraintes en un point donné, on
constate qu'il est symétrique, donc mathématiquement diagonalisable. Les
trois valeurs propres représentent les contraintes principales o1, 0 et o3
(voir figure 1.5) lesquelles peuvent é&tre liges a trois directions principales
orthogonales X, X, et X5.

P

K
X
FIGURE 1.5 — Représentation des contraintes principales autour d’un point

Sur une direction principale, les contraintes tangentielles sont nulles et

seule une contrainte normale existe. Cette contrainte correspond & ud effort” = iz v wont

de traction ou de compression.

On peut donc écrire la matrice des contraintes dans le repére principal comme
suit (1.6) :

Pr. M. RGUIG Cours RDM AEHTP



1.3 Rappels de la MMC 13

[fl=1 0 &2 0 (1.6)
0 0 dJs (X1,X2,X3)

1.3.4 Définition des déformations

- Une déformation longitudinale (ou linéaire) e est I’a,]ibngeméﬁt ou le
rétrécissement d'une piéce par unité de longueur :

L-Ly AL .,
= - 1.
€ I I B (1.7)
/] Ly f@‘[ﬂ
T el
,; P R
/0 3 J

FIGURE 1.6 — Déformation linéaire d'une poutre

- Une déformation transversale (angulaire) 7y est le changement d’angle
(en rad) d’un angle initialement droit.

AY N ANY )
i -
e L '
’ - 1 ,-'r
' 1 ! '
t 1 ! [}
'J ’l _ : ]
‘ ' Jzy | o i
' ' - 2 5 '
)'I A{"ay ’1' fary e )‘ﬁ "4'
1 Ir -\_\i_— . 1 _j\j ____ -
7 P s

FIGURE 1.7 — Définition d’une déformation angulaire

Sur un volume élémentaire (représentant un point matériel) et comme
pour 1'état des contraintes, les déformations sont représentées matriciellement
par 9 composantes dont 6 sont différentes. Le tenseur des déformations est

représenté par I’équation (1.8).

Pr. M. RGUIG Cours RDM A’\EHTP



1.3 Rappels de la MMC 14

Y=
€rz €zy Ezz €z _21 'Y;z
= - Jvz Bz
[l=1 & € &: | = 2 & (1.8)
€zz €zy Eaz 'T;: l;y' €z

1.3.5 Principe d’équivalence

Sur toute facette dA (élément de surface) d’une coupe d’un solide sol-
licité se développe une force de surface f appelée vecteur contrainte qui a
une composante normale & la surface o appelée contrainte normale et une
composante tangentielle 7 appelée contrainte tangentielle. Il est préférable
de remplacer ces contraintes par des forces en les multipliant par la surface
de la coupe : 1

— Force normale : N = f ocdA
— Force tangente : V = [7dA

FIGURE 1.8 — Contraintes normale et tangentielle

Application aux poutres :

Dans le cas particulier d’une section droite d’une poutre dont la normale
est z, la projection de la contrainte tangentielle T sur les axes y et z donne
les composantes 7, et 7,;. On a donc dans le repére (z,y, z) les trois com-
posantes (03, Toy, Tzz)-

Par le principe d’équivalence, on peut réduire ces contraintes en des efforts = .,

intérieurs concentrés au point G qui sont N, V,, V;, T (= M,), M, et M..
Les efforts sont reliés aux contraintes par les relations suivantes :

Pr. M. RGUIG Cours RDM A}\\EHTP



1.4 Théorie des poutres : 15

N=/[,0,dA effort normal

Vo= | Tydd effort tranchant suivant y

V= [ mdA effort tranchant suivant z (19)
= — [, ToyzdA+ [, Tp:ydA moment de torsion ’

M, = [,0.2d4 moment. de flexion suivant y

M,=[,oydA moment de flexion suivant z

Tzy

FIGURE 1.9 — Contraintes sur un élément de surface d'une section droite
d’une poutre

1.4 Théorie des poutres

1.4.1 Définitions

Une poutre est un solide engendré par une aire plane S dont le centre de
gravité G décrit une courbe GyG1, le plan de S restant normal & la courbe
GG, (voir figure 1.10).
wwr [’aire S est appelée section droite. ou simplement section, de la poutre.
= La courbe GG, est appelée fibre moyenne de la poutre.
= Le volume engendre par un élément dS de ’aire S porte 1e nom de ﬁbre
= Une poutre gauche est une poutre dont la fibre moyenne est une courbe

gauche.
= Une poutre plane est une poutre dont la fibre moyenne est une courbe

Pr. M. RGUIG Cours RDM ﬁi\EHTP



1.4 Théorie des poutres 16

S

FIGURE 1.10 — Schéma général d’une poutre

plane. .

= Une poutre droite (ou prismatique) est une poutre dont la ﬁbre moyenne
est un segment de droite.

= Une poutre & plan moyen est une poutre plane dont le plan de la fibre
moyenne est un plan de symétrie, appelé plan moyen, de la poutre; en par-
ticulier, une poutre droite peut &tre 4 plan moyen. -

= Dans ce qui précéde, nous avons supposé l'aire S constante; la poutre
est alors dite de section constanté. Mais souvent, en vue de proportionner
les dimensions de la poutre aux efforts qu’elle doit supporter, 'aire S varie
lorsque son centre de gravité décrit la fibre moyenne ; la poutre est alors dite
de section variable.

= On appelle prisme élémentaire ou élément de poutre le volume de la poutre
compris entre deux sections droites voisines.

1.4.2 Forces extérieures appliquées aux poutres

& Un exemple pratique de charges extérieures appliquées & une ’poutre’
est présenté sur la figure (1.11). Sur la méme figure et sur la figure suivante
(1.12) sont présentées des coupes usuelles des poutres, il s’agit de (pour 1.11) :

Coupe rectangulaire d’une poutre en bois

— Coupe en I d’une poutre en acier

Coupe en T d’une poutre en béton armé ou en béton précontraint

— coupe en calsson d’une poutre (beton armé, béton precontra,mt acier
. ou mixte).

Pour les systémes isostatiques, les équations d’équilibre permettent de dé-
terminer, d’une fagon entiére, les efforts internes développés dans les dits sys-
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1.4 Théorie des poutres 17

)
-

pEEEes o3

T = T

FIGURE 1.11 — Cas usuels de chargement et sections des poutres

plans de symdirie of plane des chargss

FIGURE 1.12 — Autres types de sections des poutres

témes.

& Les forces extérieures de liaison correspondantes au cas de charges de
la figure (1.11) peut &tre schématisé comme présenté sur la figure (1.13).

#  XEREXRX;

FIGURE 1.13 — Forces extérieures de liaison

& Sur une coupe donnée, les contraintes peuvent étre remplacées par des
efforts Fr et Mz comme schématisé sur la figure (1.14).
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1.4 Théorie des poutres 18

FIGURE 1.14 — Equivalence sur une coupe

......).
__}Les efforts 1-3'—1;, et JE; ont les composantes suivantes : Fg(N,V,,V;) et
M(T = M,, M,, M,).

& Les différents types de sollicitations d’une poutre sont :

% Effort normal (traction ou compression) :

Pr. M. RGUIG Cours RDM ﬁ\EHTP



1.4 Théorie des poutres 19

% Cisaillement (effort tranchant) :

FIcURE 1.16 — Cisaillement

% Torsion :

FiGURE 1.17 — Torsion

Pr. M. RGUIG Cours RDM .z‘ﬁ\EHTP



1.4 Théorie des poutres 20

% Flexion pure (moment de flexion pure) :

FIGURE 1.18 — Flexion pure

% Flexion simple :

FIGURE 1.19 - Flexion simple

% Flexion composée (effdit normal et moment de flexion) :

FIGURE 1.20 — Flexion composée

Pr. M. RGUIG Gours BDM A\EHTP



1.4 Théorie des poutres 21

% Flexion déviée (deux moments de flexion) :

FIGURE 1.21 — Flexion déviée

1.4.3 Reéactions des appuis des poutres

Une structure quelconque est reliée & son environnement par des liaisons
qui imposent des conditions cinématiques en un point. Pour maintenir ces
liaisons, il faut exercer des efforts de liaison qui sont en général des inconnus
du probléme. Ces liaisons sont en général de trois sortes dans un plan (voir
figure 1.22) : o

FIGURE 1.22 — Principaux types des conditions aux limites

¥ Appui simple : (tel qu'un rouleau sans frottement) qui n’empéche
que le déplacement v dans le sens perpendiculaire & la poutre, et qui exerce
une réaction R, dirigée dans cette direction.

3% Rotule (articulation) : qui empéche toute translation (u=v=0)
et qui exerce une réaction Ff(R,, R,) d’inclinaison quelconque, mais passant
par un point fixe ('axe de I'articulation).

Pr. M. RGUIG Cours RDM AA\\EHTP
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1.5 Hypothéses de la théorie des poutres 22

s Encastrement : qui interdit tout déplacement et toute rotation (u=
v = § = 0) et qui exerce une réaction quelconque de composantes (B By
La résultante de la réaction passe par le point d’encastrement (centre de
gravité G pour une section encastrée). Un moment M = M, est également
développé dans I’encastrement.

ho " Roulean Articulation Encastrement
M, 0
xu A ;
Grandeur vt 0 |v=20
cinématique
Grandeur Ry=0|R,## 0
statique

FIGURE 1.23 — Réactions des liaisons 2D

Dans la figure (1.23), les principales propriétés cinématique et statique
sont présentées pour les trois types de liaisons.

1.5 Hypothéses de la théorie des poutres

1.5.1 Principe de Saint-Venant

Les résultats de la RDM ne s’applique valablement qu’a une distance suf-
fisamment éloignée de la région d’application des forces concentrées. En effet,
nous ne pouvons pas, avec les équations de la RDM, calculer les déformations
locales autour d’un point d’application d’une force.

On peux aussi dire qu’a condition de se placer loin de la zone d’application
des efforts extérieurs, les déformations et les contraintes internes ne sont pas
modifiées lorsque le systéme est remplacé par un autre qui lui est équivalent.

Dans la pratique, on considére cue le principe de Saint-Venant est vérifié
si la section S est au moins éloignée d'une distance égale a la plus grande
des dimensions transversales de la section S.

1.5.2 Principe des dimensions initiales

Les déplacements des poutres sont supposés trés petits par rapport aux
dimensions transversales de la section 5 de la poutre. On peut donc les négli-
ger en écrivant les équations d’squilibre, puisque les lignes d’action des forces
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FIGURE 1.24 — Distribution des contraintes au voisinage d’application d’un
effort concentré :

Ve

i i
Zeone oil la RDM n'est pas appliquée Zene ol la RDM est appliquée -

FIGURE 1.25 — Définition de la zone d’applicai:ion des résultats de la RDM

peuvent étre supposées invariables.

& On admet la conservation des dimensions initiales.

1.5.3 Principe de Navier-Bernoulli

Hypothése de Navier Bernoulli : les sections droites, planes et perpendicu-
laires & la ligne moyenne, restent planes et perpendiculaires & la ligne moyenne
aprés déformations. Il n’y a pas de gauchissement des sections droites.

Dans les cas ou un effort tranchant ou un moment de torsion est appli-
qué, cette hypothése n'est pas vérifiee parce qu'il y a un gauchissement des
sections au cours de la déformation de la poutre. Dans ce cas, cette hypo--
thése est remplacée par 'hypothése de Navier-Bernoulli généralisée qui
suppose en plus que les déformations dues au gauchissement sont petites en
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les comparant aux dimensions de la section.

l

avent ?é:’j £
défarmation

‘ :
p P EBES
. déformztion

gvant
déformalion
aprés
T - déformation 5
pas de gauchissement </ gauchissement s
des sactions droites des sections droifes .~

FIGURE 1.26 — Déformée Qune poutre - Hypothése de Navier-Bernouilli

1.5.4 Principe de superposition

L'effet produit par plusieurs forces agissant simultanément est égal & la
somme des effets produits par chacune des forces supposée agir seule (voir

figure 1.27).

FIGURE 1.27 — Principe de superposition des efforts
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1.5.5 Autres conditions pour la validité des hypothéses
de la théorie des poutres

D’autres conditions doivent &tre satisfaites pour que la théorie de la RDM
soit appliquée. Ces conditions sont nécessaires également pour que les prin-
cipes de Saint-Venant et Navier-Bernoulli soient vérifiés.

On cite les conditions suivantes :

1. Matériaux homogénes et isotropes.

¢ Un corps est homogéne lorsque tous les grains de matiéres ou tous
les cristaur sont identiques : méme constitution, méme structure

v Un solide est isotrope lorsque tous les points de sa structure ont
les mémes caractéristiques mécaniques dans toutes les directions. Par
exemple, le bois n’est pas un matériau isotrope. En effet, il est plus
résistant dans le sens des fibres que dans le sens perpendiculaire auz
fibres. : £ o ot

—=> 2. Toutes les forces extérieures sont contenues dans le plan de symétrie de

la poutre,

3. Le rayon de courbure de la fibre moyenne est grand par rapport aux
dimensions des sections droites.

4. La longueur de la fibre moyenne est grande devant les dimensions des
sections droites (longueur supérieure & 10 fois la plus grande dimension
transversale), on parle de solide élancé. '

5 Les éventuelles variations de 'aire de la section droite sont faibles et
progressives. '

6. Continuité de la matiére.
e> Lorsqu’on regarde au mMiCTOSCOPE la coupe d’une pitce en métal, on
voit généralement une structure granulaire ou fibreuse. Toutefois, les
distances entre ces grains ou ces fibres sont irés petites par rapport aur

dimensions des plus petites piéces mécaniques qui sont étudiées. On peut
alors raisonnablement considérer le matériau comme continu.

7 Les matériaux sont utilisés dans leurs domaines g¢lastiques. Dans ce
cas, les déformations et les contraintes sont proportionnelles (loi de
HOOKE).

1.5.6 Notion de sécurité des structures
Définition

Toute structure doit étre congue de maniére & résister, avec une marge
sécuritaire, a I'ensemble des sollicitations prévues durant les périodes d’exé-

Pr. M. RGUIG Cours RDM A\EHTP



1.5 Hypothéses de la théorie des poutres 26

cution et d’exploitation
g & durée de vie ®

Sécurité lors de la conception

Le projet de réalisation d’une structure doit passer par les étapes sui-
vantes : '

1. Projet de conception de la structure

2. Projet de calcul ou caleul du projet d’ezécution (en »respec;ta.’x.lt les re-
glements en vigueur) .

3. Projet d’ezécution (réalisation en grandeur réelle de la si:tu_cture)

4. Projets d’entretien en cours d’exploitation (pour la réparation’ des dé- -
faillances locales et changer les éléments vieillissants)

Les quatres phases doivent garantir une marge de sécurité convenable sinon
la structure en question encours le risque d’&tre mise hors service et dans
le cas le plus grave, elle peut causer des accidents qui peuvent étre graves
(surtout pour les grandes structures & risques comme les centrales nucléaires,
les barrages, les ponts ... ). ’

Incertitudes

Le principe d’exploitation d’une structure est basé sur la régle suivante :
Sollicitations en service < Sollicitations de ruine

Cela passe par la prise en compte de coefficients de sécurité. Ces coeffi-
cients tiennent compte & leur tour d’une réserve de sécurité et des incer-
titudes. ; ’

Les incertitudes qui peuvent &tre considérées sont les suivantes :

— Actions : intensité, durée, statique-dynamique, points d’application, . ..

— Dispersion des propriétés mécaniques : défauts de fabrication ou d’exé-

cution, contraintes internes, ...

— Modification des propriétés mécaniques avec le temps : vieillissement,

corrosion, mauvaises exploitations, ...

— Imprécisions sur les dimensions : tolérances de mise en ceuvre, ...

— Incertitudes sur la modélisation : hypothéses simplificatrices, calculs

approchés, ...

— Malfagons diverses.
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Conception déterministe

La conception déterministe est basée sur la prise en compte d'un coef-
ficient de sécurité global. Le plus connu était la méthode des contraintes
admissibles qui consistait & comparer les contraintes maximales développées
aux contraintes de ruine.

Cette méthode présente le grand défaut de la linéarisation :

Ys.Omaz €11 SETVICe = Truine
Le critére de dimensionnement devient :

Omaz €11 SEI‘ViCE _<_ Uruine/”?’s

Conception probabiliste

Une notion probabiliste de la sécurité a été introduite pour le calcul des
structures. Par exemple pour le béton armé, cela été pris en compte avec
I’apparition des réglements BAEL (Béton Armé aux Etats Limites).

Cette méthode vise & mieux 'déﬁnir la sécurité en prenant en compte les
incertitudes d’une maniére probabiliste (ou semi-probabiliste). En fait, la
seule vérification des contraintes admissibles n’est pas suffisante.

Etats limites

Un état limite est un état dans lequel une structure n’est plus apte a
remplir le réle pour lequel elle est destin&e. On peut distinguer deux grandes
familles d’états limites :

- ELU (Et_at Limite Uli".inie) - ruine, effondrement, structure hors d’usage.

— ELS (Etat Limite de Service) : structure inutilisable, dangereuse mais
récupérable.

Le but d’un calcul aux états limites est de maintenir la probabilité d’at-
teindre un état limite inférieure & une certaine valeur.

Les états limites ultimes (ELU) peuvent correspondre aux situations sui-
vantes :, -

— Rupture : contrainte excessive, matériau déficient ;

— Perte d’équilibre global;

— Instabilités;

— Rupture par fatigue;”
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— Rupture fragile;
— Déplacements excessifs.

Quand aux états limites de service, il peuvent correspondre aux situa-
tions :
— Structure trop déformable;
— Déplacement locaux excessifs ;
Vibrations exagérées;
— Fissuration excessive;
— Dégradations.

1.5.7 exercices

=6 Exercice 1 :

FIGURE 1.28 — Exercice 1 - Manipulation d'une brouette

1. Pour F = 0kg, quelles sont les réactions en A et B?

2. Quelle force est nécessaire pour soulever la brouette ?
e Solution 1 :

1. aaa

2. aaa

= Exercice 2 :
-~ & Solution 2+ &
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FIGURE 1.29 — Exercice 2

FIGURE 1.30 — Exercice 2
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Chapitre 2

Calcul géométrique des sections

La variété des formes des sections transversales des éléments utiiigés dans
les constructions n’est pas un fait du hazard. Dans la plupart des. cas, ces
formes ont été développées pour répondre & des critéres de résistance, de ri-
gidité ou de stabilité. '

= Les propriétés géométridﬁes permettent d’identiﬁer la distribution des
efforts internes des sections. ' ’

2.1 Moments statiqﬁes

On considére I’aire d’une gection A dans le plan défini par le systéme
d’axes (y, z) (voir figure 2.1). On appelle les moments statiques de l'aire A
par rapport aux axes y et z les quantités définies par les formules suivantes :

| -Sy=/fAzd-A (2.1)
fw ffA ydA (2.2)

"o 5 ot o s
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FIGURE 2.1 — Schéma d’une section liée & un repére

En coordonnées polaires, les moments statiques par rapport aux axes y
et z sont exprimés par : '

5 = j/.rz sin 6 drd@ o (24)
A

L= f/ 72 cos § drdd (2.5)
A

# Pour les surfaces composées de n surfaces simples (voir exemple dans la
figure 2.2), les moments statiques par rapport aux axes y et z sont formuleés
par: .

Sy=y Az (2.6)
i=1
k)

Sz = ZA.;_yi (27)

i=1

2.1.1 Coordonnées du centre de gravité

Le centre de gravité d’une section est le point & travers lequel, si on
applique une force & la section A, elle résulte en une pression uniforme sur
toute la section. Les coordonnées du centre de gravité G(Yg, Zg) d'une section
homogéne A (voir figure 2.3) sont données par :

B [[yydd 1
wei. oo Mo A% S J[ vaa e

- ffAsz s i B
Ze="1l, a4 = 4 [fzaa e
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o
Z----d----===
Zof - -
1
I
]
ay I
L e
(]
I
1
1
ZAl -~ : =
Pt :
! L P
Y3t Ya Y

FIGURE 2.2 — Section composée de plusieurs sections simples

FIGURE 2.3 — Centre de gravité d’une section plane
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y et z étant les coordonnées de l'aire élémentaire dA.

Les moments statiques peuvent &tre reliés aux coordonnées du centre de
gravité d’une aire A par les relations suivantes :

S, = AZg (2.10)
S, = AYs = (2.11)

Pour une section composée de plusieurs sections de formes simples (4 =
Ay + Ao + ...+ Ap), les coordonnées du centre de gravité sont définies par :

Zf Afﬁ (2.12)
%"_1 ‘1‘:"‘ (2.13)

2.1.2 Effet d’une translation d’axes

On suppose que Sy, et Sy, sont, connus et cue O2(a, b)(0y,41,,) (voir figure
2.4). On peut dedulre les relations suivantes :

2y = 21 — b (214)
2=71—0 (2.15)
On peut donc en déduire :

Sy, = .// (zy —b)dA =5, —bA (2.16)

A
3, = // (yy —a)dA=S,, —ad (2.17)

A
. Donc : . P - _

Sy, = Oy — b

S 5 _aa (2.18)
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_section A

—* ]

FIGURE 2.4 — Translation d’axes pour une section A

2.2 Moments d’inertie quadratiques

Par définition, les moments d’inertie quadratiques par rapport aux axes
y et z sont définis par les formules suivantes (figure 2.1) :

Iy=/ L 2dA (2.19)
I :fL VdA (2.20)

Les moments d’inertie quadratiques par rapport aux axes passant par le
centre de gravité de la section sont des moments centraux.

# Le moment d’inertie quadratique d’une section traduit la capacité de
cette section & résister 4 une déformation latérale.

On définit également le produit d’inertie [, (ou moment d’inertie cen-
trifuge) par rapport au systéme d’axes (O, y, z) par :

Iy, = //Aysz (2.21)
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o § estla di

Exemple : Déterminons le moment d’inertie quadratique d'un triangle
par rapport & I’axe y (voire figure 2.5) ‘

Ona:b(z)=2(H-2)etdd= b(z)dz

done :
" 2 I, = f / 2dA | (2.23)
A

H
_ .ffi; /O 2(H - 2)dz (2.24)

3
] (2.25)

) R, &
o,
U Y

\'\. -

\Y

3 \ L
l 1Y

FIGURE 2.5 — Exemple d'un triangle de dimensions B et H

En coordonnées polaires, les moments d’inertie quadratiques sont formu-
lés par :
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I, = f/ (rsin@)*r drdé = /f 2 sin® 6 drdé (2.26)
A A

I, = f/ (r cos §)*r drdf = // 73 cos® § drdf (2.27)
A A
L, = f/ (rcos ) (r sin@)r drdfd = ]/ s cos @ sin 8 drdd - (2.28)
A 4 :

s Pour les surfaces composées de n surfaces, les moments d’inertie qua-
dratiques par rapport aux axes y et z sont : "

L=y Iy S (2.29)
=1 i e
L=> Iz (2.30)

=1

Le moment d’inertie polaire est défini par :

Q;JLF¢4 '}- (2-31)

Il représente la capacité de'la section A a s’opposer aux déformations
angulaires sous l'effet de la torsion.
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2.2.1 Effet d’une translation d’axes

Les translations d’axes sont formulées par (figure 2.4) :

I, =l =S, +bA (2.36)
I,, = I, — 2aS, + a’A (2.37)
& dem. : '
I, = f ] 2dA (2.38)

A

= f f (z1 —b)’dA (2.39)
A

= /fzfdA—/f ?,bzldA+f/b2dA (2.40)
A : A A

= I, — 2bS,, +b*A (2.41)

Pour le produit d’inertie, on peut démontrer de la méme fagon que :

Iz, = /A Yazp dA (2.42)
= f ]A (y; — a)(z — b)dA (2.43)
- Typzs

= I, —aSy — bS, +abA (2.44)
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Dans le cas particulier ou yg et z passent par le centre de gravité de
la section, ces formules de translation d’axes deviennent sous la forme des
formules ’HUYGENS citées dans la section suivante.

2.2.2 Théoréme ’HUYGENS (STEINER) :

Ce théoréme a plusieurs appelations : Théoréme d'HUYGENS, Théoréme
de STEINER, Théoréme de transport ou encore théoréme des axes paralléles.

Les moments d’inertie quadratiques I et I, et le produit d’inertie Iy,
dans un repére (O,v, z) sont reliés aux moments d’inertie quadratiques /g,
et I, et le produit d’inertie I¢,, par les formules :

I, = Ig +22A - - (2.45)
L = Ig, +y&A (2.46)

I‘yz = IGyz+yGZGA‘ _ (247)

2.2.3 Rotations d’axes

Les moments d’inertie quadratiques et le produit d’inertie sont supposés
connus dans le repére (O,v,z). Les moments d’inertie quadratiques et le
produit d’inertie dans le repére (O,y:1,21), obtenu par une rotation d’un
angle « du repére initial (voir figure 2.6), sont donnés par :

I IZ I - I;: .
L, = y; + 2 5 cos 2¢ — I,,. sin 20x (2.50)
e | L+, I,—-1I
I, = y; I 5 cos 20+ I, sin 2 (2:51)
By — Iz .
Lpsy = == 5 sin 20 + I, cos 2ce (2:52)
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o S

FIGURE 2.6 — Rotation d’axes

& dem. 5
Les axes des deux reperes sont reliés par :

{ ¥ =ycesa+ zsino (2.53)
zp = —ysin¢ -+ zCcosy
On a donc :
Iy = f f z7dA (2.54)
A
= // (zcosa — ysina)®dA (2:55)
A
= /f (22 cos® o — 2yzcosasina + y” sin” @) dA (2.56)
A ¢
= I,cos?a— 2[,.cosasina + I sin® (2.57)
= I,(1-sin’a)—I.sin2a+1; sin® (2.58)
= I+ (I.— L)sin’ o — I;sin 20 (2.59)
Sachant que :
- 2
sin? o = 3—%0—8-‘-"- (2.60)
L-I I.—1I ,
- Ly=1I+— 4 - 5 Y cos 2a — Iy, sin 20 (2.61)
: L.+ L,—1I, .
= L = y; Z 4 5 cos 2¢¢ — I, sin 20 (2.62)
On peut démontrer les deux autres formules de la méme facon.
A‘:‘\EHTP

Pr. M. RGUIG Cours RDM



2.2 Moments d’inertie quadratiques 40

2.2.4 Axes principaux d;i:nert'ie

En chaque point d'une s_ectio‘ri A, il existe deux axes orthogonaux par rap-
port auxquels le produit d’inertie est nul (Iy;z, = 0) et les moments d’inertie
quadratiques sont optimales. Les deux axes ainsi définis sont appelés Axes
principaux d’inertie. ‘

On considérant I,,,, = 0, on obtient :

21
. I; — Iy
Les valeurs maximale et minimale des moments d’inertie quadratiques
correspondent & un angle cp qui définit la rotation du repére principal par

rapport au repére (O, y, z). Ces valeurs correspondent aux moments d’inertie
principaux qui sont exprimées par :

tan 20 = (2.69)

_ Lt 1 2 2

Ipae = L2 4 5\/(I, — L)+ 412, (2.70)
L+ 1

Imiu = 2 - 5\/(11 == Iy) + 4Iyz (271)

% dem.

Pr. M. RGUIG Cours RDM .ﬁ\EHTP



2.2 Moments d’inertie quadratigues 41

2k
On a: tan2a = — (2.72)
I,- I,
& I, = Ez—;—fitanz::r (2.73)

En reprenant 'expression de I, (équation 2.50), on obtient :

L+I L—1I I, — I, sin® 20
I, = X2 —F4+d— -2 74
o 2 7 % 2 2 cos2w et
I+ 1. I._,,,-—L( sin®2a\
2 2 \COS ol cos 2¢ (2.75)
_ :029 - 29 .
On a: - su? « _ cos o + sin” 2a (2.76)
. cos2w cos 2¢
1
= : 2%
cos2a . 227)
WAy + 1 IL,~-1I
P =¥ = y_= 2.78
yl 2 2 cos 2 (278)
(2.72) = tan? 2¢ ALy (2.79)
: ‘ an” 20 = T - L) :
]..—F 08 2 —t 2
On a aussi: cos’a= SIS e slas l__in_z_a (2.80)
Z,. 1+ tan“a
14+ litanza
- cos’a = -——%@-—"’ (2.81)
1 {1+ tan® 1 — tan?
(e
1 a
1
= - 2.83
1+tan’a (2.53)

A
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1

: 2% = ———— 2.84
donc cos” 2«¢ T LT ( )
1
= ——@ (2.85)
14 ‘(“___yf'jf
=—1y
(I, - I)?
= 2.86
(I, — L,)* + 412, . 86)
3 cos2a = L - L) 1 (2.87)
U= LY +412,
L+l I—1I (I = )2 + 412,
> I, = < R ? 2 -i\/ Irfg : (2.88)
— Iy+Iz | 1 - 5 2 2 : :
=% Imax,min - 'TIE\/(IZ Iy) +4Iyz (289)

% Les axes sont principamc‘qua.n'd I'un des axes au moins constitue un
axe de symétrie de la section. En effét, en raison de symeétrie, le produit
d’inertie est nul par rapport & cet axe qui est donc une direction principale.
La seconde étant nécessairement orthogonale.

2.2.5 Rayon de giration

Par définition, le rayon de giratio11 d’un solide est la distance par rapport
4 un axe d’un point ayant la masse et l'inertie du solide.

On a, les rayons de giration par rﬁpport aux axes y et z :

i B2 % (2.90)
I
, = = 2.01
o= 42 (291)
et le rayon de giration polaire :
Iy
= 4{/= 2.92
o =. A ( )
et on peut démontrer facilement que :
3= ':;;,+ f} (2.93)
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2.3 exercices

o Exercice 1 :

___!:—fi’cm

Y

o 0em

FIGURE 2.7 — Section en forme de L

Déterminer les moments d’inertie principaux de la section en forme de L
de la figure (2.7). '

= Solution 1 : : -
Les aires et les coordonnées des centres de gravité des deux surfaces A;
et A, sont données par :
Ay = 10cm? vg, =0.5¢cm zg, =dcm (2.94)
Ay = 9cm? Yg, = 9.0 CM. zg, = 0.5cm (2.95)

Les moments d’inertie des deux sections sont :

I, =083cm* I, =383.33 em? (2.96)
I,, =60.75cm* I, =0.75cm* (2.97)

Les coordonnées du centre de gravité de la section entiére sont :

Zfﬂ Ayg, 10x05+9x%x5.5

yG- Ef:lAi 19 ‘ ( )
2 o

o = i 10XBHIXDS _, grem (2.99)
Zi:lAi 19
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Les distances entre les centres de gravité locaux et le centre de gravité de
la section entiére sont :

a; = zg, — 2¢ = 2.13cm b =yg, — Yo = —2.3Tcm (2.100)
ay = 2g, — 2g = —2.37cm by = yg, — Yo = 2.63cm (2.101)

En faisant la sommation des moments d’inertie et en appliquant le théo-
réme d'HUYGENS, les moments d’inertie ce la section entiére sont donnés
par : '

2

I, = ) (Lu+B5A) (2.102)
=1
= 0.83460.75+ 10 % (—2.37)> +9 x 2.63° " - (2.103)
<+ I, = 180em' (2.104)
2 :
I, = ) (Ix+dld) o (2.105)
=1 o
— 83.3340.75+10 x 2.132 4+ 9 x (—2.37)>  (2.106)
=» I, = 180cm* - (2.107)
2 ;
Iy: = Z(Iyzi+Q'ibiAi) (2.108)
i=1 B
= 0+0+10x 213 x (—2.37) + 9 x (=2.37) x 2.63 (2.109)
<+ I, = —106.6cm® (2.110)
- Loy =286.6cm? et I = 73.4cm’ (2.111)

Les moments d’inertie principaux sont donc :

Iy+Iz
9

L — L\
= \/(—?’—2—) 4+ 12, =180+ 106.6cm®  (2.112)

I g = Imex =
min

L’orientation des axes principaux est définie par :

2L,
tan 2aq = —};—f-?: =00 (2.113)
- 2ap= % (2.114)
¥ dy= 1_;- (2.115)
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2.4 Propriétés de quelques sections simples

: Section :

b 1
. Inertie
. polaire ©

{ Inertie !

par

i repport ;¥
: aunaxe

AB=a
BC =b
D ates

]
i
3
b
2
_ Sial+b2:ch) I= si-a't
B 36 & 3
_ bh?
12 1= a%-5'4
@ bh? " 12
56 ah_gt
LEp3 Ig= —45—

& [ B "
N,
DW%# _"

_ bhib?:h?)
12
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h d
ﬂ_r." YF !B_
7 2 R
G
0
X 3G \ D} *
l i
; m=EF d=a.3
1
Z . =viexd
‘ : s - 2{2Bsb) ¥ z
. Centre | - 3[ B+b | Sii
: de : 5
| gravité | - £(6+2b'
i | vio=3 B-rb,l v=v‘=“""§
i J 2
| i bh d2./3 38273
| Surface | § = bh- bh’ s=3 s =2n g = 2048 3ty
Inertie [ . bhibZa bt -b'h'ib2+ b2 _ bh:b%+h?j Iy = 5d:~ - 151“
polaire € 12 G- 48 243 8J

! : : SRS - . . -
i 3 Iy, = 33 (B+3bi _5d* _ 5243
! Inertie I, = 55 " % 730 18
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!
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i
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Chapitre 3

Calcul de 'effort normal

FIGURE 3.1 - Essai d’écrasement d’un béton (compression)

Une poutre droite est sollicitée en traction ou compression si les efforts
exercés a ses extrémités se réduisent a deux forces égales et opposées (F et
—F’) qui ont comme direction la ligne moyenne de la poutre.

Un exemple d'une éprouvette en béton sous compression est présenté dans
la figure (3.1).
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Chapitre 3

Calcul de Peffort normal

FIGURE 3.1 - Essai d’écrasement d’un béton (compression)

Une poutre droite est sollicitée en traction ou compression si les efforts
exercés a ses extrémités se réduisent & deux forces égales et opposées (F et
—F) qui.ont comme direction la ligne moyenne de la poutre.

Un exemple d'une éprouvette en béton sous compression est présenté dans
la figure (3.1).

A
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3.1 Courbe contrainte-déformation 49

3.1 Courbe confrainte-déformation

Une courbe contrainte-déformation d’un matériau représente 1’évolution
de la contrainte o développée dans une section donnée de I’éprouvette en
fonction de la déformation e (voir figure 3.2).

Pour une éprouvette sollicitée en traction ou compression, la contrainte est
définie par :
ou N est l'effort normal appliqué & une section d’aire A.

no'
T of ! =
. Cly
gor—HA
E H
E ¥
0 €0 €r €
L=
0.002 domaine. domaine plastique

élastique

FIGURE 3.2 ~ Exemple d'une courbe contrainte-déformation avec définition
des zones élastique et plastique

En général, une courbe contrainte-déformation est composée de deux par-
ties : :

— courbe élastique : c’est la partie linéaire & partir de Porigine (partie
de la courbe OA de la figure 3.2). Il s’agit du comportement élastique
du matériau qui est caractérisé par un effet réversible.

La contrainte o représentant la limite supérieure de la partie élastique
est appelée limite élastique. Elle correspond & une déformation rési-
duelle de 0.2%.

— courbe plastique : il s’agit de la partie de la courbe ABC qui corres-

pond & la partie plastique du matériau. Cette partie peut étre divisée -

&
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3.1 Courbe contrainte-déformation 50

en deux sous-parties : la sous-partie AB correspondant & I'écrouissage
plastique et la partie BC correspondant & la striction du matériau (zone
de rupture).

La contrainte correspondant au point B s’appelle contrainte ultime
oy. Elle correspond a la contrainte maximale qui peut &tre développée
sur une section de I’éprouvette étudise.

Le point C correspond 4 la rupture, la contrainte et la déformation cor-
respondantes sont la contrainte de rupture o, et la déformation
de rupture ..

Un schéma expliquant le développement d’une zone de striction sur une
éprouvette sollicitée en traction est présenté dans la figure (3:3}.

FIGURE 3.3 - Striétjon des éprouvettes en traction

En prenant comme exemple ’acier doux, nous représentons sur la figure
(3.4) les courbes contraintes-déformations correspondantes a la zone de stric-
tion et la zone hors striction.

Nous pouvons constater que la contrainte augmente continuellement jusqu’a
la rupture au niveau de la zone de striction alors que cette contrainte diminue
apres développement de la striction sur le reste de I’éprouvette.

Les principales propriétés mécaniques d*un matériay sont :

A
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\_\ E

zone de rupture

o/ )
zone d'ecoulement

/
domaine linéaire (plasticité)

i
zone de durcissement

FIGURE 3.4 — Comportement d'une éprouvette sur la zone de striction et
hors zone de striction (acier doux)

o8]
o
o

i

i

i

i

I

H

i

E = 200000 Af Pa

E = 75000 M Pa |

|
i
i § AI - . %
ey : . - Alnminiun
Acier doux - 2 D€
020 0z 0,004 020
%
3\ Pa
€ 0003 -0,002 /

Béton

— A P

- . [ P ;o i : j
FIGURE 3.5 — Courbes contrainte-déformation pour l'acier doux, I'aluminium
et le béton
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3.1 Courbe contrainte-déformation 52

o . limite élastique & 0.2% de la déformation résiduelle (MPa),
€o :  déformation 4 la limite &lastique (%),

E :  module d’élasticité (MPa),

oy : contrainte ultime (MPa),

Ay :  section initiale (mm?),

A :  section finale (mm?),

Ly . longueur initiale (mm)

Ly : longueur finale (mm)

o, © contrainte & la rupture (MPa),

€ :  déformation 4 la rupture (%),

RA . (= 591_0—‘4"5) réduction de la section A,

ALL : (= 5-%"03‘1) allongement total,

€e +  déformation élastique (voir figure 3.6),

€ +  déformation plastique résiduelle (voir figure 3.6).

a

ool -+

Ep e %

e g e

FIGURE 3.6 — Définition des déformations élastique et plastique aprés rela-
chement : :

A partir des propriétés mécaniques, on peut définir les notions suivantes :

— matériau fragile : la déformation 4 la rupture ¢, est petite,

— matériau ductile : la déformation plastique résiduelle €p est grande,

— matériau résistant : la limite élastique oy est grande,

~ matériau rigide : le module d’élasticité (module de YOUNG) est grand.

En considérant la figure (3.7), les matériaux 18 7 présentent les proprié- _
tés suivantes : .. - .- R - : =

Fioo.  giad B
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€

FIGURE 3.7 ~ Courbes ¢ — ¢ pour plusieurs matériaux

rigide, résistant et fragile (fibres de carbone),
rigide, assez résistant et ductile (acier de construction),

peu rigide, résistant et fragile (fibres de verre),

peu rigide, peu résistant et ductile (aluminium),
peu rigide, peu résistant et peu ductile (acrylique),

peu rigide, peu résistant et trés ductile (plomb)

]

trés peu rigide, trés peu résistant et trés élastique (caoutchouc).

Nous présentons ci-aprés les limites d’élasticité op et les modules de
YOUNG E pour les matériaux les plus utilisés dans la pratique :

‘ oo (MPa) E (MPa)
Fibres de carbone 2000 a 3000 | 150000 a 200000
Fibres de verre 1000 & 2500 50000
Acier trempé 700 & 1000 200000
Titane 500 110000
Acier de construction 350 200000
Duraluminium 350 75000
Aluminium 70 70000
Cuivre 55 110000
Béton (compression) -20 4 -100 | 30000 environ
Bois de construction 10420 10000
Béton (tension) 245 30000 environ
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Viger ; trempe est 'u.n ‘acier traité thermiquement et
ut de lui augmenter la résistance (limite d’élasticite

Rem_aj;r_cjf{;ig' i:Un ac

chimiguement dans le
0-0)- :" SR

3.2 Loi de Hooke

Pour la plupart des matériaux, & condition de se placer dans le domaine
élastique (figure 3.9), nous admettons que les contraintes sont proportion-
nelles aux déformations.

Cela est traduit par la loi de Hooke définit par :

o= Ee (3.2)

avec € = ¢, est la déforma:itjon axiale, E est le module d’élasticité du
matériau et 0 = o, est la contrai_ntg normale.

A

FIGURE 3.8 — Comportement élastique d’un matériau

3.3 Contraintes et déformations dues aux ef-
forts normaux

3.3.1 Contraintes normales

i lffaisons une coupure fictive dans uneé poutre de section droite S, située
& une distance = du point A entre les deux extrémités A et B (figure 3.9).
Cette poutre est sollicitée bar un effort normal P sur ses deux extrémités.
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Cette coupure fait apparaitre les efforts intérieurs dans la poutre.
L’effort normal N appliqué & la section S est :

f /S sds (3.3)

= _Zn:ﬁﬂ- (34)
- P (3.5)

N

i

FIGURE 3.9 — Centraintes normales dues & une traction

—_ Supposons l;hypothése de SAINT-VENANT vérifiée, la contrainte ¢ en-
gendrée par l'effort normal N est exprimée par :

Une charge axiale est représentée par une force perpendiculaire a la sec-
tion droite de la poutre. Cette force est appliquée au centroide de la section.
Sur la figure (3.10), P est une charge axiale pour la coupe 1 — 1, par contre
elle nc l'est pas pour la section 2 — 2 parce qu’elle ne passe pas par son
centroide et elle engendre un moment M = Ph sur cette section.

3.3.2 Allongement axial

Considérons une poutre constituée d'un matériau homogéne et isotrope
et qui a une section S variable sollicitée par une force axiale P (figure 3.11).
En supposant que ’hypothése de BERNOULLI est vérifiée, alors toutes les
fibres d’un élément de longueur dz s’allongent d’une longueur dd et leur
allongement relatif ¢ est défini par :
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h

€ = — (3.7)

| A S

L} -1

FIGURE 3.11 - Poutre & seétion variable sollicitée en traction

En considérant la loi de HOOKE et la définition d’une contrainte :

o, = Eg, (3.8)
N(z)

Oz (3.9)
5@ ’

L’expression d’un allongement élémentaire peut s’écrire sous la forme :

_ Nz

N L’allongeinent total de la poutre est :

Pr. M. RGUIG Cours RDM ANEHTP



3.3 Contraintes et déformations dues aux efforts normaux 57

i
N(z)
L= ———dz 3.11)
» ES@) (
Pour une plaque & section constante (figure 3.12), 'expression de ’allon-
gement devient :

NL
= i
AL = — (3.12)

FIGURE 3.12 — Poutre 4 section constante sollicitée en traction

La contrainte étant exprimée par :

3.3.3 Contraction latérale (Coefficient de poisson)
Une poutre chargée par un effort normal P (figure 3.13) s’allonge dans sa
direction principale z par la valeur :
A Lol (3.14)

Dans les deux autres sens (c.a.d les axes y et z), la poutre se rétrécie par
les valeurs :

AL, = -veL, (3.15)
AL, = -vel, (3.16)

ou v est le coefficient de Poisson. Sa valeur est comprise entre 0, 2 et 0, 4 .
pour la grande majorité des matériaux. ' '
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pringieg st

.

pommm—————

&

s/ /
4
I

i Y € v

~
A Y
Al

~

5

FIGURE 3.13 - Déformation d’une poutre sollicitée en traction

3.3.4 Contraintes dans une section inclinée

Considérons une poutre chargée en traction et une section inclinée S d’un
angle o dont la normale est 77 ‘et 1a tangente est ¢ (voir figure 3.14)

§ —=*
 Bfforts £ ¢ 3
Intérieurs \ Ne >

-

=5
Coupure oblique @

FIGURE 3.14 — Coupure inclinée dans une poutre sollicitée en traction

L’effort normal et 1’effort tangentiel sur la section inclinée sont donnés
par :

Ny = Fcosa (3.17)
Vo = Fsina (3.18)

En supposant le principe de SAINT-VENANT vérifié, les contraintes On
sont identiques en tout point et paralléles & I'axe (ligne moyenne) de la poutre.
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La projection de o, sur 7 et ¢ donne respectivement la contrainte normale
& la coupure o, et la contrainte tangentielle Toss
La section inclinée S est reliée a une section droite Sp par la relation :

Sp=Scosc (3.19)

avec S est I'aire de la section inclinée et Sy est 1'aire de la section droite.

La contrainte normale sur une section droite est donnée par :

_
- =

On peut donc écrire les expressions des contraintes normale et tangentielle
sur une section inclinée comme suit :

Og (3.20)

N, F

Ne
Ta= o= go-cos:a= Focosza (3.21)
2 Oa = 0y OS2 & (3.22)
'V, Fsinacoso
t: === — 3.23
g T =g A (3.23)
“=  [ra=opsinacosal (3.24)

A partir des formules (3.22) et (3.24)'?' on peut donc conclure que la
contrainte normale o, est maximale pour a = 0° (Camex = 00) €t la contrainte
tangentielle 7, est maximale pour @ =45° (74, = 00/2).

Pour une structure composée d’un matériau qui a une faible résistance
au cisailler'ilent,rla rupture par traction ou compression se développe dans un
plan incliné & 45° dont les contraintes de cisaillement T, Sont maximales (voir
figure 3.15). En revanche, si la résistance & ’effort normal est plus faible, la
rupture se produit dans une section droite (o =0°).

b iatne 3.15 — Cassures ‘types en traction
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3.4 Variation uniforme de température

Comme les structures sont généralement exposées & des variations de
température climatique ou industrielle, I'effet de ces derniéres se manifeste
sous forme de déformations (dilatation et rétrécissement) des éléments.
Dans cette section, on étudiera I’effet de la variation de température sur les
éléments structuraux.

3.4.1 Déformation libre

La déformation causée par une variation de température est uniforme
dans les trois directions (fgure 3.16) et elle est exprimée par :

€= aqpAT (325

avec oy, est le coefficient de dilatation thermique (oL, &Y,

e ——— e S i
=
?
L Ap o

FIGURE 3.16 - Dilatatioil thermique d’un solide

Puisque la. déformation est uniforme dans les trois directions, on a :

’Y-'GIJ = 7!{2 = "Yzz = 0 (326)
E=¢€=¢,=¢, (3.27)

Dans le cas d’une déformation libre, il n’y a pas de contraintes engendrées
etona:

0=0,=0,=0, = Toy = Tyz = Toz =0 (328)

La variation de longueur est exprimée par :

AL=¢L = a,LAT (3.29)
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Matériau Valeur | Matériau Valeur | Matériau Valeur
Aluminium 25.0 | Acier inox 17.3 | {Beton o0
Cuivre 16.0 | Polystyréne 70.0 | Fer 12.0
Nickel 13.0 | Epoxyde Plomb 29.0
Zinc 30.0 | FACRE Verre 9.0

TABLE 3.1 - Exemples de valeurs de ay, (x10~8 mm.°C)

Nous présentons dans le tableau (A.1) les valeurs du coefficient de dila-
tation thermique oz pour quelques matériaux.

Nous constatons que le coefficient de dilatation thermique pour ’acier est
le béton est le méme : :

Oy = QLyger = 12.0 X 10°8 mm.°C . (3.30)

Cela empéche le développement de contraintes de cisaillement, a cause
d’une variation de température; & linterface acier - béton dans un béton
armé ou dans une structure mixte acier - béton.

3.4.2 Déformafion empéchée

Les déformations causées par une variation de température induisent des
contraintes complémentaires dans le cas d’une déformation empéchée.

Considérons une poutre libre qui est soumise & une augmentation de tem-
pérature AT (figure 3.17). Avant que l'extrémité droite de la poutre ne touche
le mur, il n’y a aucun effort développé dans la poutre. Si la température
continue a augmenter, la barre aura tendance & s’allonger d’une longueur
AL = op. AT.L (formule 3.29) mais le mur empéche cette déformation en
créant une force de compression dans la barre.

L’égalité des déformations donne (voir figure 3.18) :

5 = ALy — ALy (3.31)
FL
- - 32

sachant que ALp = £L (voir formule A.1), ot S est D’aire d’une section
droite de la poutre.
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sV, Position initiale
AT =0

AL =0
g=1)

Position
intermédiaire
ATy >0
;ﬁL} = O:‘L."l:n.[;
ag=10

Position finale
ATy > AT
AL, =4
og#0

F

i

%

ALren'Lp— a ”'ALF

FIGURE 3.18 — Déformation empéchée d’une poutre sous sollicitation ther-

mique
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Connaissant ¢ et AT,, on peut calculer la force de compression F' pro-
duite :

A .
= —Eg(O!LATgL = 6) (333)
La contrainte développée dans une section droite de la poutre est :
F
= 3.34
—— (334

3.5 Diagrammes des efforts normaux N (DEN)

Nous présentons ci-has quelques propriétés des diagrammes des efforts
normaux (DEN) :

% Un DEN donne les valeurs de I'effort normal dans toutes les sections
perpendiculaires 4 la force axiale.

#® Un DEN est obtenu par la méthode des sections en faisant une
coupe entre chaque force concentrée ou a travers chaque charge ré-
partie.

# Convention de signes :

X traction = : 4+
X compression : —

#® Pour construire un DEN, fziffeyle DCL (Diagramme du Corps Libre)
et appliquer les lois de léquilibre statique & chacune des coupes analysées.
== Attention au sens des efforts.

= Exemple 1 :

Soit une poutre chargée par des efforts concentrés comme schématisé dans
la figure (3.19).
Chercher le DEN de ce schéma ?

2 Solution 1 :

Section (J) :

N(z) = 50kN —20kN — 20kN + 30 kN (3.35)
= 40N (336)
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FIGURE 3.19 - Poutre & sections variables par morceaux

Section (2) :
N(z) = —20kN —20kN + 30 kN (3.37)
= —10kN (3.38)

Section (3) :
N(z) = —20kN +30kN (3.39)
= 10kN (3.40)

Section (4) : o

N(z) =30kN (3.41)

Le DEN est présenrtéf‘ dans la figure (320) '

FIGURE 3.20 — DEN de I’exemple 1

> Exemple 2 :

Soit une poutre chargée par un effort concentré et son propre poids (fi-
gure 3.21).

Déterminer le DEN ?

‘& Solutiom 2% <« - WALEIE Do e ) oo b Wi ndprop oo
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FIGURE 3.21 — Schéma de I'exemple 2

Pour une position z donnée, le poids de la partie inférieure de la poutre
est donné par :

Wi(z) = pgV(z) (3.42)
= pgS(L —z) (3.43)
ou p est la masse volumique du matériau de la poutre, V(x) est le volume
au dessous de la position x et S est l’aire d’une section droite de la poutre.
L’effort appliqué & la position = est :
N(z) = P+W(z) (3.44)
= P+pgS(L - z) (3.45)

Pour les extrémités de la poutre, on a :

No = P+ pgSL (3.46)
N, = P (3.47)

Le DEN de cet exemple est présenté dans la figure (3.22).
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FIGURE 3.22 -~ DEN de I'exemple 2

3.6 Cas des cylindres ouverts & parois minces

On retrouve fréquemment dans la pratique des cylindres droits & parois
minces (canalisations, . . .) contenant des fluides sous pression.
Pour un cylindre ouvert infiniment long, il n’existe aucune contrainte longi-
tudinale. o

Soit un cylindre de longueur caractéristique b, de rayon r et d’épaisseur
t soumis & une pression interne uniforme p (figure 3.19).

Plan de coupe
(contenant I’axe du cylindre)
7

FIGURE 3.23 - Cylindre ouvert & paroi mince sous pression

3.6.1 Etude des coiniT:raintes

% On suppose que la contrainte est uniforme (variation négligeable) sur
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toute I'épaisseur de la parci. Cette hypothése est d’autant plus valable que
le rapport £ — 0 (en pratique lorsque E< ).

# La variation de la contrainte o est négligeable sur I'épaisseur (puisque
t - 0), donc M, — 0.

# Par symétrie selon 'axe y, il en résulte que F. = 0.

% Sachant que l'effort appliqué sur un élément dé et sur la, longueur b est
donné par :

dFy = pbrdd (3.48)

L’équilibre des forces verticales (selon I’axe y) donne :

2F, = /pbrsiné‘dﬁ (3.49)
0
‘= 9pbr (3.50)

» (3.51)

% La contrainte normale circonférentielle oy est due a Fj

Fy

: = — 52
pbr

= 2 3.53

o (3.53)

- a,,=§ (3.54)

o¢ est appelée aussi tension de membrane (uniforme sur toute I’épais-
seur du cylindre).

3.6.2 Etude des allongements

% La paroi étant mince, on peut développer le cylindre et obtenir ainsi
une feuille de longueur 277 et de section bt soumise & une traction uniaxiale
d’intensité Fp.

En reprenant la formule (A.1), l'allongement circonférentiel est donné par :
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. A2
o "_9_(E’T_T) (3.55)
27r2p
=} bp = B (356)

€ Si on a une variation de température AT en plus, l’allongement total
devient :

3
tE

<> =2 (1: ok aLrAT) (3.58)

2 4 e (BAT (3.57)

0g =

€ En pratique, c’est la variation du rayon 4, qui est la plus intéressante.
Le périmétre final est

27T(r +0,) = 27r + & (3.59)
69
-9 ¢ = — 5

i (3.60)

, p -
“."” - tE + O!LT‘QT (361)

3.7 Exercices
=% Exercice 1:
sy i Ly f—Ls—

FIGURE 3.24 - Schéma de I'exercice 1

1. Tracer le diagramme des efforts normaux DEN.
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2. Calculer les allongements de la poutre au niveau des sections D, @ et
@ et au niveau. des points A, B,CetD.

= Solution 1 :

FIGURE 3.26 — Schéma de l'exercice 2

& Solution 2 :

Pr. M. RGUIG Cours RDM AQ\EHTP



3.7 Exercices 70

FIGURE 3.27 - Sc:lﬁlé;;na de ‘la solution de l'exercice 2
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