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Probleme fondamental de |'interpolation

Etant donné un ensemble de points
{00, 1)} o,

il s'agit de construire une fonction p
relativement simple et qui passent par
les données :

p(xi)=yi pouri=0.1.2,....n

Les points (xj, yj) sont appelés points

de collocation ou points d'interpolation

it
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Motivation (suite)

Pourquoi vouloir interpoler des données ?
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Souvent les données sont les résultats de mesures
expérimentales et |'expression exacte de f n'est pas connue.

Il est possible que I'expression de f soit connue d’avance mais
trop compliquée a manipuler.

L'expression de la fonction f n'est pas connue mais seulement
en certains points (xj, f(x;)) pour i =0,1,2,...,n.

L'interpolation permet d'évaluer f(x) pour des valeurs de x
différentes des x;.

Le calcul de f peut étre tres coliteux, donc on ne veut pas
évaluer f trop souvent.

Particulierement utile pour la dérivation et I'intégration
numeérique.
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Interpolation polyndmiale

Dans ce chapitre, il sera surtout question d'interpolation
polynémiale :

p(x) = ag + a1x + aox? + azx> + -+ + apx”
Exemple a 3 points : (—2,—15),(1,3),(3.-5)

Interpalation de 3 polnts
On cherche un polynéme d’interpolation

de la forme /T\\ 3

p(x) = ap + aix + arx?

Pour cela, on doit calculer les a; :

ag — 231 +4a = —15b
ap+a+a =3

ag + 331 +9a» = —5H
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Choix du degré

Intuitivement, il faut obtenir un systeme d’'équations avec autant
d'inconnues que d'équations.
Pour cela, il faut choisir le degré de p égale a n.

Théoreme

Tout polynéme de degré n > 1 admet trés exactement n racines
(avec multiplicités) qui peuvent étre réelles ou complexes
conjuguées. (On sait que r est une racine de pp(x) si pp(r) =0.)

Corrolaire

Par (n+ 1) points de collocation d'abscisses distinctes (x;. y;) pour
i=0.1,2,---,n), on ne peut faire correspondre qu'un et un seul
polynome de degré n.
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Approche par la Matrice de Vandermonde

Commmencons par un exemple a 4 points : on cherche un
polynéme p3 qui passent par (xo, o). (X1, ¥2), (X2, ¥2), (X3, ¥3) :

p3(x) = ap + ai1x + X% + a3x>

Les égalités p3(x;) = y; s'écrivent

ap + a1Xp + 32}'{3 + 33}{8’ = Yo
ap + ai1Xi + 32?{12 -+ Haxjg’ =4
ap + a1 xXo + 32}{22 + 33x23 = V9

dp + a1Xx3 + 32»"532 + 33X3?.’ = V3

ou sous forme matricielle

I xo X5 Xg ao Y0
1 x4 x? x3 a
1 5 13 1 _ Y1 - Va = y
I X2 X5 X5 ao V2
2 .3
1 x3 x5 x5 | [ a3 | Y3
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Les égalités
a0+aixj+apxP+a3xi+- - +apx! = f(x;) pour i =0,1,2,....n

constituent un systeme linéaire de (n+ 1) équations en (n+ 1)
Inconnues.

Systeme matriciel de Vandermonde
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Exemple 5.1

Pour le polynéome de degré 3 passant par (0,1),(1,2),(2.9) et
(3,28) on a le systeme

1 00 0 20 1
11 1 1 a | |2
1 2 4 8 a» |l 109
1 39 27| |a| [ 28]

donnant ag = 1,a1 =ap =0et a3 = 1 i.e. p(x) =1+ x>. Mais si
on retire le dernier points de collocation on doit résoudre un autre
systeme linéaire :

100 a0 1
11 1 ap 1 =102
12 4| |a] |9
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Remarques

@ Si les abscisses sont distinctes (ce qui est notre cas) alors la
matrice de Vandermonde est inversible. Ce qui démontre

|'existence d'un interpolant quelque soit I'ensemble de points
de collocation d'abscisses distinctes.

@ On peut montrer que le conditionnement de |la matrice de
Vandermonde est mauvais, en fait le systeme devient
numeériquement singulier pour n assez grand (a cause des x[).

@ L'ajout ou le retrait d'un point de collocation illustre le peut
de flexibilité de la méthode.
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Approche de Lagrange

L'approche par la matrice de Vandermonde exige la résolution d'un
systeme linéaire.

Est-ce vraiment nécessaire ?

L'approche de Lagrange consiste a chercher le polynome
d'interpolation de la forme

pn(Xx) = Z}’ftf(x)
=0

ot Lj(x) sont des polynémes de degré n vérifiant

L,-(x,-) = 1 Vi
{L,-(x;) 0 Vj#i
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onstruction des L; : cas lineaire

On doit construire deux polynGmes On obtient
Lo(x) et Li(x) de degré 1 qui vérifient : (x — x1)
b = (g =)
{ Lo(x0) =1 { Li(x) =0 Li( (fco—x{)l)
o(x1) 1(x1) 1(x) (=)
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onstruction des L; : cas quadratique

On doit construire un polynomes Lg(x) |
, C e _ On obtient
de degré 2 qui vérifient :
(x —x1)(x — x2)
LU(XO) =1 L{](){) — (XU . Xl)(xﬂ —}'{2)
L[](Xl) =0 o
Lo(x2) =0

De méeme, on obtient

(x —xo0)(x — x1)
(x2 — xo0)(x2 — x1)

(X = x0)(x — x2)

halx) = (x1 — x0)(x1 — x2)

et L[o(x) =
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onstruction des Ly ! cas genera

On veut des polyndomes de degré n tels que
Li(xi)=1 Li(xj)=0 i+

L 'expression générale pour la fonction L;(x) est

Li(x) = (x —x0) - (x —xj_1)(X — Xju1) - (X — Xpn) ﬁ X — x;

(xi —x0) -+ (Xi — Xi—1)(Xi — Xi41) - (Xi — Xn) i T

Interpolation a n+ 1 points de collocation

Soit (xgp. f(x0)), (x1,f(x1)),- - (xn, f(xn)) alors I'interpolant de
degré n de f est

C'est la formule de Lagrange
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Exemple 5.4

On cherche I'interpolant passant par les points (0,1).(1.2).(2.9)
et (3,28). Utilisant la formule de Lagrange on a

(x —x1)(x — x2)(x — x3) (x —1)(x —2)(x — 3)

LU(X) - (X[] — Xl)(}([] — Xg)(}(() — Xg) - —6
(X =x)(x —x2)(x —x3)  x(x—2)(x —3)

Ll(X) - (Xl — Xg)(xl — Xz)(xl — Xg) a 2
Lo(x) = (x —x0)(x — x1)(x — x3) _ x(x —1)(x —3)

(X2 — X())(Xg — Xl)(XQ — Xg) —2
L3(x) = (x —x0)(x — x1)(x — x2) _ x(x —1)(x —2)

3 (Xg — X())(Xg, — Xl)(X3 — Xg) 6

3
p3(x) = ) F(xi)Li(x) = 1Lo(x) + 2L1(X) 4 9L2(x) + 28L3(x)
i—0
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Exemple 5.4 (suite)

On cherche I'interpolant passant par les points (0,1),(1,2),(2,9)
et (3,28). Utilisant la formule de Lagrange on a

p3(x) = (= 1)(x_—62)(x —3) n S X(x = 2)(x = 3)
x(x —1)(x = 3) x(x —1)(x — 2)
+9 — + 28 .
f’?*("):—(x_”(xgz)(”“?’)ﬂ(x_g)(x_g)
— QX(X _ 1)(X - 3) 1 14X(X B 1)(X — 2)

Il s'agit ici des données de |'exemple 5.1. Le polyndme étant
unique on est garanti qu'en développant la formule de Lagrange on
aura p3(x) = 1 + x> (la solution obtenue dans I'exemple 5.1).

Ainsi, on a : f(2.5) =~ p3(2.5) = 16, 625.
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Approche de Newton

Les deux approches précédentes possedent un inconvénient
majeur : elles ne sont pas récursives.

Si on souhaite ajouter une donnée (X1, Ypr1), il faut
recommencer tout le processus a zéro! !

L'approche de Newton permet :

@ une évaluation trés économique du polynome d’interpolation.

@ la récursivité
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Approche de Newton

Au lieu d'utiliser le développement usuel d'un polynéme, on prend
un autre plus approprié

+ c1(x — xp)
+ o(x — xp)(x — x1)
+ a3(x — xo)(x — x1)(x — x2)

.+ Ch_1(Xx — xo)(x — x1)(x — x2) -+ - (X — Xp_2)
+ cp(x —x0)(x — x1)(x — x2) - (X — Xp_1)

Récursivité

La récursion prendra la forme

Pn(X) = Pn—1(X) + cn(x = x0)(x = x1)(x = x2) - - - (X = Xn1)
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Approche de Newton : exemple

Soient les 3 points : (=2, —15),(1, 3), (3, —5)
On cherche un polynéme d'interpolation de la forme

p(x) =co+ c1(x +2)+ c(x+2)(x — 1)

Pour cela, on doit calculer les ¢; :

o = —15
co + 3¢ = 3
cg+5c1 +10cp = -5
de solution ¢g = —15.¢c1 = 6. cp = —2 facile a obtenir car le

systeme linéaire est triangulaire.
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Différences divisées

Dans la suite, on fera I'"hypothése que les données proviennent
d'une fonction f : y; = f(x;) et I'on pose f[x;] = f(x;).

Premieres différences divisées
Flixiva]l — fxi] _ Fxipa) — F(xi)

flxi,xix1] =
’ 1]
Xjt1 — X Xit1 — X

Deuxiémes différences divisées

f[Xit1: Xig2] — Fxi; Xiy1]

f[Xi; Xit1, Xit2] =

(Xir2 — Xi)
n-iemes différences divisées
flx1.x2..... Xn| — flxo0.x1.X%2. .. .. Xp_
%0 50 5. . . %] = [x1,x2,...,xn] — f[x0, X1, %2, ..., Xp—1]
(xn — X0)
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Calcul des coefficients du polynéme de Newton

L'unique polyndme de Newton de degré n passant par les (n+ 1)
points de collocation ((x;, f(x;)) pour i =0,1,2.--- . n) :

pPn(x) = f(x0) + Z flxo.x1, - . Xi|(x —x0)(x — x1) - (x — xj_1)
i=1

Ce polynome peut s'écrire sous la forme récursive :

Pn(X) = Pn—1(x) + cn(x = X0)(x — x1) - -+ (X = Xn—1)

et les coefficients de ce polynéme sont les différences divisées :
ci = f[xp.x1.x2,....X;] pourQ <j<n

Exemple d'ordre 2

Le polynome :
p2(x) = f(xo0) + fx0, x1](x — x0) +F[x0, x1. %] (X — x0)(x — x1)

p1(x)
passe par les trois premiers points de collocation. Aussi obtenue
par I'ajout d'un terme de degré 2 au polynome pi(x) déja calculé.

o
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Calcul efficace des différences divisdées

La maniere la plus simple consiste a construire une table dite de
différences divisées de la facon suivante.

Table de différences divisées

xi  Flx;]  flxixipa]  FlxiXip1 X2l F[Xie Xig1, Xigo, Xiq3]
xo f(x0)

J"ﬁ[)':.'{jg Xl]
X1 f(}"{l) f[){g,}{lg Xz]

f[x1, x2] f [X0. X1, X2, X3]
X9 f(XQ) )"ﬁ[}”«'{lf,‘%ig1 Xg]

f[){2¢ }:.’3]
x3 f(x3)
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exemple

On cherche I'interpolant passant par les points (0,1),(1,2),(2,9)
et (3,28). Utilisant la table de différences divisées :

Table de différences divisées

xi  f[xi] flxi.xiv1] X Xig1. xip2]  Fxi Xiy1. Xiy2, Xiy3]
0 1

f0.1] = 1
1 2 f10.1,2] = 3

F1.2] = 7 f10,1,2,3] = 1
> 9 f[1,2,3] = 6

f[2.3] = 19

3 28

La formule de Newton donne le polynome de degré 2
p2(x)=1+1(x—0)+3(x—0)(x—1) =1+ x+3x(x — 1)
et le polyndome de degré 3

p3(x) = pa(x) + 1(x = 0)(x = 1)(x —=2) = x> +1
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exemple (suite)

Si on veut ajouter le point (5,54), on va completer la table de
différences divisées déja utilisée :

Table de différences divisées
xi f(xi) flxi,Xiga] fxi - Xipo]  Fxi, - Xigs]  Flxi, - Xiga
0 1
1
1 2 3
7 1
2 9 6 -3
19 —2
3 28 —2
13
5 54

La formule de Newton donne le polynéme de degré 4 est
pa(x) = p3(x) — 2(x = 0)(x — 1)(x — 2)(x — 3)
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On cherche l'interpolant passant par les points (2,1),(0, —1),

(5,10) et (3, —4). Utilisant la table de différences divisées :

Table de différences divisées

Xj f[x,—] }"’[,‘ﬁ{fE X;_|_1] f[X,u_ e ¢X,'_|_2] f[X,'f N X;_|_3]
2 1

1
0 —1 0.4

2,2 1,2

5 10 1.6

I
3 —4

La formule de Newton donne le polynome de degré 3

p3(x) =1+1(x—2)+0,4(x—2)(x—0)+1,2(x—2)(x —0)(x —5)
M. de Horner : pa(x) =1+ (x —2)(1+ (x —0)(0,4+1,2(x —5)))
On peut estimer la fonction inconnue f(x)

f(1)=p3(1) =1+ (—1)(1 +(1)(0.4+1.2(—4))) =4.4
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Erreur d'interpolation

Soient les noeuds de collocation (x;, yj) ou y; = f(xj) pour une
fonction f a priori inconnue, on définit |'erreur d’'interpolation par

En(x) = f(x) = pa(x).

ou pp est le polyndme de degré n qui interpole ces données,
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Erreur d'interpolation (suite)

Théoreme

Soit xp < x1 < X2 < --- < Xp, les abscisses des points de
collocation. On suppose que la fonction f(x) est définie dans
'intervalle [xg. x,] et qu'elle est (n + 1) fois dérivable dans |xp. x,|.
Alors, pour tout x compris dans [xp. X,|, il existe £(x) appartenant
a l'intervalle ]xg, x,| tel que :

_ ()
 (n+1)!

En(x) (x —x0)(x —x1)...(x —xp)

La relation est |'expression analytique de I'erreur d'interpolation.
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Remargues sur la formule d'erreur
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est nulle aux points de collocation.

En(xi) = 0 quel que soit i =0, ..., n. L'erreur d'interpolation

Méme si f est connue, le point {(x) est en général inconnue
et varie avec x.

Il existe une similarité entre I'erreur d'interpolation et 'erreur
reliée au développement de Taylor ( voir chapitre 1).

Puisque le terme d’erreur en un point x fait intervenir des
coefficients de la forme (x — x;), il y a tout intérét a choisir les
points x; qui sont situés le plus pres possible de x.

La fonction (x — xo)(x — x1) - - (x — xp) est un polyndme de
degré (n+ 1) et possede donc les (n+ 1) racines réelles (x;
pour i =0,1,--- . n). Dans certaines conditions, cette
fonction peut osciller avec de fortes amplitudes, d'ou le risque
de grandes erreurs d'interpolation.
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Estimation d’erreur : premiére approche

S'il existe une constante M > 0 vérifiant
M (x) < M pour tout x compris dans [xo. Xp]

on peut estimer |'erreur d'interpolation au point x grace a la

formule
I (¢(x))
En)l = [y =200 =) (x )
M

Fh

A

TR (x —Xxo)(x —x1)...(x —Xxn)
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Estimation d'erreur : deuxiéme approche

On a que :
f(x1) — f(x0)
flxo. x1] = o
[XU XI] (Xl — X[]} (XU)
Plus généralement, on peut montrer que :
F(n)(x,
fX0. X1, X0, . . . . Xp] = %

Si la dérivée (n+ 1)-ieme de f(x) varie peu dans l'intervalle [xp. xp]
on peut approcher

FrL(¢) N f(””](xn)
(n+1)1  (n+1)!

~ f[x0, X1, X2, , Xp. Xp+1]
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Estimation d'erreur : deuxiéme approche

On peut ainsi estimer le terme d'erreur par :

En(x) =~ flxo.X1.X2, " .Xp. Xpe1](Xx — X0)(x — x1) - (x — Xp)

L'approximation n'est pas toujours d'une grande précision, mais
c'est généralement |la seule disponible.
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Soit une table de la fonction /x.

Table de différences divisées
Xi f(xi) fxi,xie1] Fxi, - o xie2] flxi - xiza]  Flxi oo Xiva]
7 2.645751
0.177124
9 3.000000 —0.004 70299
0.158 312 0.000206783
11 3.316625 —0.003 46229 —0.9692 x 10—
0.144 463 0.000129 248
13 3.605551 —0.002 68680
0.133716
15 3.872983
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On tente d'obtenir une approximation de /8 a I'aide de cette
table. En se basant sur un polynéme de degré 1 et en prenant
xp = 7, on obtient facilement :

p1(x) = 2.645751 + 0.177 124(x — 7)

de telle sorte que :
p1(8) = 2.822875

L'erreur exacte en x = 8 est alors :

E1(8) = f(8) — p1(8) = V/8 — 2.822875 = 0.005 552 125

On peut estimer cette erreur par le terme suivant dans la formule
de Newton

E;(8) ~ —0.00470299(8 — 7)(8 — 9) = 0.004 702 99

On constate donc que l'erreur approximative est assez pres de
I'erreur exacte.
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exercice :

soit f(x) = 2sin(x) + 3cos(x).

a) Déterminer le polynéme P, de degré 2 qui interpole f aux
noeuds, xo = 0,x; = 5 et xp = 7.

b)Au lieu d'utiliser le polynéme calculé en a), on décide
d'interpoler f sur [0, 7| aux noeuds :

par une fonction linéaire par morceaux. Quel devra étre le nombre
n de sous-intervalle pour que |'erreur d’'interpolation soit partout
inférieure 3 10747
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(a)

(b)
(C)

(d)

( %}{X m) L 0= xnﬁx—w}_axix‘?}_

pz2(x) =3

f(T) =Pa(F)

. 3 , k]
lex(x)| = maXg(x)ejo,m II‘E]{EEIHI% = MaXg(x)e]omf | — 2COSX + 38inX| 5z

Maxe ()< jom | — 2€08 X + 3sinx| = 3,61 = |ex(x)| = 28 _ 1 165965,

Autre solution |—-2cosx +3sinx| = 2|cosx| + 3|sinx| =5 = |lexix)| = 1,614910.

'I‘

le1(x)| < maxg(yyejo.m |F2 (E(x))] z = MaXg(x)eoml | —

maXgix)jejom | — 28inx —3cosx| = 3,61 = [e1(x)] = M:E < 1074

= /4,515 x 1042 = 211,037 = n = 212

Autre solution | -2sinx —3cosx| = 2|sinx| +3|cosx| =5 =n = 249.
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Motivation :

Soit les valeurs expérimentales suivantes, que |'on a obtenues en
mesurant la vitesse (en km/h) d'un véhicule toutes les 5 secondes :

Interpolation de |3 vilesse d'une automobile

&N}

Wileree

a0 33 A0 <43

0 3 10 13 z0 23
Temps

Si I'on interpole les valeurs en t = 42.5 s, on trouve une vitesse de
27.02 km/h, ce qui semble peu probable puisque le véhicule se
déplace a une vitesse a peu pres uniforme.
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nterpolation par morceaux

Soit xg < X1 < Xp < -+ < Xp, les abscisses des points de
collocation. On recherche une fonction p définie sur chaque

sous-intervalle [x;j, xj11]
Pllx; xi.4](X) = un polyndéme de degré m

Exemple : interpolation linéaire (m =1)

Interpolation linaaire

Vilesce

25 30 35

435 *
S 10 15 20
Temps
36
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Splines cubiques

@ L'interpolation par un polynomes de degré élevé est a éviter.
@ Peut mener a des erreurs d'interpolation importantes.
@ il est parfois nécessaire d'obtenir des courbes plus réguliéres.

@ C'est le cas en conception assistée par ordinateur (CAQO)
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plines cubiques

Une voie trés populaire consiste a utiliser dans chaque intervalle
[Xi, Xix1] un polyndome de degré 3 de la forme :

p,-(x):a,-x3+b,-x2+c,-x+d,- pouri=0,2,---.n—1

et a relier ces différents polynémes de facon a ce que la courbe
résultante soit deux fois différentiable.

Interpalation par une spline cubique

6e

Vitesce
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onstruction d une splines cubDiques .smte

On va chercher une spline cubique de la forme

po(x), x € [x0,x1]
X € [x1,x2]

pi(x), x € [xj, xjx1]

_ Pn—1(X), X € [Xp—1,Xn]

avec
'.H' f}”f
pi(x) = fi + f (x — x;) + o (X - x;)° + o7 (X - )%, X € [X5 Xip1]

I=0.1.2---.n—1
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ONsStruction d une splines cubiques {suite

@ le polyndme S(x) passe par les deux extrémité
(x0, f(x0)), (xn. f(xn)), c'est-a-dire :

po(x0) = f(x0).  pn-1(xn) = f(xn)
ce qui introduit 2 équations;

@ Les deux polyndmes pj(x) et pj.1(x) doivent passer par le
point (x;, f(x;)) (continuité de S(x)), c'est-a-dire :

pi(xix1) = f(Xix1) = pi+1(xiz1) pouri=0,1.--- . n—2

@ Ou encore
pi(xi) =fi="f(x;) pouri=0,1,--- ., n—1

et
pi(xjt1) = f(xjr1) pouri=0,1,--- . n—1

Cela résulte en 2n équations.

07/05/2013 A. Ramadane, Ph.D. 40



Construction d'une splines cubiques (suite)

@ pour assurer |la régularité de la courbe, on doit imposer que les
dérivées premieres et secondes de ces deux polynémes soient
continues aux points intérieurs. On doit donc imposer :

pi(Xi+1) = pir1(xi+1) pouri=0,1,--- ,n—2
et :
pi (Xiz1) = pii1(Xiz1) = fiy pour i =0,1,--- ,n—2

ce qui donne (2n — 2) nouvelles équations;;

Au total, on a (4n — 2) équations en 4n inconnues et il manque
donc 2 équations pour pouvoir résoudre ce systeme linéaire.
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onstruction a'une splines cubiques _tEII'E

Onprend hj =xjz1—x; i=0,...,n—1

o pi(xi)=1f(xi)= fi="1f(x;) pouri=0,1,---,n—1

r’..” fu’”
® pi(Xit1) = f(xiy1) = fi + f hi + 5 h7 + 5 h?

ce qui donne
, f,” ],c.n'.r 2 )
f = flxi, Xiz1] — 5hi — 5 hs poLJH:O.l.~~ .n—1

I fr H' i
o pi(Xiz1) = pilq(Xix1) = f 4 ou encore £y = " + f"h;

fI' —f
ce qui donne f/" = = pour i =0.1,--- ,n—2
I

e Soit f,/ la derivée seconde de la spline S(x) en x,. On a
I(_'_F_F_r:.f.f
o LK __ £ rH e 'n n—1
fo = Po1 = fo1 T fpghna = 170 = T

o plia(xis1) = Pllxisn) = iy = £ + 'hy + 112
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onstruction d une splines cubiques _SI.IItE

En utilisant toutes ces relations, on détermine les f;”

] h;:X,'_|_1—Xf f:U,H.,n—l
@ Pouri=0,...n—-1
(£ = f(x)
/ i/ fils
{ f, = fxi, Xix1] — ITh! - Thf
rr r
FIr — fipa—T;
. I h;
@ Pour i=0.....n—2,
h; hi+1 11

h: i+2 — 6f[x;. Xi+1; Xr’+2]
I
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Spline naturelle

Il'y a au total (n+ 1) inconnues f” et I'on n'a que (n — 1)
équations.

On doit donc fixer de facon arbitraire deux des inconnues. |l existe
plusieurs possibilités, mais la plus simple consiste a imposer :

Po(x0) =0 et pp 1(xn)=0=1 =0 et £/ =0

On qualifie de spline naturelle la courbe qui en résulte. La spline
naturelle impose que la dérivée seconde est nulle aux deux
extrémités et donc que la courbe y est linéaire.
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Spline naturalle : resumé

Pour determine la spline cubique naturelle S(x), on calcule les
coefficients (f;. f/. 1", f"') :
o h;‘ — Xj+1 — X f:U,”.,n—l

e Conditions aux bors (spline naturelle) : 7y’ =0 et 1)/ =0

9 PDur f :G. +++.n_2!
hr' f‘ff_|_2f‘ff 1+ hf‘l'l " —6{[){' Xjv1. Xj 2]
_ " = is Xj+1s Xj+
hit1+ hi ' T b+ b

@ Pouri=0,...n—1

( f; — f(}f;'}

i i
3 =i Xl — by — gt
I — fia—f"
v o h;’

07/05/2013 A. Ramadane, Ph.D. 45



Bibliographie :

Analyse numérique pour ingénieurs, André Fortin,
Presses internationale, Polytechniques, 2008.

07/05/2013 A. Ramadane, Ph.D.

46



Annexe

Borne supérieure de I'erreur d’interpolation
Théoreme 5.4

Soit xp < X1 < X2+ -+ < Xy, les abscisses des points de collocation. On suppose que la
fonction f(x) est définie dans I'intervalle [xq, x,] et qu’elle est (n + 1) fois dérivable
dans l'intervalle ]xo, xn[. Alors, pour tout x compris dans [xo, X ] , 1l existe &(x)
appartenant a 'intervalle ]xq, x[ tel que:

f{n.+1} (E(x”

En(X) = =071

(X —Xxo)(x —Xx1) -+ - (X — xn).

On remarque que I'expression analytique de I'erreur d’interpolation dépend de la dérivee
d'ordre (n + 1) de la fonction f(x) évaluee au point &(x) ainsi que de la fonction
Folx) = (x —x0)(x — x1)---(x —xy) = [[iLo(x — x;). La figure ci-dessus montre
la valeur absolue de la fonction F,,(x) pour 11 abscisses x; également distantes dans

I'intervalle [—1, 1].
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gx 10 ? Graphe de la fonction 1511 (x)l
T T T T T T

IF {x)

I}'I \\/_“\w“' e ""'\-‘J-/J’-/_I\)r

0 —
-1 -08 -0.6 -0.4 -0.2 0 02 0.4 06 08 1
W

Figure 1: Graphe de la fonction |Fy;(x)].
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