Exercices de différentiation

A. Ramadane, Ph.D.



Exercice 1

A T'aide de la formule de différence centrée d’ordre 2:

fix+h)-f(x-h)

v o
fix) = 5 + O(h°),
monftrer que
7 (x) = flx +2h)-2f(x) + f(x - 2h)
o 4h?
Réponse
£ (x flix+h]2—hf(x—h]ll fl(x+h) = f(x+2h}—f{x]! f'(x—h) = f(x}—{;tx—zh], (x) =

2h
1 ;>.+h f{x h) d’ou Lfrr{x} _ flx+2h)— 2{5} +f(x— 2h}




Exercice 2

Identifier I'erreur qui a été faite dans le raisonnement suivant et dans un deuxieme temps,
corriger 'erreur et refaire le raisonnement de facon correcte. Du déeveloppement de Tay-
lor, nous avons:

flx+h)=f(x) +hff{x]+h;f”{x}+h§f’”{‘g’l), pour E1(x,x +h);
fix—h)=f(x) —hf‘{x]+h;f”{x}—hTff’”{Ez}, pour Ere(x—h, x),
alors

h

%[f{x +h)-2f(x)+f(x-h)]=f"(x)+ E[f’”{gl} — " (&)]

et donc I'ordre de cette approximation de " est O(h).



Réponse

L'erreur commise est qu'on est limité a un déve luppement de Ta}h}r de degre 2 (ordre 3).

Le bon raisonnement: f(x+h) = f(x)+hf (x zf” ﬁf”' +24j X)+0(h)
etf(x—m=f(x)—hf’(x)+%f"{,~c)—hﬁ f”" +¢4f )(x) + O(h).
Alors " (x —1:r[f{t' + h 2f(x) + flx - lzf ) + O(h®) et donc l'ordre de

cette appm}ﬂmatu}n de ' (x) est 2 5"



Exercice 2

Soit f(x) une fonction telle que f(2) =4, f(4) =2, f(6) =0 et f(8) = —5. Calculer deux
approximations d'ordre 2 de f’(2).



Réponse

,;

La différence avant d'ordre 2 avec h = 2 donne f'(2) ~ =t {1 S0 - 1a
différence avant d'ordre | donne f'(2) = M = -1 pour h = 2; f'(2 - [ 4f = =

n

~1pourh =4et f'(2) = % = —% pour h = 6. Ensuite, on applique l extrapolation

de Richardson sur la différence avant d'odre 1 pour obtenir des approﬂmatians d’ ordre 2.

Ainsi sur les resultats obtenus avec h = 2 et h = 4, on obtient f'(2 ~ 2 q.nl( = -1

3
etavec h = 2 et h = 6, on obtient f'(2) = 3}{{_;1]{_?) = -7 3 qui sont des approximations

d'ordre 2.




Exercice 3

(a) A l'aide des développements de Taylor appropriés, donner I'expression des deux
premiers termes de I'erreur liée a la formule:

f(x +ah)- f(x—-bh)
(a+ b)h

permettant de calculer une approximation de f’(x). Dans cette formule, a et b sont
des constantes telles que a + b = 0.

(b) Déterminer 'ordre de cette approximation en fonction des valeurs de a et b.



Réponse

2 2 2
(a) L’expression des deux premiers termes de I'erreur: wf” (x)+la=b g“b}h " (x)
(b) Sia = b, 'approximation est d’ordre 1. Si a = b, I'approximation est d’ordre 2.



Exercice 4

On considére la formule aux différences

—f(x+3h) +4f(x +2h) =5f(x+h) +2f(x)
h? B

App(h) = 1 (x),

une approximation de f""(x).

(a) On dispose des valeurs suivantes de la fonction f(x):

X f(x)
1,0 0,841471
1,1 0,89]1207

1,2 0,932039
[,3 0,963558
[,4 0,985450
1,5 0,997495
1,6 0,999574

En vous servant de la formule aux difféerences App(h), calculer deux approxima-
tions de f(1,0) pour h = 0,1 et pour h = 0,2. Sachant que la valeur exacte de
F7(1,0) = —0,841471, estimer numeriquement l'ordre de précision de cette formule
aux différences.



(b) En vous servant des développements de Tavlor appropriés, montrer que

App(h) = f"(x) - %hzf‘f*”m + O(h3),

et en déduire ['ordre de précision de I'approximation App(h).



(a) La formule aux différences donne f"(1) = —0,8495 pour h = 0,1 et f"(1)
—0,875675 pour h = 0,2. Les erreurs absolues sont respectivement E(h = 0,1)
0,008029 et E(h = 0,2) = 0,034 204, Le ratio des erreurs absolues est E(h=0.2) _

E(h=0,1)
4,26 = 22, La formule est d’ordre 2.

!

(b)
—f(x+3h) = —f(x) =3nf () = LEfrx) - B ) - B @ () + 0nd)
Af(x +2h) = Af(x)+8hf (x) + 188 f7(x) 4 320 prrr(xey 4 B4R £4) (x) 4 O (RS)
_Sf(x+h) = —5f(x)—5hf (x)— B fr(x) - g )(x) + O(h5)
2f(x) = 2f(x)

h2app(h) = h%f"(x) — %f“”(xﬁr +O(h?)

app(h) = f"(x) - “h H(x) +O(h3)
f(x)=app(h) + 5 “h 4 (x)+Oh3) = f"(x) =app(h) + O(h?)

= approximation d’ordre 2.



On considere le @-schéma

fix+h) - f{x}) 0 (f{x} — f(x —h)
h h
obtenu a partir d'une combinaison linéaire des formules de différences avant et arriere

d’ordre 1. A l'aide de développements de Taylor de degré appropriés, montrer que les 2
premiers termes de 'erreur associée au @-schéma (Appg(h)) sont donnes par:

Fix) = (1 - 9)( ) — Appa(h)

(20 — h?

J.]h T, rer
Tf {X}—?f (x),

et en deduire 'ordre de précision du €-schéma en fonction du parametre 6.



] + (—][f”(x} _ f”{zx}h

£ (x)h®
+ 3

(x)h

fix+h)=fi(x)+f'( xh+ftxm L1 ‘"3{

Flx — ) = f(x) - () + LG £ bon

D’ou - 3!

Appo(h) = {1—9}[;"(x}+f”t;m +f”'{3:[c:|h2 .
 f0) + (1 - 200 SR

Dot f'(x) = (1 - @) (LX=S(D) . g( LX)

Sfaeh) 420 - D

2

_ fMix)hs
6

+ ...



