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Définitions, developpement de Taylor et erreur de troncature
« Erreur absolue: Ax = |x — x|
o Erreur relative: e, (x) = ==
« Chiffres significatifs:

Le chiffre de x* associe a la puissance de m et les chiffres associes aux puissances superieures
tels que Ax = 0,5 x 10™,

o fixp+h)="Pu(h)+Rylh):

{Pn{h} = f(xo0) + f/(x0)h + 5" (x0)h2 + L £ (xg)h® + - - - + L £ (xg)

Ru(h) = (nimﬂ”*”[_E{h}}h.("m pour £(h) entre xq et xo + h.
o fix)=Pu(x)+Rnulx):

Pn(x) = f(xo) + f(x0)(x — xp) + %f"{xo}{x —X0)2 4+t #f{”"{xo}{x — xg)"

R(x) = (nil-]!f{”“}(_ﬂx))(x — xp)™*tY pour £(x) entre xg et x.

e f(h) = O(h"):

Il existe une constante C > 0 t.q. Hﬁ# = C pour h pres de 0.



Interpolation
« Interpolation polynomiale de Lagrange: etant donne (n+1) points (x;, f(x;)) pouri=0,1,---  n:
pn(x) = Xilo fxi)Lix),

(x —xp)(x=x7) - (X =X (X = Xj41) - (X = xp)

ou Li(x)=
! (xj—xo)(x;—x1) - (X = x-1) (X = Xi01) - - (X1 = Xp)

o Differences divisees: f[x;] = flx;),

f(Xi+1) = f(xi) fIXiv1, Xiva] = fIXi, Xi41]
flxi,Xi+1] = ; T =, fIxi, Xis1, Xig2] = = ; ——— S, el
Xit+l — X i+2 — Xj

« Polynome de Newton:
pulX) =ag+ap(x —xg) +az(x —xp)(x —=x1) + - +aplx —xp)x—x1) - (X = xXp-1),

oua; = flxo,x1,X2,--+,xi] pour i=0,1,...,n

o Erreur d'interpolation:

f(nﬂj{_ﬂ){')}
(n+1)!

En(x) = flx)—pnlx) = (x = xp)x —=x1) - (x =xpn) pour &(x) € |xp,xnl



o Approximation de 'erreur d’'interpolation:

Eyn(x) = flxo, X1, , X, Xpo1 [ (X = Xp) (X —X1) - - (X — Xp)

« Borne de I'erreur d’interpolation:

) n+1
E,(x)| = max | f"Y(E(x))|———— pour h=x;-x;1 ou i=12,...,n
E(x)e 1xp,xnl ) 4din+1)
Differentiation et integration numeriques
« Differentiation numerique:
formule de différence finie terme d’erreur
f_"r (x} — f‘{.—r"‘h]_fll::\::' _f‘“l:E:l h
. = h 2
Lf_"!(x} — f‘{.—f:l_}]:{.-f_h] f‘r‘;EJh
£ (x) = —fcx—zh}+4£x—h:—3f{x: fm3|;§;| h2
F(x) = f{x+h]2—hf(x—h] _f";a(gj 2
£/ (x) = HEI=4f )+ fx=2h) £ p2
f” (x) = f{x—EhJ—2££x+h]+f(:-:] _Lf,,, {E}'h
F7 (x) = f{x—h:—zjéq}':—f‘(ar—hju _f"i'ch}hz
j_w.r {X} — f‘{,\f—gh]—Eﬂyg,f—h:l-l-f'l::\.’] Lf”r {E }h
F(x) = —f'£x+2h}+lﬁf'ix—h}—?-lﬂz_iizx}+16f£x—h}—f{x—2h3 E;_Df(m{g:}h_i




e Extrapolation de Richardson:

Soit

Qexa = Qapp ) + cph™ + ey h™

alors pour p > 1

! T {-.‘-n.FZhH_L +

| . 1 .
Q 'tjn(\__app C_app{h‘ (F_ J.)f..n_lhn-i-l + (F_ J.)f. _Ehn-'_z
exa = +
;t?” -1 pt -1
e Quadratures de Newton-Cotes:

. nombre
methode | formule de quadrature terme d’erreur | g points
trapé Ly 4 _frE s

péze = (flxp) + flx1)) = h 2

- hp .
trapéeze 5 (flxo) +2[f(x1) + H,, m
composée + Flxn_1)] + Fxn)) 1 "(EVh? n+1
S]'.mpsc:n% f—;if{x{;.lﬁtr-lﬂx]}—f[xgj] —%E—jh3 3
Slmpscm% B (flxo) +4f(x1) +2f(x2) + - -~ (b—a) o(4)(g)p2 41
composee -+ 2F(xon-2) + 4F(xen-1) + Flxon)) —1m0 S (E -
Simpson ;q %(ftx.;]} +3f(x1) +3f(x2) + flxs)) —%Pﬁ 4
Simpson % %(ﬂxn} +3flx1)+3F(x2) +2f(x3) + 3 (xa) +--- (b_a) £(4) (£) 4 S
composée s+ 2 F(x3n_3) + 3F(xc3-2) + 3 F(x3_1) + Flxg,)) ——m fE
Boole 3—_3 (7flxg) +32F (1) + 12f(22) + 32 F(x3) + 7 F(xq)) —M::i]_-}rflh? 5
Boole % Tfixn) +32F(x) + 12f(xa) + 32F(x3)+ _
composée +14Ff(xg) + - - -+ 32F(xan—35) + 14 fixan_yg)+ —%f””(ﬁ}hﬁ an + 1

—32}"{;’&'4}:—3} + 12 (xan—2) + 32F (xan—1) + 7f (x1n))




o Intégration de Gauss:

b : 1 1 : n
_ - . —a)t +(a+ (b — —
.[ F(x) dx (b a}J f([b a)t + (a b}) At — (b .:HJ‘ g(t)dt ~ (b —a) S w, g(t:)
-1 -1 ;
i=1

5 5 P 0

i f- il i

points de Gauss | poids de Gauss

nb de pts (n) degré de precision (2n — 1)

ti ;i
| +0,000000000 | 2,000000000 |
5 —0,577350269 | 1,000000000 3
+0,577350269 | 1,000000000
—0,774596 669 | 0,555555556

3 +0,000000000 | 0,888 888889
+0,774596669 | 0,555555556
—0,861136312 | 0,347854845
—0,339981044 | 0,652145155
+0,339981044 | 0,652145155
+0,861136312 | 0,347854845

()

=1




Equations algébriques non linéaires

Probleme « de racine »: chercher v t.q. f(v) =0

Borne superieure de I'erreur pour la methode de la bissection: |x, — 7| = znﬁ

Probleme de point fixe: chercher r t.q. v = g(r)
Algorithme de point fixe: pour xy donné, x, 1 = g(x,) pour n =0,1,2,...
Developpement pour I'analyse de convergence de la methode de points fixes:

39" (r)ed g (r)ed + -

I‘~.J||—'

ep+l = Xp+l —FV = g;(r}

Methode de Newton: pour x( donne,

Xpsl = Xy — our n=0,1,2,...
n+l n f’{xﬂ} P
Une racine r de la fonction f(x) est de multiplicite m si f(x) = (x —r)"™h(x) pour une fonction

h(x) qui verifie h(r) # 0 ou encore si:

fry=f ) =f"r)=---=fMYe)=0 et fMr)£0



» Taux de convergence de la méthode de Newton dans le cas d'une racine de multiplicite m: 1 — —

« Methode de la sécante:pour xg et x; donnes,

Flxp)(xn — xXpn-1)

(f(xn) - f(xn—l}}
« Méthode de I'interpolation quadratique inverse: pour xp et x; et xp donneés,

xn—Zf{x'n—l}f{xn}

Flxn-2) = flxn-1))(f(xn-2) — flxn))
Xn-1f (xXn-2)f(xn)

fOen-1) = flxn-2) (f(xn-1) = f(xn))
Xnf(Xn-2)f(xXn-1)

(fxn) — flxp_o))(flxn) — flxp-1))

Xn+1 = J(Xn, Xn-1) = X — pour n=1,273,...

Xn+1 = J(Xn, Xn-1,Xn-2) :{

T

_|_

pour n = 2,3,...
« Analyse de convergence pour les méthodes a k points, X1 = g(Xn, Xn-1,..., Xn—k+1):
ens1 = K(r)epen—1---eprs1 ou f(r)=0

et
pP-p-1=0 pour k=2 (p=1,61)
ens1=Ceh ou {p3-p?-p-1=0 pour k=3 (p=1,84)
lp*-p¥ - —p-1=0 dans le cas général



Systemes d’equations algebriques

e [a factorisation matricielle de Crout:

((ii 0 0 -+ 0\ /1l wiz wiz - U
(v lx O : 0 1 uzz --- Uz
A=LU="103 132 f33 - o [V 0 b e
S : 0 P ' o
l\Pml FHE Cr an—l an) \'[} 0 s 0 1 )




e Laresolution des systemes lineaires:

1°) Ly = Pb;

AX =b = LUX = Pb
YEU e ’:’{rwf:ﬁ.

Note: On peut utiliser le vecteur de permutation O plutot que la matrice de permutation P.

« Normes vectorielles:

n
— . — —
IRl =\xf+x3+--+xi I¥l=Y il ¥l = max |x,
i1 i=1,2,...n
« Normes matricielles:
n n
A1 = max Z laijl |Alle = max Z |aijl |AllF =
j=12,..n i1 i= ,2,...,nj.=1

o Conditionnement matriciel: cond A = ||A]|||A7L]|

o Bornes de 'erreur: pour le résidu # = b — AX* et la perturbation F sur la matrice A,

17| _ X — x|
condA |p ~ X

= cond A I7] Ix - X cond A NEN
B 1l I+ - Al




e Matrice a diagonale strictement dominante A:

\aii| > D> lai| pour i=1,2,...

n

J=1
i

o La méthode de Newton: pour Xk donné, résoudre

puis xk+1

(884

ofs o=k
3x1{x )

\$L2(xk) &

= xk+5xpourk =0,1,2,...

of

, N
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\ fn(x¥))



