Pr. Bouamaine A. Théorie de Probabilités

2. Variables aléatoires réelles

2.1. Application mesurable.

Soient Q,@ ) un espace de probabilité &t,(@’) un espace mesurable. Soit f une applicatief2 dansQ'
On dit que f est une application mesurable $SA°0Q"', f-1 (A)OQ.
Soient P une propbabilité su,@ ) et f une application mesurable @edansQ’.

@ - [0,1]
Soit R:
A - R(A) =P (f{A))
Propriété

P; est une probabilité suQ( @' ) appelée probabilité image de P par f

2. 2. Variable aléatoire réelle

On appelle variable aléatoire réelle v.a.r définig Q, @) toute application mesurable d®,(@) dans (IR, IB).

2. 2.1 Loi de probabilité
Soit X une v.a.r définie surQ( @, P ) et Px l'application de IB vers IR définie par :

OBOIB, Py (B)=P(X™(B)) =P ({ w: X(w)[B})

Py est une probabilité appelée loi de probabilitéadeariable aléatoire réelle X.

Notation : {w: X(w)OB} =[X OB ]

2. 2. 2 Fonction de répartition

Soit @Q, @, P ) un espace de probabilit¢ et X une v.a.r défiur Q, @, ) de loi de probabilitéPx . On
appelle fonction de répartition de X, la fonctionfinie par :

IR - [0,1]

F:

t-  F(t)=P[X<t]=Px(]-o,t[)

Propriétés
tOR, 0SF(t) < 1

F@t) =0, lim,_, F(t) =1
Sia<b alors F(b)-F(a)B(la,b[)

F est croissante au sens large

lim, _, -

AR NN

F est continue a gauche en tout point a de IRrpiéed on a une discontinuité de saut

Px({a})
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2. 3. Variables aléatoires réelles discretes

2. 3. 1 définitions
Une variable aléatoire X est dite discrete ssidamble des réalisations possibles de XQ)st fini ou
dénombrable.

X(Q) ={x/i 01 0IN}

La loi de probabilité de X est déterminée par lardi® des nombres

PIX=x1=P ({w0Q/X(w) =x}) = Px({x})

Ona: ZP [X=x 1=1

idl

Exemple.
On lance trois fois une piece, non truquée. Loedigusort une pile on gagne 1 dh, une face 0 dh

Déterminer la loi de la variable X représentangdé obtenu par le joueur.
2. 3. 2 Caravteristiques d’une v.a.r discrete
Soit X une v. a. r. d définie par :

X(Q)={x/iOID0IN}

Pi=P[X=x]=Px({x})

Ona: ZP [X=x 1=1

iol
Définitions
1. Sila sériez Pi ‘Xi‘ est convergente alors le nombre E [ X] ;q\/IZpiXi est appelé moyenne de X ou

i i
espérance mathématique de X.

2. Soit IN', si la séried p; ‘Xi ‘n est convergente alors le nombr8 (X ) = E [ X']= )" p Xjn est appelé
i i

moment d’ordre n de X.

3. Soit IN’, sila sériez pi ‘Xi - E(X)‘r est convergente alors le nomhug X )= E [ (X-EX())']
i

= Z pi (X; —E(X))" est appelé moment centré d'ordre r de X.
i

4. Soit g une application mesurable, E [g(X)E piogx)-

i
5. On appelle variance de X la quantité Var (X)) X) = E [ (X-E(X}]. On appelle écart type de X la

quantité o, = 4/var(X).

6. SiE[X]=0 alors on dit que X est centrée. Si(¥a = 1 alors on dit que X est réduite.
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Propriétés
> m(X)=o0
» E[X+Y]= E[X]+E[Y]
> E[aX]=aE[ X],aOdIR
» E[a]=a, Varpp]=0
> Var[aX]=a?Var[X]
> Var[X]=E[X]- (E[X]Y

Définition
Soient X et Y deux variables aléatoires réellesrédigs.
X@Q ={x/iOI0OIN} Y@ ={y/jodJOIN}
X etY sont indépendantes sdi] (i,j)01xJ P[X=x etY=y]=P[X=x, JP[Y=y]
Propriété
XOY = Var[X+Y]= Var[X]+Var[Y]

Exercice
Soit X une var de loi de probabilité définie par :

| xi [ o [ 1 [ 2 [ 3 |
[ P[x=xi] | 18 | 38 | 38 | 18 |

Determiner 'espance et I'écart-type de la v.a.r. X

2. 3. 3 Fonction génératrice

Soit X une variable aléatoire entiere positive .@@se p=P [ X=n]
Définition

On appelle fonction génératrice de X la série eat& (t) =Z pn'[n , bto[o, 1]

n
Remarque : Gy () = E [tx ]

Propriété

La loi d’'une variable entiére est parfaitementmiéfpar sa fonction génératrice

cP
PIX=n] S0
k!
Propriété
X OY = Gy () = G(1)-Gr(D)-
Propriété

Soit X une variable aléatoire entiére positive atfamé une variance, on a :
= E[X]=G'(1)
= Var[X]= G"(1)+G'(1)- (G (1))

Exercice.

Soit X la v.a.r. définie précedemment. Détermiadpnction génératrice de X et en déduire speesce
mathématique et son écart-type.
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2. 3. 4 Inégalités de Bienaymé & Tchebychev et darkov
a) Inégalité de Bienaymé & Tchebychev
Soit X une v. a. r. d'espérance m = E [X ] et dgances? alors

1
Ot>0, P[| x-m\>to]s—2.
t

Conséquences
« Ot>0, P[‘X-m‘<t0]21—£2
t
= Ot>0, P[‘ X-m‘>t ]szx]_
t
2
E[[X] ]

« Ot>0, P[[X[>t ] < 2

b) Inégalité de Markov

Soit X une v. a. r. dont le moment d’odreexiste. On a :

0t>0, P[| X [>t ] s

2. 3. 5 Fonction caractéristique

Définition:

Soit X une v. a. r. d définie par : XQ() = {x;/j OJ O IN }et pj=P[X=x]
On appelle fonction caractéristique de la X, laction ¢y définie de IR dans C par :

itX ;
Ox(t)= E[€%]= D pje )
i0J
Propriétés

= o)<t et 00) =1
0" (0

= siE[X"]existe pour AlIN" alors ¢ est n fois dérivable etM n (X) = ~n
|

= Y=zaX+b = ¢ (t)=é"Px(at)
= X OY = Oxev(®)=0x®)- Oy
Exercice.

Soit X la v.a.r. définie précedemment. Détermiadpnction caractéristique de X et en déduire sspérance
mathématique et son écart-type.
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2. 4. Lois usuelles discrétes

2.4.1. Loi de Bernoulli de paramétre p

Soit @Q, @ , P) un espace mesurable, soit A un événenee@ cet p = P(A).

On considere la v. a. r. ¥éfinie suQ par :

X(@=1 siwdA et Xw)=0 si Wl A

Loi de probabilité de X

X 1 0
p=P[X=xi] p q
Notation : L(X)=%B:(p)
Propriété
. E[X"]=p, Var[X]=pq

. dx(t)=pé+gq

2. 4.2 _loi Binomiale de parametres n et p

Soit une expérience aléatoire a deux issuesSBeces’ et E ='échec’ avec P (S )=p, P(E) = 0

On répete d'une facon indépendante cette exmérienfois . Soit X le nombre de succés obtenus.
Ona:

X(Q)={0,1, ... .n}
PIx=k] = =CKp'q™  DkOX(Q)
Notation : L(X)=45(n, p)

Propriétés
= E[X]=np, Var[X]=npq
* Ox(t)= (pé+q)
n
= Soient %, Xy, ....X, v.a.r indépendantes de lois de Bernouilli de pamp, on a : X :ZXi
i=1
= SoientX v.a.rdelo s (n, p)et Yvar delgtd (m, p)

XOY = L(X+Y)=gB(n+m, p)
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Exercice.

On suppose que les expériences sont dépendantesle@ient la loi de probabilité de X et ses carstiques.

2.4.3 . Loi de poisson de paramétrk

SoientA > 0 et X une v.a.r. définie par: X() = IN.

k

PIx=k]= 1 e
k!

OkOIN
Notation : L(X)=PQ)
Propriétés

= E[X]=A, Var[X]=A

= Ox(t)= exp(Mé+1)

= SoientX v.arde lo”(A\) et Yv.arde 1o’ (p)

XOY = L(X+Y)=F\ +p)

2. 5. Variables aléatoires continues

Soit X variable aléatoire réelle de fonction dearition F .

X est dite variable aléatoire absolument contirilex@ste une fonction posive f telle que :

t
JtoR F(t )=If(t)dt

—00

f est appelé densité de probabilité de la v.a.r X.

Conséquences
» En tout point de continuité tde la fonction f,@n F (t) =f(t)

» S'il existe une densité f, alors la fonction deawfion est continue (P[X=a]=0)
Propriétés
> [ fdt=1
[}t
+00
> P[X>t]= It f(x)dx
> DADIB Pye(A) = jA f (x)dx

b
> Px(fa b)) =F(O) - F (a) = [ f (X )dx

Propriété

Toute fonction réelle f vérifiant les conditionsdgssous est une densité de probabilité d’'une Xa.
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1. OxOIR, f(x)=0
+00
2. j_m f(t)dt =1
3. fcontinue sur IR sauf en un nombre fini de points.

Définition
Soit X une v.a.r. absolument cntinue de densi@®ri dit que X a une espérance mathématique ssi

+00, +00
_[_OO‘X‘ f (X)dX est finie. Dans ce cas m = E [X ]J._:oo xf (x)dx
Propriété

+o00
Soit g une application mesurable, ona: E Kg)(]= J_w g(x) f (x)dx
Définition

+00
Soit X une v.a.r. absolument cntinue de densit®rf dit que X a une variance s‘(si (x- m)2 f (X)dx est
—00
. +o00 2
finie. Dans ce cas Var [ X ] ‘[= (x=m)“ f (x)dx
—00

Exercice.
Soit la fonction f définie par :

ax(l-x) si0sx<l1

f(x)=
0 sinon
i) Déterminer a pourque f soit la densité de prokahiliune v.a.r X
ii) Calculer 'epérance mathématique de X et sa vagianc

Fonction caractéristique
Soit X une v.a.r. absolument cntinue de densi@®ri appelle fonction caractéristique de la Xdadtiondx
définie de IR dans C par :
+00_j
b= E[€X1= [ e (x)dx
Remarque.

Toutes les propriétés de I'espérance mathématidaeds variance et de la fonction caractéristiqueswdans le cas

discret sont encore valables dans le cas continue.
2. 6. Lois usuelles absolument continues

2.6 .1 Loi uniforme sur un intervalle [a,b]

1 .
=! b-a si x0O[a,b]

0 si xO[a,b]
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Notation: Z(X)=U( a, b))

Propriétés
b2_a2
. - ath. :
E[X] 2 ;Var [ X] 17
1 eitb_eita
. ¢X(t)_ﬁ it

2.6 . 2 Loi normale centrée réduite ( Loi de Gauss)

_ 1 X212
f(x)=—=—e OxOIR
(x) on

0
Propriétés
= E[X]=0 ;var[X]=1
12
+ det)= € 2

Notation : Z (X)= ¥ (0, 1)

Propriété
Soit@la fonction de répartition d’'une variable de i (0, 1).
Ona: @(-x) = 1- o(x)

2.6.3. Loi Normale de paramétres m et

-1 —l(x—m)2
f = ——€ H|¥V——— OxdIR
(X ) O'\/E[ 2 o X
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Fonction de répartition

At :
F0)= 1-e sit>0
0 sinon

Notation : L (X)= ¥ (m,d?)
Propriétés

* E[X]=m ;Var[X]=0?

imt—%tz Notation : Z(X)= E (\)
T )= € Propriétés
L] E[X]—i et Var[X ]—i
Propriété ) _/]2
Soient X v.a.r de lgiv(my, 0']2_ yet Y var de loit( my, O'% ) 2.6. 6. Loi gamma de parametres et b
_ 2 2 a
XOY = Z(X+Y)=48(m+m, 01+ 03 ) bY 41 —bx .
f)=1r(a) € si x>0 (a>0 et b>0)
2.6.4. Loi gamma de paramétrest : 0 sinon
Rappels
. Notation: Z (X )= T (a, b)
00 —
r (cx)=_[ x@1e™%dx o
0 Propriétés
Ona:
. E[X]—g ; Var [X]—i
= T(o+l)=al(a) etf(n+l)=n! sirdIN b’ T2
1 -1
S S == - o0 =
1]
b
Densité de probabilité :
Propriété
1 ga.-x = Soient X v.a.r de loi de probabilifé(a; , b)et Y v.a.r de loi de probabilit¢a, , b)
——x""e si x>0 y =
f(x)=1 T (a) XOY = Z(X+Y)=T (a0, b)
0 sinon

C ticuliers.
Notation: Z (X) =T (a) as particuliers

Cas 1 : Loi exponentielle

Propriétés
= E[X]=qa; Var[X]= « E (M) =T(12)
= () :i Cas 2 :Loi gamma de paramétresa :
S\
(1_It) Foa)=r(,1)

2.6.5 Loi exponentielle de parametr@ . )
Cas 3. Loi du khi-deux

Densité de probabilité n1
On dit que X suit une loi du khi-deux de n degediderté ( nJIN*) lorsque Z (X)=T (E ’Ej

aved >0 Notation : L (X) = )(rz1

_At .
0= Ae sit>0
sinon
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Propriétés
= E[X]=n; Var [X]=2n

[ ¢(t) :;
(1-2it)"'2

Propriété
I(X)=a10,1) = 1(x)=X?

Propriété
= Soient X v.a.r deloi de probabilitXﬁet Y v.ar de loi de probabili)éfn

XOY = Z(X+Y)=X2m
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