Chapitre 1

Transformees



Transtformée de Fourier



Transformeées intégrales

O Motivation : Elle permet de calculer explicitement
les solutions d’une classe assez large d’equations
différentielles posées sur I'espace en suivant le
schéma suivant :

Equation diff 2> (TF) Equation plus simple
->solution

Solution-2>(inverse de TF) solution de
I’équation initiale

Pr H. El Ouardi 3



Intégrales dépendants d’un parametre

Soit f:R xR —> R*™ une fonction continue

Definition: On dit que f est dominée sur [a,b] s’il existe une fonction
g:R —> R" telle que [ “g(t)dt < oo et [f(t,x)|< g(t),Vx e [a,b]

Proposition:

Soit f : Rx R — R une fonction continue et dominée sur [a,b].
On pose F(X) :_[R f (t,x)dt pour x €[a,b].

a) F est définie et continue sur [a,b].

b) Supposons que pour tout (t,x) € R x|a, b]% f (t, ) existe,soit continueen (t,x) et soit dominéesur|a,b].

Pr H. El Ouardi 4



A lors F est dérivable et

F'(X)=faa—xf(t,x)dt pour te [a,b ]

Exemple :

Soit x [a,b], on définit F(x) = jR exp(~t2x)dit.
a) F est définie et continue sur [a,b].

b) F est dérivable sur [a,b] et F'(x) = — thZ exp(~tx)dt.

Preuve ......
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Rappel

IX —IX

- . e” +e
e” =cosX+1Sin X COS X =
_ eix_e—ix
Sin X = :
2l
1 si Xe A
Xa= .
* 10 sinon




Transtormée de Fourler
Soit f :R — C une fonction intégrable sur R

Définition: La transformeée de Fourier de f en u réel
est definie par

(Ff)(u) = Ojo e e7UNf (t)dt

1) I'application (Ff):R—C est appelée la
transformeée de Fourier de f.

2) l'application f:_F SFf est appelée la
transformation de Fourier de f.
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Remarques

1)Ff est definie sur tout R
f(t)exp(-2iz xt)| < |f (t)|, qui est intégrable sur R.

2) Une fonction périodigue non nulle n’est pas
iIntégrable sur R = séries de Fourier.

3) Cette notion s’etend a des fonctions plus
genérales .....

Proposition :
a) Ff est continue sur R.
by (FF)(u) =20 lorsque u - infinie(-,+)
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Preuve

1) ...

2) Cas g est de classe C! a support compact et ....
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Propriétés de F

Soit ¢,,c, e C,aeR’,
f,g:R — C integrables, F=Ff, G=Gg alors

c,f +c,g——>cF +c,G Linéarité
t
f (a) i >\a\ F (au) Changement d’échelle
f (t+a) ——exp(2izau)F(u) translation

exp(2irzat) f (t)—— F(u—a)

modulation

?L) F(-u) conjugué
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Preuve

Directement de la définition de la transformation
de Fourler.
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Convolution

Définition :
Soient f et g deux fonctions integrables sur R
c'est a dire telles que _[_m\g(t)\dt < o et _[_m\f(t)\dt < 0.

On appelle convolee de f et g la fonction

o0

(f*g)t)= | f(t=s)g(s)ds = (g* f)(t)

— 00

Pr H. El Ouardi



Proposition

f*g——>FG
fg——F*G

Convolution et produit
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Preuve :

F(f*g)(X)=[ (f*g)exp(-2itx)dt
_ j: ( j: f (U)g(t —u)du) exp(-2iztx)dt
= f: f (u)(f: g(t—u)du)exp(-2iz(t —u)x)dt)du

— j: f (u) exp(=2izux)( j: g(v)du) exp(—2izvx)dv)



Proposition (Admis)

(F (Ff ))(U) = f (—U) réciprocité

Conservation du

]9 F(U)G(U)du — sz f(t)mdt produit scalaire

— 00

I “: (u)‘2 dU _ ]‘2 ‘f (t)‘Z dt Identité de Parseval




Exemples fondamentaux

Soit a,be R,ne N, y, lafonction indicatrice de A

sin(2zau)
2rau

b X o —— 2ab

2
1+(27zu)2

exp(—|[t) ——
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Exemples fondamentaux

Soit a,be R,ne N, y, lafonction indicatrice de A

sin(2zau)
27rau

b;(]_a,a[ "~ 2ab

2

exp(—|t) ——
P H) 1+(27zu)2
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Exemples fondamentaux

, n!
" exp() 2j.y — )(1+2i7zu)”+1

exp(—t”) ———>exp(—zu®)



Preuve :

F by, )(U) = exp(-2iztu)by, ,  (t)dt

=D faexp(—Zi;ztu)dt
2irua _ 4—2izua -
_ b e e P sin(2zau)

U 21 27rau




f (t) =exp(—7zt*)

F(f)(u)= J'j: exp(—2ixztu) exp(—t?)dt

(Ff) est derivable

Fi(f)(u)=-2iz|  texp(-2ixtu)exp(—zt")dt



(- 1 40
——exp(-2iztu) exp(-zt?) | -
— _2| _ 2 J—o0

- +00 - 2
17U LO exp(—2iztu) exp(—zt-)dt ,
=-27uF(1)(u)



y=F(f) est solution de l'e.d.o

y'= -2z uy
de solution :
y = K exp(-7u?)

y(0) = [ “exp(-xt?)dt =1

— 00

Enfin (Ff)(u) =exp(-zu?)



Exercices

SINt ¢
1) Montrer que : >TTY1 1
t |22l
12 —> exp(—27 |u|)
1+t

2) Calculer les transformées de Fourier des
fonctions suivantes:

exp(-2[t), exp(-zt®),exp(-t*)sint, xy o
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Transformée Inverse

O Théoreme important:

Pr H. El Ouardi
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Forme générale d’inversion de Fourier

O Si F est intégrable sur R, alors

f(t) = T e'*""'F (u)du

— 00

O En pratique, étant donné F, il s’agit de calculer
explicitement cette integrale, ce qui est souvent
délicat.

O On se peut se ramener aux exemples
fondamentaux.
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Application :
Résolution d’équations différentielles

O La transformée de Fourier permet de résoudre
explicitement une équation differentielle linéaire
posee sur R.

O Si les données de I’éguation sont périodiques,
alors on utilise les séries de Fourlier.

O Si ’éguation est posée sur une demi-droite, on
utilise la
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Proposition impotrtante

Soit f,g:R — C intégrables,
F=Ff, G=Gg et c,,c, e C alors

. d f " .
f = T3 —> (217 u)F (u)

f " = —> (2iz7z u)®*F (u)

—> (2iz7z u)®F (u)

Pr H. El Ouardi
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O Preuve :

Définition de F et la formule d’integration parties
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Coefficients dépendants de t

Soit f:R — C iIntégrable,
F = Ff.Alors

F

tt (t) — F(u)

t> f (t) —F> ( | j F "(u)




O Preuve :

Définition de F et la formule

. i O .
te—|27rut: e—|27zut
2x Ou ( )

et les proprietés des intéegrales déependant d’un
parametre.
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Travaux Dirigés

TD1 :
Trouver une fonction f:R — C

Integrable sur R solution telle que
—f"(t)+ f(t) =exp(-t*), teR



Corrigé :

O La transformée de Fourier donne :
(27 U)?F (u)+ F (u) = F (e Y )(u)
1

F = F e_t2
1 + 47[2u2 ( )

0O Enfin :

F = % Fe'*e') = f(t):% NLEONS




TD2 :

1) Calculer la transformée de Fourier
1+x si xe[-1,0]

dela fonction f(x)=41-x sixe[0,1

0 sinon
L

2) Dedmrejm sin” X dx.




TD2 : formule de Parseval




Transtormée de Laplace




Motivation

Résolution des
Equations différentielles linéaires
Résolution des
+ Equations algébriques.
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Probléme Laplace . equation simple
sy
yO=y@©=0 | - (s+1)°
| Transformée | |
Résolution ? " &0 nce | Operation
| i . algébrique
: | -
solution'y solution Y
1 1 1 < |
y(t)=—=cost+=te™' +=e™ ) 5 _ 1
2 .z L | TGy
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Transtormée de Laplace

o Définition:

F(s)= L(f)(s):Te‘S‘f(t)dt pour f(t),ett>0

o Inverse: f(t)=L*F)
o Linéarité: L{af(t)+bg(t) }=al{f (t)}+bL{a(t)}
O Théoreme:

L{e® f (t)} = F (s - a)

e® f(t) = L {F (s - a)}
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Existence
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Définition. ( Physique)
Soit un signal V(t) défini et continu V t [0, .
Sa transformée de Laplace v (p) est definie par

v, (0)= j v e Pt .
O

Ou p est un nombre conmplexe
Note. La continuité sur tout I'intervalle |0, o

n'est pas requise, le signal peut étre continu par morceaux



Transformée de Laplace

- Exemples Signal TL
U(t) - 1
1 Echelon unité U (t) 5
. - . I -at 1
Exponentielle décroissante U(t)e “",a>0 —
0 t p+a
Echelon unité
U(e, a> 0 Exponentielle complexe U®e™®t >0 1
1 p—l(D
0 t Note: la TL n'est pas définie pour tout p: la partie réelle de p doit

Exponentielle décroissante étre plus grande qu'une valeur, ['abscisse de convergence.
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Liste des transformees de Laplace

f(t) £(f) f(t) L(T)
1 1/s ! cos ot S
$° +w°
t 1/s? 8 sin ot W
s+’
t2 21/s° 9 cosh at S
s*—a’
tn N 10 sinh at 3
(n=0, 1,..) Sn+1 SZ_aZ
ta T'(a+1) 11 | edtcos wt s—a
(a positive) gt (s—a)’ +w’
pat 1 12 eatsin et @
s —a (s—a)*+o°

PrH
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Dérivée

O Théoreme 1
= Transformée de Laplace de f existe
= f'(t) existe et continue pour { > O

L(f')=sL(f)- f(0)

O Théoreme 2

L(F™)=s"L(f)-s"*f(0)-s"*f'(0)—---— f"V(0)
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Equations différentielles

y*+ay'+by =r(t) y0)=K;, y'(0)=K,

[S°Y —sy(0)—y'(0)]+a[sY — y(0)]+bY = R(s)

1
S) =
Q(S) s‘+as+b

Y (s)=[(s+a)y(0)+y'(0)]Q(s) + R(s)Q(s)
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Application des Transformées de Laplace

y'=3y'+2y=4 y0=0 Yy'(0=1
[s?Y —1]-3[sY]+2Y =4/s

1 1
s°—3s+2 (s=1)(s-2)

Y(s)=Q(s)+(4/5)Q(s) = s(s —SlJ)r(i - 2)

Q(s) =




S+4 R1+R2+R3

—s(s=1)(s=2) s s-1 s-2

S+ 4

R R
=R, +5| —+— = R, =2
(s=1)(s-2)|_, s—=1 s-2)|_,
R R
S+ 4 =R2+(s—1)(—1+ : j = R, =-5
s(s—2)|._, s s—=2)|
R R
S+4 =R, +(s-2)| ++—= = R, =3
s(s—1)|__, s s-=1)__,

Pr H. El Ouardi
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y(t)=L"(Y):




Transformée et Intégrale

Pr H. El Ouardi
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Exemple

u(t)

v

Pr H. El Ouardi

u(t—a)

v
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Applications

O Théoreme

L{f (t—a)u(t—a)}=e"F(s)

f(t—a)u(t—a)=L"{e *F(s)}

— aS

L{u(t-a)} = es




Convolution

o Définition !
h(t) =(f *g)(t) =j f(r)g(t—7)dz

0

(f*g)(t)=L{F(s)G(s)}

yray+by=r(t) y(0)=0 y'(0)=0

O Propriété

O Application

Q(s) = ——
s’ +as+b == y(1)= jq(t 7)r(z)dz
Y (s) =R(s)Q(s)




Transformée de Laplace

o Déconvolution

1. Décomposition en éléments simples de premiére espece
1 A B C
2 _ >+ +
(p-a)°(p-b) (p-a)° ((P-a) (p-b)

Pour calculer A (resp. C), on multiplie I'’équation par (p - a)? (resp. p - b)
et on fait p = a (resp. p = b). On trouve :

! 1 .| 2 _ 1
A_Lo—b} 2 "ab {(p—a)z} = o-a

Pour calculer B, on multiplie I’équation par (p-a) et on fait tendre p vers
I'infini. On trouve: B = - C. Les originaux des élements simples peuvent
alors étre trouvés directement a partir des tables de TL usuelles.

Pr H. El Ouardi 52



Transformée de Laplace

0 Déconvolution

2. Décomposition en éléments simples de deuxieme espece

C’est le cas ou le dénominateur est un trinbme du second degré qui n’a
pas de racines réelles. On décomposition en éléments simples de 2eme
espece :

2 2
APl = a[(p+b) , 4ac-b ] _ a(P2 " Az),

2a 4a°
2
avec P =p + D eta= Vaac -b
2a 2a
1 1 1 1 1

aP+ptc @ Pl a2 P2/A2+1

Pr H. El Ouardi
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Transformée de Laplace

0 Déconvolution

Exercice. Calculer les fonctions du temps qui ont pour TL les

expressions suivantes:

1

p3 + 3p2 + 2P

1 1

p> -1 p>+p°-p-1

Pr H. El Ouardi
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Transformée de Laplace

o Calcul opérationnel

Exercice.

5(1)

o\

istribution de Dirac

0)

0

H(t)= ?
h(p)="?

t

On définit la distribution de Dirac 6(t) de la maniere suivante:

o(t) a pour TL: 1.
2
Résoudre I'equation différentielle: ay + 200q av + co(z)Y = 5(t)
dt? dt
(o et oy sont reels et positifs et ne dépendent pas du temps).

Discuter brievement la nature de la solution en fonction de o.

Note

La méthode présentée dans cet exercice permet de retrouver
la réponse percussionnelle d'un systeme linéaire stationnaire
lorsque I'on connait I'équation différentielle a laquelle il obéit.
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Transformée de Laplace

o0 Reéponses

Exercice. Eléments de réponse:
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