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Introduction

La Mécanique des Milieux Continus a pour objet de définir les
lois qui régissent le comportement de tous les milieux qui
respectent I'hypothese de continuité. Pour cela elle utilise les
lois fondamentales de la mécanique basées sur la description
dynamique du milieu. Pour étre en conformité avec les
résultats expérimentaux basés sur une description
cinématique, nous serons amenés a employer les lois de
comportement. Dans le cas le plus simple nous aurons a
traiter des problemes d'élasticité linéaire dans |'hypothese
des petites perturbations



Quelques citations et réflexions...

* Chaque matin en Afrique une gazelle se
réveille. Elle sait qu’elle doit courir plus vite que
le lion le plus rapide ou elle sera dévorée.

Chaque matin en Afrigue un lion se réveille . |l
sait qu’il doit courir plus vite que la gazelle |a
plus lente ou il jeunera.

Peu importe que tu sois un lion ou une gazelle,
qguand le soleil se levera, tu ferais mieux d’étre
déja en train de courir.




* || n’y a pas de vents favorables pour celui qui
ne connait pas son port.

* Ce n’est pas parce que les choses sont difficiles
a faire qu’on ne les fait pas, c’est parce qu’on
ne les fait pas qu’elles sont difficiles.

* Chacun réve de changer ’humanité mais
personne ne pense a se changer lui-méme.



LE CHENE ET LE ROSEAU
Jean de la Fontaine

Le Chéne un jour dit au roseau :
Vous avez bien sujet d'accuser la Nature ;
Un Roitelet pour vous est un pesant fardeau.
Le moindre vent qui d'aventure
Fait rider la face de 1'eau,
Vous oblige a baisser la téte :
Cependant que mon front, au Caucase pareil,
Non content d'arréter les rayons du soleil,
Brave l'effort de la tempéte.
Tout vous est aquilon ; tout me semble z¢éphir.
Encore si vous naissiez a 'abri du feuillage
Dont je couvre le voisinage,
Vous n'auriez pas tant a souffrir :
Je vous défendrais de l'orage ;
Mais vous naissez le plus souvent
Sur les humides bords des Royaumes du vent.
La Nature envers vous me semble bien injuste.

Votre compassion, lui répondit 1'Arbuste ,

Part d'un bon naturel ; mais quittez ce souci.

Les vents me sont moins qu'a vous redoutables.

Je plie, et ne romps pas. Vous avez jusqu'ici
Contre leurs coups épouvantables
Résisté sans courber le dos ;

Mais attendons la fin. Comme 1l disait ces mots,

Du bout de I'horizon accourt avec furie

Le plus terrible des enfants

Que le Nord et porté jusque-la dans ses flancs.
L'Arbre tient bon ; le Roseau plie.
Le vent redouble ses efforts,
Et fait si bien qu'il déracine

Celui de qui la téte au ciel €tait voisine,

Et dont les pieds touchaient a I'empire des morts.



Meécanique des Milieux Continus

Milieux Déformables
| Forces de Contact
I Contraintes

V Loi Fondamentale de |la Dynamique
V Deéformations

VI Relation Contraintes - Déformations



| Milieux Déformables

* |-1 Forces Externes et Equilibre Mécanique
* |-2 Comportement d’une Structure
* |-3 Raideur et Rigidité




-1 Forces Externes:
Equilibre Mécanique

Equilibre des Forces Z F=0

—

Equilibre des Moments ZM =0



-2 Comportement d’une Structure :
Essai de Traction

Al

Elasticité Rupture

Rigidite de la Structure F=KAl




-3 Raideur et Rigidité :

Géomeétrie de la Structure et Comportement du Matériau

Rigidité de la Structure F=KAl

F~S <= Expérience = A~ ‘
1
K~S 1

| F ANl K~- A
> = F < / r
Contrainte l Déformation
Raideur du Matériau
F, . .\ G Al,
Acier
F, Plastique / Al
Al e L




Il Forces de Contact

-1 Forces Internes : Action et Réaction
-2 Forces Internes : Répartition Homogene

-3 Forces Internes : Répartition non Homogene
-4 Vecteur Contrainte : Etat Local



II-1 Forces Internes :
Action et Réaction




II-2 Forces Internes :
Répartition Homogene

F . F
7=t
S

Le Vecteur Contrainte T’

est indépendant du point dans la section S



1

lI-3 Forces Internes :
Répartition non Homogene

F=| Lf(M)dS

Le Vecteur Contrainte 7 dépend
du point M dans la section S

-



gsl’

l1-4 Vecteur Contrainte :
Etat local

—_
o — F

F = j Lf(M,ﬁ)dS

—

/n

1l

F
T

n

T' dépend : du point M dans la section S
- de ’orientation 7 de la section S



Il Contraintes

* |[I-1 Tenseur des Contraintes
* |ll-2 Représentation des Contraintes



III-1 Tenseur des Contraintes

-1.1 Repere local : Traction, Cisaillement
-1.2 Tenseur des Contraintes : Définition
-1.3 Tenseur des Contraintes : Symétrie

-1.4 Contraintes Principales et Axes Propres
-1.5 Sollicitations Principales

-1.6 Invariants du Tenseur des Contraintes
-1.7 Sphérique et Déviateur des Contraintes



11I-1.1 Tenseur des Contraintes :
Repere Local

r Facette de centre M et

— de normale #’

T —

~ 1(M,n)
n
n,r, T coplanaires Triedre local direct 1_1: 7: t
G, = Ten Traction>0 Compression <0
O = Ter Cisaillement

nr IR

O'ntZTotZO



I1I-1.2 Tenseur des Contraintes :
. Equilibre local des Forces

\ T(#)dS =T,dS, +T,dS, + T,dS,
—?\

—
X,

%
T,

x3 -T1

— O, 0O, Oy
T o8> —_
7 T(n)=|o, 0y, O4|n,
X -T
2 X, O3 O, Og3|l,

X, T, X, L )
X, ITM,n)y=c(M)en



111-1.3 Tenseur des Contraintes :
Equilibre local des Moments

O, dx,dx;, dx,= o, dx;dx, dx,

(0) —
dx, / 31 dx, dx, dx, dx,
. | ) 0, dxydx, dx,= o,,dx, dx, dx,
4D /
dx,| .
3| O
(o G111 Oy
O (M ) Gy, 0y O3 C..=GC..
Cl’)Cz ij Ji
G,3 O33

Le Tenseur des Contraintes & (M) est Symétrique



I11-1.4 Tenseur des Contraintes :
Contraintes Principales et Axes Propres

t =o7
T=X
— >N

S(M)= A5 (M)'4



111-1.5 Tenseur des Contraintes :

Sollicitations Principales Traction - Compression

Uniaxiale Biaxiale Triaxiale Hydrostatique
GIOO GIOO c7100 -pOO
000 00,0 00,0 0-p 0
000 000 00 o, 0 0-p

i

7

I\

>,

f — |

<




111-1.6 Tenseur des Contraintes :
Les Invariants Tensoriels

c, 0 0
(M) |0 o, 0
0 0 o

(M)

0-11 021 031

612 622 632

G5 G,3 Oj;

I=o,to,t0, = chk =3 0,,=Tr(o)

I 2~ Oy GII+ G Oy + 010, = (0-11 G,,- 0-122) + (611 G;;3- 0'132) + (0-22 O;;— 0-232)

I.=0, 6,6,, =Det(c)

Caley-Hamilton

& 15 +1,6-1,5 =

6 Composantes = 3 (Invariants ou Valeurs Propres) + 3 Angles d’Euler

ol



111-1.7 Tenseur des Contraintes :
Sphérique et Déviateur

o o-mO 0 Gi1=Om Oy G3, szlTr(E)
cM)=S+D=|0 6,0 |+ o, 6,-0, O,
» 1 N2
— - Tr(D
0 0o, Gy3 G,; O33-0p, O 3 (D7)

Sphérique S Tr(S)= Tr(o) Déviateur D Tr(D)=0

o, Contrainte Déeviatorique Moyenne (Cisaillement)
n Tenseur des Directions Tr(n)=0 et Tr(n?)=3

10 0 ) 0 0
G(M)=S+D =005 +0,7 = 010]|+0s] 0 m(mw 0
001 0 0 m(p

6 Composantes = &+ 04+ W +3 Angles d’Euler



I1l-2 Représentation des Contraintes

-2.1 Contraintes Octaédriques

-2.2 Espace des Contraintes

-2.3 Criteres de Plasticité et de Rupture
-2.4 Ellipsoide des Contraintes

-2.5 Cercle de Mohr Principal

-2.6 Cercles de Mohr

-2.7 Cisaillement Simple




I1I-2.1 Représentation des Contraintes :
Contraintes Octaédriques

- 100 D,0 0
G(M)=S+D = 010+ 1]0D,0
001 0 0D,
_ Sphérique S Tr(S)=Tr(c) Déviateur D Tr(D)=0
2 :%Tr(E) o’ =%Tr(ﬁz)

o, Contrainte Déviatorique Moyenne (Cisaillement)

- |
o,=nel =nSn+nDn= 5Tr(S)+%@D-) c, O. =0

nn m



I11-2.2 Représentation des Contraintes :
Espace des Contraintes

c, 0 0
0 o, 0
0 0 o,

O-II

1
=55l OH « HM =0

o[ =Tr(5%)

Déviateur

|| = Tr(D?)

—

OM =|o,

H

—

OH =|o

—

_|_

c,—C

m

c,—0O

m

c,—0O

m



I11-2.3 Représentation des Contraintes :
Criteres de Plasticité et de Rupture

Limite de Rupture o,

"G, en Traction sur X
Pont R ©, « =0, <
Limite Plastique en ,
PomtP o, « = o, <oy

Cisaillement o, sur I1



I11-2.4 Représentation des Contraintes :
Ellipsoide des Contraintes de LAME

T, c, 00 n, 2 2 2
T3 O O 63 n3 1;2 Gl 0'2 63

Lorsque n appartient a un plan principal, T appartient au méme plan



I11-2.5 Représentation des Contraintes :
Cercle de Mohr Principal

c,0]0

0o

Facettes contenant la direction principale X,
Facette de normale x;, to,,
00 o,

de normale € au plan X, X, E(M ) =

X
3 t/l X3t Facette de normale n
(f X, n - c,,=Ten=non=0C+Rcos20
T _ c =Ter=nor=-Rsin20
xl Gnn_ 62 "

et



I11-2.6 Représentation des Contraintes :
Cercles de Mohr

Facette dont la normale 7 appartient a un plan principal (X; X,)

c,00
00,0
00 o,

G (M) =




I11-2.7 Représentation des Contraintes :
Cisaillement Simple

- 0-t0
c=|-100
000
“Gnr
X,
XZ
>O
G nn
X1
B 00
oc=100c0
000

Le cisaillement est maximal sur les facettes orientées a 45° des facettes principales



IV Loi Fondamentale de |la Dynamique

* V-1 Conditions aux Limites

* |V-2 Bilan des Forces : Equilibre Dynamique

* |V-2 Equation de I'Equilibre Dynamique

* V-3 Exemple : Prisme pesant

* V-4 Application : Optimisation en Compression



IV-1 Loi Fondamentale de la Dynamique :
Conditions aux Limites

Au Point M de la Surface : & (M)ii = f(M)
® 5 Normale Extérieure
® f Force Extérieure Appliquée (/ unité de surface)

Gy OO0 |y g f, G, o,/
G, 06,0, o =1, = |b. onks
G31 O3, O33 1 f; fi £
f
\r" )e e 0 G, 0,0
P . M f=|0 = |o, 0,0 X3
g 9 ’ 0 00
La normale n a une surface libre de charge

est direction principale a valeur propre = ()



IV-2 Loi Fondamentale de la Dynamique :
Bilan des Forces : Equilibre Dynamique

Au Point P en Surface : — =
4 ® n Normale Extérieure (P =7(P)
® f Force Extérieure Appliquée (/ unité de surface)

Au Point M en Volume :
® v Accélération

® ' Force Extérieure Appliquée

wrzr = [[{ev = [[jpiav + [[as

|| fas = [|&Hds =[] Divyzay

Conditions aux Limites Théoreéme de la Divergence

Div,c +p.t = py



IV-3 Loi Fondamentale de |la Dynamique :
Equilibre Dynamique : Div,c

06, , ml'=%/" projection des Forces sur ’axe x,

2 pY, dx, dx, téx3 = pX, dx, dx,dx,
c
+(oy,+ axl" dx, - &,)) dx, dx,
+( Gyt 60-12 dxz - 0'12) dxl dx3
Gis 5 2
- dx X1 +(0'13+ Gy3 dx3 - 0'13) dxl dx2
12 dx 3 3
X, 1
0c,, 0OC
+60'12 +6613 +6x12 +6x13 P =P,
ey
DiVDO' = +a,(:22 +a:23 DiVDG T p-+ = pY
2 3
9oy | 0oy %0 4pxX, = py
ox, Ox, 0x;




V-4 Loi Fondamentale de la Dynamique :

y Exemple : Prisme pesant N
ax+by+r kx+ly+t ax kx v
n D)= |y 4t evrdy +s‘ 7 ke extdy +s‘
— ¢ 0 kv
N ex+dy+s | == IO 0 |
X 0 -po(h-xcotga-y)
F ln
by+r ly+t -1 0 b = =0
ClL.enx=0 :c(0,y)n=0 Vy ‘ly +tdy +s| 0 ‘0 = L —t=0
z a 0 a=0
Equilibre Statique : Divye + pX=0 ltd = ‘p =>  td = o
C.L. en y=h-xcotga. : 6(x,y)n=0 0l cosa ‘0 — ;{: _Oﬁd; P
kx cx+dy+s || sino 0 ¢ = poeotga

htga. htga 0 0
Cloeny=0 =t /G cind =P /l(h xcotga) ™ ‘%P h htgo. — | p



IV-5 Loi Fondamentale de |la Dynamique :
Application : Optimisation en Compression

o( h)‘ P, Contrainte maximale admissible o P,
GS
h - h
1
/ )
P, Profil évolutif
o(h) = 7 < Oy Equilibre de la tranche dz o(h) = c(0) = o
=pohl ) 7 ,
dz
P+ P,
o(0) = OT = o, ) | T _ l)=le o,
p S

c(0) = o(h)+ pcoh

o l(z) + p2 (z2)dz = 6 l(z+d7)



V-1.1
V-1.2
V-1.3
V-1.4
V-1.5
V-1.6
V-1.7
V-1.8
V-1.9

Robert Hooke

Translation, Rotation et Déformation
Conservation de la Masse

Champ de déplacement

Exemple : le Glissement Simple

Les Grandes Déformations

Petites Déformations et Superposition
Séparer Rotation et Déformation

Continuité et Compatibilité des Déformations



V Deéformations

* V-1 Tenseur des Déformations
* V-2 Représentation des Déformations



Robert Hooke

Pour supporter un chargement un milieu matériel doit se deformer

Extension A—l Glissement
/ l

T

D Q @

OO
XK

Q—T
L 4

[+Al T+

A P’échelle microscopique

A P’échelle macroscopique



Translation, Rotation et Déformation

\ A
Translation —¢ Rotation O -
—T
! i P> M
Rigide | Déformable

Seule la modifie les Longueurs et les Angles



Conservation de la Masse
le tenseur gradient

7 X =F()  dr =GradF()dX =ydX

Ox, Ox, Ox,
0X, 0X, 00X,
- |oOx, Ox, Ox,
T=lox, 00X, oX,
O0x, Ox,; Ox,
0X, 0X, 00X,

y|=Z m =) = pdy

el

v p=




Champ de Déplacement

d =y dX

di=(y- 8)dX=G(")dX

Ou, Ou, Ou,
0X, 0X, 00X,
— |Ou, Ou, Ou,
G= |ax, ox, ox,
Ou, Ou, Ou,
0X, 0X, 00X,

Tenseur Gradient de Déplacement

u(+dX) = u() +G( ) dX

Translation + Rotatior;
Déformation




< |

Exemple : Glissement Sim

0y O
000
000

1y 0
010
001

||
+

Qll
[

OO

100
010
001

_I_

ole

=] =]
[

Q!)H < ||
<| >




Les Grandes Déformations

X =yX=(1tGX
:_00‘5 5:_‘1/2 1‘/
[ Gr‘m G0 o

Les Grandes Déeformations ne sont pas Additives



Petites Déformations et Superposition

;7 F=pi=Ee)T W
u’ ., = ., = =. ., = _
X/ . A= po=6+Gnx u =G
X
x =7 =(31+G) =G

Qll
Qll
oll
Qll

G-

Principe de Superposition : les Petites Déformations sont Additives



Séparer Rotation et Déformation
=7 =(54G) xex =V (8+G)(8+G)

X, — o V+(1G +G) +>é<

1= = 1= =

=&+ ; E:E(G+G)+E(G—G)

.
A4 A4

Ql

P=12(14g, ) +(g, )’

l= \l{(l_l_gn)z'l'glzz}
I~ (1+g,)




UX+dX)=UX)+dU=UX)+ GdX
translation rotation et déformation

G = —(G+G + —(G-G
2% A

tenseur symetrique(déformation pure: &)  tenseur antisymetrique(rotation: )

G=¢c+w

™

-(G+G) et w=—(G-G
> ) e 5 )

Dans la suite de ce cours, nous nous interesserons qu'au tenseur des déformations pures : ¢



Etude des déformations

Comme la notion de contrainte, la notion de déformation ne peut étre

decrite par la donnée d’un simple vecteur.

Pour la définir, il faut se donner un point et une direction.

C’est une notion tensorielle. L’¢tat de déformation en un point,

tout comme 1’¢tat de contrainte, se définit alors par un tenseur. Ce tenseur est
symétrique d’ordre 2 et qui sera représentée par une matrice symetrique d’ordre 3.

dX dx
. dx =? dX
U
> —> — ——>
— dx’ =y dX’
dx =ydX
dx' = ydX'

_— f—

"dxdr= (ydX).(ydX") = 'dX( y7)dX' = 'dX C.dX'



Etude des déformations

C est un tenseur symetrique comme on peut le vérifier facilement
en le comparant a sa transposée.

On I'appelle tenseur de Cauchy Green.

On peut ’exprimer en fonction du tens eur gradient déplacement:

C =

“*<||
<l

='G+3.(G+3) = (G+5) (E §)=6+G+ G+G. G

Al
I
=i
|

dxdi— dXdX'= dX.C.dX - dX dX'= dX (C —&8)dX’

dxdi'— dX.dX'= dX ('G+G +'G.G)dX’



Etude des déformations

1 . e e
E=§(GE+ ‘GE+ GE'GY:Temr @& Gen Ilgop

dxdi— dX dX'= dX.('G+G+'G.G)dX ' =2. dX.E.dX

. . = 1
S1 % : E = p (G + G ) : tenseur des déformations pures

N
QI
_|_
N

N

I
92]]]

1
Eij =5 (Gij + Gji)

wyl]
U
N | =



Etude des déformations

1
= _(Gl.j +G,) pouri#j et &,=G,; ouencore:

121

1(6u auj) ouri#j et g—éui
e P J i~ Ay

l

Dilatation en M, dans la direction N:

dX =dX.N et dx =dx. 7

On définit I'allongement (ou dilatation linéaire) au point M, dans la direction N:

— dx—-dX
eMy;N)= % ;

9

C'est la variation relative de la longueur du segment initial dans la direction choisie.

—_—— —

(dx)? = 'dx.dx = 'dX.CdX = (dX . NC.N

_— = —

dcx=dXN N.C.N



d'ou:
e(MNy= P X NCN-1=v1+2/ NEN -1
X dX

par exemple : ( petites déformations)

{— — —

(MO,E) 1+2. E.EE —-1=14+2¢, -1=¢,

{— — ——

g(MO,E) 1+2. E,.E.E, -1=/1+2¢,, —1x¢,,

_— —

g(MO,E) 1+2. E EE, —-1=1+2¢,-1=¢,

Glissement ou distorsion angulaire :

On définit le glissement ( ou distorsion angulaire ) au point M,

dans les directions initialement perpendiculaires Net M:

— g -
V(MO;N,M)=E—(H,WI)



N dX

> >

_—— —

COS(R@):siny _ dx.dx _ dX.yydX' dX.CdX dX dX'.NCM

dx.dx' dx.dx'  dxdx dx.dx'
or:ﬂ: tﬁ?ﬁ et ax’ _ t]\—faﬁ donc .
aX
t— = — t— =— —
y(ﬁ,]\_/i ) = arcsin _N M —— = arcsin 2'_.N' E-M —
tﬁcﬁ t]\?CN (1+e(N)(1+¢e(M))

par exemple et pour les petites déformations :
f— — —

V(E E) = arcsin 2. b B, 261, v 20
(+e(E)A+e(E,)) (1"'311)(1"'822) I+¢, +é&y

~ 2¢,



f— — —

y(E,E):arcsm 2. E.EE, 2¢g,, N 2¢,, ~ ¢,
(1+&(E,))(1+£(E,)) (1+811)(1+822) l+e,+¢,
V(E,E;) _ arcsin 2. Ez. EE, 2¢,, 2¢,, ~2e,,
(1+&(E,))1+&(E,)) (1+822)(1+833) T ltey, tey,
;/(E,E)zarcsin 2. E.. EE 2¢&,, 2¢&,, ~ 2,
(1+&(E,))(1+&(E,)) T te,)(1+e,) lte,+e,
[ . 1 — )
&M, E) EV(M()»ElaEz) 57(M09E19E3) /
_ | | €1 €n
€= 57(M09E2>E1) ¢M,,E,) EV(ManzaEs) =€y ©&p
1 —— 1] —— — \ €31 €
57(M09E3>E1) Ey(M0,E3,E2) 8(M09E3)

\

Y




Lois de Comportement en élasticité
Lois de Hooke et Lois de Lamé

Le solide est suppos¢é homogene, isotrope, ne subissant pas de

variation de température et sans contraintes initiales (ou reésiduelles).

Les déplacements et leurs variations dans 1’espace (les déformations)

sont supposes tres faibles devant 'unité. Les deformations sont donc additives.

2 experiences fondamentales:

1= expérience: T 011
011 E11 = r déformation dans la direction 1
E: module de Young A A . . , : L
o o Mais il y a aussi des déformations dans les directions
ou module d’¢lasticité longitudinal; erpendiculaires 4 1- 2 ef 3
v: est le coefficient de POISSON E)rp . ' 4o .
0<v<0.5 experience montre que ces deformations sont
’ b = proportionnelles a: &4
< v
Al "l gy, =—v.64=- - 011 (déformation dans la direction 2)
€11 = T
' g =—V.64=- % 011 -(déformation dans la direction 3)



Lois de Comportement en élasticité
Lois de Hooke et Lois de Lamé

2Eme eXpErience: 012
q

V12 7
=
012
_ 2(1+v)

]/12: G 012 = 2. 812 — E 012

2(1+v) _ o
G = est le coefficient d’élasticité transversal;



Lois de Comportement en élasticité
Lois de Hooke et Lois de Lamé

Soit un solide subissant les les 3 €tats de contraintes suivants dans la base principale des contraintes:

\033

011 T
022
—
011 l

I 022

27 E
1 . _ Vv
1= ~V.&02 7 -5 022
oo _ Vv
3 = TV.&2 7 -5 022

I 033
E 3= £
rrr I
rrrs —_ v
€ 1= TV.&337 -1 033

(3)



Superposons les 3 états de contraintes (1), (2) et (3) et ajoutons les déformations respectivement

dans la direction (1), la direction (2) et la direction (3):

e TV v
11 = % 5022~ ;033
_ 1% O22 V
€11 = - 022+ -1 033

14 14 033

£ -= 011 -2 0 +—=
11 g 11" p Y22 E
D’autre part, on montre

facilement que:

_1+v v =
811 — T 0-11 — ETI'O-
1+v v =

Erp = _E 11 — = Tro
1+v —

833 - _E 11 - TI‘O'

ou €ncore

1
1 y
E
—V
Vv =
—Tro



On adopte souvent la repreésentation matricielle suivantequi :

— —— —— 0 0 o0
€ E E E Oy
€2 v 1 v 0O 0 0] 0%2
. E E E o
33 33
Sy v Lo |
€2 E E E Oy
2¢,, 0 0 O G 0 O o,
2¢,, 0 0 0 0O G O o,
0 0 0 0O 0 G



En ajoutant les 3 relations précédentes, on obtient:

Tro

On sait par ailleurs que:

Tre =

1+v . .
Sij:T O'ij pour -1 ij

1+v % =
— Oji — E Tro

Les deux dernicres relations se résument dans la suivante ( Lois de Hooke ) :

gij:TGij —%Tl'ﬁ'. 6,_] avece 6&':1 et 61} =0sii ;tj

= 1+V: v = = = . . .
Ouencore: € = ——0 — ET]‘O’. 0 avec d = I; = matrice unité



E 1% = E v.E =

oy,=——é&,+—Tro=——¢g;,+ re
1+v l1+v I+v (1+v)A-2v)
E .
o,=—"&, et plus généralement :
1+v
o, = igi. + vk Tre. 0, avec:0, =0 pouri# jeto, =1
7o 1l+v 7 (1+v)A-2v) ! /
ou encore .
s-fo vE_nTF
I+v (I+v)(1-2v)
E v.E
on note: U= et A=
2(1+v) (I+v)1-2v)

Ce sont les lois de Lamé :
:=2,uz+ﬂ,Tr;§ ou o, =2ue, +2,Tr;5l.j

Deux constantes et deux constantes seulement définissent 1'état ¢lastique d'un matériau :
E :module de Young et v : coeifficient de Poisson ou encore:

U :ler coeifficient de Laméet A : 2eéme coeifficient de Lamé



Continuité et Compatibilité des Déformations

=ul .I.‘

Continuité => du intégrable
Qi =G V=0 +0)
soit Rot E 0

Rot, = =-Rot, Q) =tGrad (,) Vecteur tourbillon EA = gzz
—>Rot, - = Grad &

d® = Grad ® <\ intégrable si Rot,(Grad ®) = 0
Inc( )= Rot,(Rot, ) Rot,(Rot, ) =(

2

[Inc(e)] = LIy Avec DiVDInc(:)=0

rml lkj ox axk




V-2 Tenseur des Déformations

V-2.1 Repere local : Extension, Distorsion
V-2.2 Tenseur des Déformations : Définition
V-2.3 Déformations Principales et Axes Propres
V-2.4 Invariants du Tenseur des Déformations
V-2.5 Sphérique et Déviateur des Déformations
V-2.6 Changement de Volume et de Forme



V-2.1 Tenseur des Déformations :

Repere local

Au point M segment
unitaire direction /
D w0 =01
[, r, u coplanaires Triédre local direct Z, r, ¢

e = nel Extension > (0 Contraction <0
8,4 = ne r Distorsion
Stl = lel = O



V-2.2 Tenseur des Déformations :

Définition  wwmiy=coni

I.e Tenseur des

Deformations € est Symétrique

S oY S



V-2.3 Tenseur des Déformations :
Déformations Principales et Axes Propres

—_—

-

U=Aii =A4gl = AZUAL - E

E(M)=AE(M)'A =a.c a,



V-2.4 Tenseur des Déformations :
Les Invariants Tensoriels

L E, 00 €n € &3
E(M ) 0 EII 0 ? (M ) €51 €5 &5
0 0 EIII €3, €5, €33

Iz= EI EII+ EII EIII + EIII EI = (811 €5- 8122) + (811 €33~ 8132) + (822 €33~ 8232)

I=E, E E, = Det(g)

BRI +1A-1,=0  Caley-Hamilton ~— 5 —[Z>+1,5-1,6 =0

6 Composantes = 3 (Invariants ou Valeurs Propres) + 3 Angles d’Euler



V-2.5 Tenseur des Déformations :
Sphérique et Déviateur

el
~~
<
~
I

el

e 0 0
E:OSmO
0 0 ¢

Sphérique S Tr(S)= Tr(e)

€&y
€1

831

€
€n-8,

832

©13 s =T
€3
g = lTr(ﬁz)
€378, d 3

Déviateur D Tr(D)=0

€, Déformation Déviatorique Moyenne (Distorsion)
n Tenseur des Directions Tr(7)=0 et Tr(n?)=3

Rl

(M)

o]

_|_

S|
ol

=& 0 +¢&,

6 Composantes =

10
01
00

0 @ 0 0
0 |+¢&a 0 mw O
1 0 0 m(p)

+ &4+ U +3 Angles d’Euler



V-2.6 Tenseur des Déformations :
Changement de Volume et de Forme

X
g, 00 = dx, dx, dx;
€E=]0¢0 dv=(1+¢,) dx, (1+€,)dx, (1+¢ )dx,
00
_y . dv- o,
X, Variation Relative de Volume =g +g+ o =Tr@e) =Divu
Sphérique § Déviateur D
Changement de Volume Changement de Forme

a Forme Constante a Volume Constant



V-3 Représentation des Déformations

V-3.1 Déformations Octaédriques

V-3.2 Ellipsoide des Déformations

V-3.3 Cercle de Mohr Principal

V-3.4 Cercle de Mohr et Déformation
V-3.5 Cercles de Mohr

V-3.6 Glissement Pur et Glissement Simple




V-3.1 Représentation des Déformations :
Déformations Octaédriques

- 100 D,0 0
(M)=S+D = 010+ 1]0D,0
001 0 0 D,

Sphérique §' Tr(S)=Tr(e) Déviateur D Tr(D)=0

x p— p—
? =%Tr(S) g =%Tr(D2)

=~
Il

£~

+ H I+
—_—

g, Déformation Déviatorique Moyenne (Distorsion)

+1DI :—Tr(S)+JTq-@-) £,  €,=E€

Nl
Nl
0!
~

m

2 —yeu—g>=[(S+D)I - =I(S* )l+2l(SD)l+ [(D*)] -

’”a=e
1 >} + DD - — Tr(D)/j e



V-3.2 Représentation des Déformations :
Ellipsoide des Déformations

u, €00 A 2 2 2
cleeells BEGREDE
w, looe Il 2 &) \&) \&

Lorsque / appartient a un plan principal, # appartient au méme plan



V-3.3 Représentation des Déformations :
Cercle de Mohr Principal

. _ Directions L a la direction principale X; g, 0
Direction x, 1, € auplan X, X, g (M ) = 1|0 &,
00 s,
R= € ;52
g +e,
oc= -

X3 t/l X3t Direction /
V x, | g,~uel=1gl=0C+Rcos20
u =uer=1J1gr=-Rsin20
' &= &

.
‘‘‘‘‘
.




8:

V-3.4 Représentation des Déformations :
Cercle de Mohr et Déformation

4 — -
Plan principal x, x, “u =X+u
wv—i
e 00 o
0¢0 . -
Ir < —oN /.
O O 83 29 \ u © "'.,,..,,,,,,(J
u
8ll




V-3.5 Représentation des Déformations :
Cercles de Mohr

Direction / appartenant a un plan principal (X, X,)

e 00
0¢,0
00 &,

gE(M) =




V-3.6 Représentation des Déformations :
Glissement Pur et Glissement Simple

ksr
1050 N - 00
g=|c00 o= £=10-=0
000 / \ 000
XZ Xl
-8. >&) X,
%
_gh
o
e x2 \ ¢X1

2¢ 0
00
00

Q|
I

‘ X

La distorsion est maximale sur les directions orientées a 45° des directions principales

La rotation ® = -¢ Le est le double de la distorsion v =2¢



VI Relation Contraintes - Déformation

-1 Contraintes et Déformations
-2 Lois de Comportement
-3 o et e Nominales et Naturelles

< < < <

-4 Le Travail de Déformation

&



VI-1 Contraintes et Déformations
Description de I’Etat Mécanique Local

Contraintes
T(M, n)=c(M)n Définition ' (Ml )=c(M)
/™~~~
Lo1 Fondamentale de la Dynamique 2- = Grad u+ ‘Grad u~ v
—— =Tr(:)=Div u

Divné + P = pf

0G.. Conservation de la Masse : Continuité
— +PX =PV — =

Ox; Inc(© )= Rot,(Rot, ©) =0

Conditions aux limites s s o LSij |
— ., ., Inc(e)]| =0_.0,.: = ()
o(Myn' = f(M) [nc(e)l,= O, NOX OX. |

Description du du Materiau



VI-2 Lois de Comportement
Equation d’E}at du Matériau

Fi{ o> dt EZ?}:O Contraintes
toUot

Solution du Probléme

Viscosité :

Elasticité Rupture

Description du du Matériau



VI-3 0 et € Nominales et Naturelles

! _ Vraies
~C
Nominales \\ '
>0,
< g, Naturelles
Nominales : £e ou Vraies
n;
G = i Elasticité Rupture F
n S o= (&
0 S
A 10+Al
LA S e
0 l, 0

La Lo1 de Comportement du Matériau relie € et G Vraies



< < < <

VI-4 Le Travail de Déformation

-4.1 Travail des Forces Externes

-4.2 Champs admissibles et Travaux virtuels
-4.3 Relation avec la Thermodynamique
-4.4 Reversibilités Thermique et Mécanique



VI-4.1 Le Travail de Déformation :
Travail des Forces Externes

orces de Surface : — L -
n Normale Extérieure c(M)n=f(M)

® f Force Extérieure Appliquée (/ unité de surface)

[[[owav = [[[ - p7 e siav + ([[ pX e siiaV + [[ [ » siidS

|

>
N
I
|
_ “_HHHHHHH\

+ => Champ de déplacement 6u

orces de Volume :
-py Force d’Inertie

® ' Force Extérieure Appliquée ( )

[[.7 e cids = [[[ DivGsi)av = [[[ Tr(& (65 +6Q)av + [ Div,F » sidv

[[[owar = [[[ Divsapi= ny)5ﬁdf7+m+ [[[ T @Goz)ar

Equilibre Dynamique Anti Symétrie

OW = Tr(coe)




VI-4.2 Le Travail de Déformation :
Champs admissibles et Travaux virtuels

€’ Cinématiquement admissible

u’ Conting dérivable
Inc(€”) =0
Lo1 de Comportement
' =F(g’} = S nEf
et DiVDé’ + p—;e py

—»

6 Virtuels

COII

o * Dynamiquement admissible

Div §*+p =p7*

c*n = f*

Lo1 de Comportement

g =Flc = Inc(g*);t()

é"" ?"“ f_’: E* Virtuels

SW = Tr(c*5¢)

Solution réelle

yf

1A
i
o™ |l

SW = Tr(cdg) J pissipe

Récupérable (Elasticité)
(Viscosité Rupture)

Bloqueé (Plasticite)



VI-4.3 Le Travail de Déformation :
Relation avec |la Thermodynamique

ATN\S n densité volumique d’énergie interne
‘ r=p-Ts F densit¢ volumique d’énergie libre

7 { flux de chaleur sortant S densité volumique d’entropie

| W densite volumique de travail regu

L 0 densité volumique de chaleur recue
1¢ principe

[[[oEav = [[[swav , [[[ s0av - 5[] Geiids

SW =Tr(55%) et [J;,@*7dS=[[[DivgdV — 55 = Tr(c5:)+50-5Divg

[N

2ime principe HJ;/&SdV - ”_‘;%dlf + 5”5%. ndS >0

q o . g . g 1. _ ¢gGradT T5S — (80 — 8Divg) = TSS — SE + Tr (G068 )
J.Isf°ndS_IIJ.VDlV?dV et Div=—DIVg ="=5—— et _ 1555 (oF + soT)

Sy, = Tr(cde) — (F+S8T) intrinséque
—> ——  Incréments de dissipation volumique &y = &y, + Sy, >0
oy, = —S(iT GradT?) thermique : ?



VI-4.4 Le Travail de Déformation :

Réversibilités Thermique et Mécanique

Dissipation volumique oy = dy, + Oy,
—> —

Thermique 8\|;2 = —B(iT Grad7)

Mécanique Sy, = Tr(cde) — (BF+S8T)

Réversibilité thermodynamique oy =0

Réversibilité Thermique &y, =10 oy, =0
ETGTﬁ;dT:O dF =Tr(ocde) — SdT
En particulier Elasticité parfaite
T'= Cte Isotherme En Isotherme :
q=10 dF = Tr(ode)



	Diapo 1
	Introduction
	Quelques citations et réflexions…
	Diapo 4
	Diapo 5
	Diapo 6
	I Milieux Déformables
	I-1 Forces Externes : Équilibre Mécanique
	I-2 Comportement d’une Structure : Essai de Traction
	Diapo 10
	II Forces de Contact
	II-1 Forces Internes : Action et Réaction
	II-2 Forces Internes : Répartition Homogène
	II-3 Forces Internes : Répartition non Homogène
	II-4 Vecteur Contrainte : État local
	III Contraintes
	III-1 Tenseur des Contraintes
	III-1.1 Tenseur des Contraintes : Repère Local
	Diapo 19
	III-1.3 Tenseur des Contraintes : Équilibre local des Moments
	Diapo 21
	Diapo 22
	III-1.6 Tenseur des Contraintes : Les Invariants Tensoriels
	III-1.7 Tenseur des Contraintes : Sphérique et Déviateur
	III-2 Représentation des Contraintes
	Diapo 26
	Diapo 27
	Diapo 28
	Diapo 29
	Diapo 30
	III-2.6 Représentation des Contraintes : Cercles de Mohr
	III-2.7 Représentation des Contraintes : Cisaillement Simple
	IV Loi Fondamentale de la Dynamique
	Diapo 34
	Diapo 35
	Diapo 36
	Diapo 37
	Diapo 38
	Diapo 39
	V Déformations
	Robert Hooke
	Translation, Rotation et Déformation
	Conservation de la Masse le tenseur gradient
	Champ de Déplacement
	Exemple : Glissement Simple
	Les Grandes Déformations
	Petites Déformations et Superposition
	Séparer Rotation et Déformation
	Diapo 49
	Etude des déformations
	Etude des déformations
	Etude des déformations
	Etude des déformations
	Diapo 54
	Diapo 55
	Diapo 56
	Diapo 57
	Diapo 58
	Diapo 59
	Diapo 60
	Diapo 61
	Diapo 62
	Diapo 63
	Continuité et Compatibilité des Déformations
	V-2 Tenseur des Déformations
	V-2.1 Tenseur des Déformations : Repère local
	V-2.2 Tenseur des Déformations : Définition
	Diapo 68
	V-2.4 Tenseur des Déformations : Les Invariants Tensoriels
	V-2.5 Tenseur des Déformations : Sphérique et Déviateur
	Diapo 71
	V-3 Représentation des Déformations
	Diapo 73
	Diapo 74
	Diapo 75
	Diapo 76
	V-3.5 Représentation des Déformations : Cercles de Mohr
	Diapo 78
	VI Relation Contraintes - Déformation
	VI-1 Contraintes et Déformations
	VI-2 Lois de Comportement
	VI-3 s et e Nominales et Naturelles
	VI-4 Le Travail de Déformation
	Diapo 84
	Diapo 85
	Diapo 86
	Diapo 87

