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Introduction

Deux grandes familles :

@ les systemes linéaires : Ax = b ou A est une matrice carréee
inversible et b un vecteur. ( Ou encore F(x) =Ax—-b=0)

o les systemes non linéaires : F(x) =0ou F : R" —: R" est une
application a n variables.



Beaucoup d’applications dans le domaine de l'ingénierie exigent de
resoudre des systemes d’'eéquations qui comportent souvent un
grand nombre d'inconnues. On rencontre ces applications, par
exemple, dans les domaines suivants :

@ |la mécanique des fluides : écoulement de |'air autour d'un
avion, écoulement dans une turbine hydraulique, etc.

@ la mécanique des solides : déformation d'un matériau soumis a
des contraintes extérieures, analyse des structures complexes,

etc.



Comportement hygro-mécanique de lames de parquet en services
(période de 42 jours, humidité relative augmentée de 20%).
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Ce calcul exige de résoudre un premier systeme linéaire de 35890

équations pour le mouvement de ['humidité puis un systeme de 107670
équations pour la déformation. Ces deux résolutions sont faites au total
129 fois pour décrire le comportement a divers moment dans le temps.



Systeme linéaire

Un systeme d’'équations linéaires est un systeme de n équations
linéaires a n inconnues

ai1xy + appxg +a13x3 + ... +apx, = by
< ar1xy +anxo+axx3+...+ayxy, = b
amX1+amXo+apx3+ ...+ amXn = by

.

i 2Xx1+3xp —x3 =5
A4x1 +4xp — 3x3 = 3
) —2xX1 +3xp —x3 =1

e




Ecriture matricielle
Ax = b

ou A dénote la matrice carrée d'ordre n des coefficients du systéeme
linéaire et b le vecteur du second membire.
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A= dj1 = din b = b,‘ X = X
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Exemple : Trouver x € R3 solution de




Etude théorique :

Trois énoncés equivalents :

@ Le systeme Ax = b admet une solution unique si et seulement
si A est inversible.

@ Le systeme Ax = b admet une solution unique si et seulement
sidetA#0

@ Le systeme Ax = b admet une solution unique si et seulement
si la matrice A est de rang maximal (autant d'inconnues que
d'équations et pas d'équation qui se répete).

Dans ce cas la solution est fournie par
o x=A"1p
det A;

det A
ou A; est la matrice A dont la colonne i est remplacée par b.

o La formule de Cramer : xj =

r




| es méthodes directes sont basées sur |'observation suivante : si le
systeme a la forme suivante

'
aix1 +axo+anxa+ ... +apxy, = by,
anxg+anxs+...+anpx, = by,
< a3xX3 + ...+ apXp = bs.
annx” p— b”.

.

la résolution est immeédiate.



Cet algorithme nécessite :
n(n—1)
® ™

° ”(”2_1} multiplications,

@ n divisions.

additions,




Rappel des propriétés des matrices

D est une matrice diagonale. L est une matrice triangulaire
inférieure. U est une matrice triangulaire supérieure.

(a1 0 0 ... 0 ) [a1 O 0 ... 0 \
0 a»p 0 ... 0 a1 axn 0 .. 0
b=1. L= @1 a2 a3 ... 0
) 0 _
0 .o 0L :
\ ann/ \ 31 32 a3 ... apn )
/ d11 d12 413 ... din \
0 a2 a3 ... ap
U = 0 0 333 ... 33p
\0 0 0 ... ap )/

n
Pour ces matrices, on a det D = det L = det U = [] aj;
i=1



Pour n'importe quelle matrice n x n inversible (ou non-singuliére)
A. ( c'est-a-dire la matrice A~! existe avec AA~1 = A71A =)

o A1 est unique
o A~! est non-singuliere et (A=1)"1 = A

@ Soit B une matrice n x n non-singuliere. Alors
(AB)~! = B71A-1




Notons le déterminant d'une matrice carrée A par det A

Si A = [a] est une matrice 1 x 1, alors det A = 3,

Si A est une matrice n x n, le mineur Mj; est le déterminant de
la sous-matrice (n—1) x (n—1) de A, obtenue en supprimant
la /-ieme ligne et la j-ieme colonne de la matrice A,

Le cofacteur Aij associé avec Mj; est défini par
Aj = (=1)" My,

Le déterminant de la matrice A,xn, lorsque n > 1 est donné
n

n
par det A = Z ajjAjj = Z(—l)j—l_jang; pour n'importe
j=1 j=1
quel i =1.2,....n




Opération élémentaire

Décrivons les 3 opérations élémentaires sur les lignes pour réduire
un systeme linéaire a la forme triangulaire.

@ Multiplication d'une ligne L; par un scalaire A non nul :
AL — L
@ Addition de deux lignes :
Li + AL — L
@ permuter deux lignes :

Li —— L;



A l'opération A\L; — L; correspond la matrice élémentaire notée
par M

/1 0 ... ... 0

0 . 0 ... 0
M= lignei [ o ... XN ... 0

0
\o0 ... .. 1)
Cette matrice est obtenue a partir de la matrice identité | en lui
appliquant l'opération AL; — L;.




A T'opération L; «— L; correspond la matrice elémentaire notée
par P (matrice de permutation)

[1 0 ... ... 0 )

o 0 ...00
P = ligne j 0 ... 0 1 0

ligne | 0
\ 0 ... .1

Cette matrice est obtenue a partir de la matrice identité / en lui
appliquant l'opération L; «—— L;.




Soit A une matrice n x n et notons le i-ieme ligne de A par L;

Si une ligne ou une colonne de la matrice A n'a que des zéros,
alors det A =0

Si A a deux lignes ou deux colonnes identiques, alors
det A = 0,

Si A est obtenue de A par I'échange des lignes L; —— Lj avec
i = k, alors det A = —detA,

Si A est obtenue de A par I'opération \L; — L;, alors
det A = \detA,

Si A est obtenue de A par I'opération L; + ALy — L; avec
i # k, alors detA = detA,

Si B est aussi une matrice n x n, alors det AB = det Adet B,
det AT = det A
Si A~! existe, alors det A=! = (det A)~1




Dans |'application de |la méthode de Gauss on procede par
élimination des termes sous la diagonale en utilisant la notion de la

matrice augmentée.

La matrice augmentée du systeme Ax = b est la matrice de

dimension n x n+ 1 obtenu en ajoutant le membre de droite b a la
matrice A :

11 .-- a1j - din bl
di1 ... ajj ... din b,‘
L an]_ . anf . an” bn ]

Cette notation est tres utile puisque les opérations élémentaires
doivent étre faites sur la matrice A et sur b simultanément.



La méthode d'élimination de Gauss consiste a utiliser les
opérations élémentaires afin de réduire le systeme sous la forme

triangulaire supérieure.

On distingue deux cas

@ Sans pivotement : on ne permet pas la permutation de deux
lignes ; pas toujours possible.

@ Avec pivotement : on permet la permutation des lignes
toujours possible si la matrice est inversible.



Soit le systeme linéaire

2x1 +3x9p —x3 =5
4x1 +4xp — 3x3 = 3
—2Xx1 +3xp — x3 =1

4 . 2
La méthode de Gauss donne : soit A = mj; avec mj;; = -~
]

2 3 =157 (v ) [2 3 -1
4 4 —313 (l'_g — mglf_l — ."_2) 0 -2 -1

| —2 3 —-1]|1 | (1'_3 — mglf_l — ."_3) i 0 6 —2
2 3 —1]5 (R ) 2 3 -1
0 —2 —1| =7 | (v, ) 0 —2 -1
0 6 —216 (1"_3 — n’?ggf_g — .-"_3) 0 O —5




2 3 -1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 2 3 -1
0 -2 -1|=10 10 0 1 0 -2 1 0 4 4 -3
0 0 =5 0 3 1 1 01 0 0 1 -2 3 -1

U= T3 T, 1 A= la matrice triangulaire recherchée

ou encore
A=T7 1t o



Or il est facile de calculer I'inverse d'une matrice T correspondant

a I'opération élémentaire Lj + AL; — L;
(1 0 ... ... 0
o -~ 0 ... 0
T='=lignei [ o ... 1 .. 0
ligne j | 0 -\ 1L
\ 0 ... 1)




A partir de la relation

on obtient
2 3 -1 1
4 4 —31=1|2
-2 3 -1 0

A=T17r1;017MU

0 0 1 0 0
1 0 0 1 0
0 1 -1 0 1

2
0
0

3
—2
0

—1
—1
—5



On peut facilement évaluer les produits matricielles

2 3 -1 1 0 O 1 0 O

4 4 3|1 =12 120 0 1 O

-2 3 -1 -1 0 1 0 -3 1
2 3 -1 1 0 0 2 3
4 4 3|1 =12 1 0 0 =2
-2 3 -1 -1 -3 1 0 O



Factorisation LU

Soit A une matrice carrée d'ordre n. On a

@ Si Les sous-matrices diagonales sont toutes inversibles, i.e.

a11 311
| @21 a9
det Ay 0 avec Ay =
........ 3 kk
@ OU si A est a diagonale strictement dominante
n n
(lai| > 22 lajl, oulai| > > |ag|,i=1,---,n)

J=1j#i i=1,i#]
alors il existe une unique décomposition de la forme A = LU
ou L est triangulaire inférieure et U triangulaire supérieure avec la
condition que L soit normalisée, L;; = 1, ou bien que U soit
normalisée.




Factorisation LU/

C'est une factorisation de la matrice A de |la forme
A=LU

ou L est une matrice triangulaire inférieure et U est une matrice
triangulaire supérieure.

Les avantages de la factorisation A= LU :

e permet de résoudre plusieurs systemes Ax = b avec différents
b.

e permet de tenir compte de la structure particuliere de la
matrice : symétrie, définie positive, tridiagonale, etc.



Soit une factorisation de A sous la forme A = LU,

On cherche la solution de Ax = b en deux étapes :

@ On détermine y en résolvant par descente triangulaire
Lly==>5
@ On détermine x en résolvant par remontée triangulaire

Ux=1y



Factorisation LU

o Par la méthode d’élimination de Gauss : A= [ U oli L est
normalisée. (méthode de Doolittle)

o Par la méthode de Crout - A= L U ol I est normalisée.



Factorisation LU

L'idée consiste A écrire
A=LU

et de calculer progressivement les £; et uj;.

Doolittle

2 3 -1 1 0 0 Y11 Y2 U3
4 4 -31=14y 1 0 0 up ux
—2 3 -1 fgl fgg 1 0 0 as
2 3 -1 311 0 0 1 12 W3
4 4 -3 = 321 EQQ 0 0 1 s
-2 3 -1 P31 f3p £33 0 O 1




Factorisation LLf

@ Factorisation

Q ffn = aiq = 1,...,!?? Hi = % f:2,...:,n
o i=2,...,n—1
i—1
o £y = ay — E Lo U
k=1
o j=i+1,...n
I—1
fj,r = ay — Z Ejﬁ-:uk."
k=1
F—1
dij — E‘Eikukj
g — k=1
—
g Ly
n—1
o Lnpy = 3np — Z Enkuf{n
k=1
o descente sur Ly = b
—1
by — > Ly
b k=1 -
°o yi= ;- y= n F=2,....n
I

@ remonté sur Ux =y
f
o Xn=Yn X=Y— >, Upxp i=n-1,.,1
k=i 1



|.a factorisation LDU d'une matrice A consiste a écrire
A=LDU

ol L est une matrice triangulaire inférieure normalisée (/; = 1), D
est une matrice diagonale et U est une matrice triangulaire
supérieure normalisée (77;; = 1). Cette factorisation est unique.

A I'aide de la factorisation LU fournie par la méthode de Gauss ou
celle de Crout, on peut toujours calculer la factorisation LDU.

Exemple :
2 3 -1 1 0 O 2 0 O 1 3/2 —1/2
4 4 3|1 =12 1 O 0 -2 0 0 1 1/2
-2 3 -1 -1 -3 1 0 0 -5 0 O 1



Si la matrice A est symétrique, la factorisation LDU s'écrit

toujours sous la forme
A=LDI"

ou L est une matrice triangulaire inférieure normalisée (/;; = 1) et
D est une matrice diagonale.

Exemple :

Remarques :

@ Dans la pratique, on calcule |la factorisation LDU par Gauss
ou Crout et ensuite on forme la factorisation LDL®.

@ Le stockage de la factorisation LDL' est le méme que celui de

A.



Si la matrice A est symétrique (A = A') et définie-positive
(xT Ax > 0,¥x # 0), on utilise une factorisation de la forme

A=LIL"

connue sous le nom de factorisation de Cholesky ou L est une matrice
triangulaire inférieure, pas nécessairement normalisée.

Exemple :
4 1 -1 €11 0 0 fll 1?21 631
1 4 21 =14y {n O 0 fypn I3
-1 -2 5 (31 f3p I3 0 0 fa3
Remarques :

@ La factorisation de Cholesky est unique si les £; > 0 pour tous les
i=1,2,...,n.

@ Sous I'hypothese que A soit symétrique et définie-positive, on ne
peut rencontrer un pivot nul.



Soit A une matrice symétrique carrée d'ordre n. Les énoncés
suivants sont équivalents :

@ A est une matrice définie positive
@ Les déterminants des sous-matrices diagonales de A est

strictement positive, I.e.
a1 Q1

det Ay >0 avec Ay =

ttttttttttttt

........ Akk

@ |l existe une unique décomposition de la forme A = LL!
ou L est triangulaire inférieure avec (j;; > 0

o Il existe une unique décomposition de la forme A = LDL*
ou D est une matrice diagonale avec d;; > 0 et (j; = 1.

Si A est a diagonale strictement dominante et si (a; > 0) alors la
matrice A est définie positive.

|




@ Factorisation Cholesky

@ *fu = 4/ 911

o I =2,....n
o Ij1 = aflffu
e k=2....n
5" k—1 ;
b = [k — 2 i
\II j=1
k—1
j=1
(i =



Calcul de la factorisation LU par la méthode de Crout :

1 O \

a2 Co 0 ... ... ..

bg d3 C3 0

........ bn—E dnp—1 Cp—1

.............. bn—l dp /

| 1
(60 0 . \ (o

by {» O 0o ... 0

0 b £ 0 _
\0 ... bpor Ln )

= LU
T \
1 u» 0 L.
0 1 w3 ...
............. 1 up—1
............. 0 1 )



Ainsi, on obtient les relations récursives :

f1 = a1
biup = ¢ vi=1,2,....n—1
b;_liJ;_l —|—J€, = daj Vi = 2,3}...._,.*?.

Exemple :( matrice tridiagonale symétrique et définie positive)

4 2 0 /¢t 0 0 ¢/t ¢ O
2 5 21 =1t 4, 0 0 /4y Is
0 2 3 0 l ()] \0O 0 ¢/
4 2 0 2 0 0 2 1 0
2 5 21 =112 0 0 2 1
0 2 3 0 1 2/ \o 0 V2



