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Exercice 1

Faire trois itérations de la méthode de bissection pour les fonctions suivantes et a partir
des intervalles indiqués. Déterminer le nombre d'itérations nécessaires pour obtenir une
solution dont le chiffre des milliemes est significatif.
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flx) = x¢ |5111 )| —4,1 dans I'intervalle [0, 4]
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(d) f(x)=x%-x-1 dans l'intervalle [1, 2]
Solution
(a) X = 2,9, 2,85, 2,875 (9 iterations)
(b) xm = 1,75, 1,625, 1,6875 (10 itérations)
(C) X3 = 2,0, 3,0, 3,5 (13 itéerations)
(d) x4 = 1,5, 1,25, 1,125 (11 1térations)



Exercice 2

Le polynome p(x) = (x2 — 1)(x? — 4) posséde 4 racines simples. Pour ce polynome,
déterminer vers quelle racine la méthode de la bissection convergera, s'il v a lieu, en
partant de chacun des intervalles suivants

i) [-3, 3.

Solution

(a) On obtient la racine r = —1.
(b) Pas de convergence car ce n'est pas un intervalle avec changement de signe.



Exercice 3

Soit la fonction f (x) dont le graphe est illustre a la figure suivante.

(a) Un étudiant propose de résoudre I'équation f(x) = 0 par la méthode de la bissection
a partir de l'intervalle initial [0, 0,5]. Expliquer pourquoi cet intervalle est un choix
valide pour cette méthode.

(b) Retenant cet intervalle de départ, laquelle des racines est trouvée par la methode de
la bissection? Justifier votre réeponse.

(¢) Combien d'itérations de la méthode de la bissection seront nécessaires pour obtenir

cette racine avec une erreur absolue de 1079 en partant de l'intervalle [0, 0,5] ?
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Solution

(a) f(0) x f(0,5) < 0 donc I'intervalle initial est avec changement de signe.

(b) Laracine r = [0,25, 0,50]. En effet a la deuxiéeme itération, la méthode de la bissec-
tion considere I'intervalle avec changement de signe [0, 25, 0,50].

(c) Au moins 19 itérations.



Exercice 4

Dans un probléeme de conjonction de planétes, nous pouvons montrer que la conjocture
(ou I'opposition) se produit lorsque le sinus de I'angle entre les deux vecteurs positions
des planétes est nul. Sachant que I'angle 0 entre les deux vecteurs u et v vérifie

. U x U
sin(6) — ||4 4||e |
U llell v lle
expliquer pourquoi il est impossible d'utiliser la méthode de la bissection pour résoudre
Uxv
£(x) = I? #Ile _
| uflell U lle

et transformer le probleme de maniere a pouvoir utiliser la méthode de la bissection.

Solution

Soit u = (U, uz2)t etv = (v,vp)t, alorson a || U x U |le= |U1v2 — U2vy] et f(f) =

lllfelihlzlxlrfyﬁe = “""ngﬁe"”?f”g" = 0, par consequent, il n'existe pas d'intervalle avec changement

[

de signe. Pour pouvoir utiliser la bissection, on pose f(t) = {“'lllﬂ‘:’ﬁ;”"'%znf‘:', ou f(t) =
0.v . : : . _ u.v T

AL I (conjoction)ou f(t) = TaLTeL I (opposition).



Exercice 5

Considérons la fonction f(x) = x3 — x2 — 1. Aprés avoir vérifié que cette fonction pos-
sede une racine reelle r dans l'intervalle [ 1, 2], determiner le nombre d'itérations de la
méthode de bissection qui seront nécessaires (sans les faire) pour obtenir une approxi-
mation de r a 10719 pres.

Solution

La racine est dans l'intervalle [1, 2], car f(1) x f(2) < 0. Il faut au moins n = 34
iterations



Exercice 6

On cherche a résoudre I'équation
e* —3x% =0,

(qui possede les deux racines r; = —0,458 9623 et » = 0,91 ainsi qu'une troisieme racine
située pres de x = 4. On vous propose les méthodes des points fixes suivantes pour
obtenir ¥y :

Ex

e X = g1(x) =— ?;
X = Go(x) = — eX —3x2-3,385712869x \ .
-9 = 3385712860 ’

eX —3x2 - 3,761 89x
3,761 89 '

(a) Lesquelles, parmi ces trois methodes des points fixes, sont susceptibles de converger
vers 117 (Ne pas calculer les itérations.)

(b) Déterminer celle qui produit une convergence quadratique vers r7.

(c) La méethode de la bissection convergera-t-elle vers 1'une des racines si 'on prend
[—1, 0] comme intervalle de départ?

Solution

(a) 1 est attractif (gy(r1) = —0,2294), r; est attractif (g,(r1) = 0 ) et rp est attractif
(g5(r1) = —0,099).

(b) La fonction g»(x) converge quadratiquement.
(c) Oui, car il y a un changement de signe.



Exercice 7

On a calcule une racine de
Fix)=x%+4x? - 10

en utilisant 'algorithme des points fixes
1

On a obtenu les resultats du tableau suivant.

-
—

Xn len| |e:_:1|
1,50000 0,13477 0,58084
1,28695 0,07828 047662
1,40254 0,03731 0,52988
1,34546 0,01977 0,50278
1,37517 0,00994 0,51710
1,36009 0,00514 0,50972
1,36785 0,00262 0,51145
1,36389 0,00134 0,51492
1,36592 0,00069

D 00 ~1 3 U o W=

17 1,36523 0,00000

Les resultats des deux derniéres colonnes ont été obtenus en considerant que la valeur
exacte de la racine est v = 1,365 23.

(a) Expliquer pourquoi la méthode itérative précédente a converge.

(b) Les valeurs de |€"g—;‘| semblent converger vers 0, 51. Expliquer ce résultat et donner
la valeur exacte vers laquelle le quotient Iﬁgj:il devrait converger.

(c) Quel est 'ordre de convergence de la méthode utilisee?



Solution

(@ g'(r) =0,51 < 1.
(b) g"(1,36523(=0,51196.

(c) La convergence est linéaire car g'(1,36523) £ 0et |g'(1,36523)| < 1.



Exercice 6

On vous propose la méthode des points fixes suivante pour évaluer la racine cubique /N

d'un nombre N:
2Xn N

+ i
3 3x3

(a) Est-ce que /N est un point fixe de cet algorithme?

(b) Quel est I'ordre de convergence exact (théorique) de cette méthode des points fixes?

(c) On a appliqué cet algorithme pour le calcul de 3/T00 en partant de xo = 5 et 'on a
obtenu le tableau suivant:

n Xn len

Xn+l =

0 5,500000000 0,35841 x 1079
1 4,666666667 0,25077 x 10~1
2 4,641723356 0,13452 %1073
3 4,641588837 0,38086 x 1078

4 4,641 588833
On considérera que la valeur x4 est la valeur exacte de 2/T00. En complétant au

besoin le tableau précédent, interpréter ces résultats numeriques de maniéere a con-
firmer (ou infirmer) les résultats théoriques obtenus en (b).




Solution

(@) On pose g(x) = 5 + =~ et on vérifie aisément que g( Y/N) = I/N).

(b) On a aussi
2N 2N

f '2 Fr
g (x) = ERRETS g (x)= gy

rJ

|

de sorte que g’'(Y/N)) = et g”(YN)) =
quadratique.

+— # 0. On a donc une convergence
)

=

/)

(c) On compléete le tableau La colonne IEE—;ll converge vers g (r) qui est 0. La colonne

n | el | | <25 |
0 0,0699670 0,195 21
1 0,0053642 0,21391
2 0,0000289 0,21544
|€—:-3—1| converge gulf r) _ -i_.-i—u =0,21544. La correspondance est tres bonne.



