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1.5 - Flambage d'un panneau d'extrados de voilure au voisinage

d'une nervure courante (vue de l'intérieur du caisson aprés ouverture).
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1. Hypothéses générales
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Hypotheses genérales

Sur les déformations

» Hypothése de BERNOUILLI

Les sections droites planes et perpendiculaires a la ligne moyenne,
restent planes et perpendiculaires a la ligne moyenne apres

déformation.

(S) avant déformation _ SupportdeF

= =
VL=

(S) aprés déformation
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Hypothéses de Bernouilli

Toute section droite avant déformation reste plane et perpendiculaire a la ligne moyenne déformeée.

Avec hypothése de petites déformations Sans hypothése de petites déformations

B x| ML u N u o _ 7 [ s | L o [N o (S [ |
7
Z2 sections droites i Whsiire 0
0 1 )
o 3
_ a 4 4
pas de gauchissement gauchissement
des sections droites des sections droites pris

déformation

—> les sections droites restent planes selon Navier-Bernoulli (pas de gauchissement).
L'hypothése de Bernoulli permet de négliger le cisaillement dans le cas de la flexion : le risque
de rupture est alors di a I'extension des fibres situées a I'extérieur de la flexion, et la fleche

est due au moment fléchissant
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Sur I’application des charges (principe de barre de saint-venant)

«Les contraintes et les déformations dans une région éloignée des
points d’application d’un systeme de forces ne dépendent que de la

résultante générale et du moment résultant de ce systeme de forces.»
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Il. Les actions de liaison
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Les actions de liaison

1 L’appui simple

Un systeme matériel S, est en appuil simple sur un
systeme matériel S, s1 le contact peut €tre supposé

ponctuel ou suivant une aréte, et a lieu sans frottement.

[’appui simple impose un seul blocage en translation
dans la direction normale a la surface d’appui. Il fait

ainsi naitre une force de liaison dans cette direction.
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1 L'appui simple

4 \'% A=O

A
S

La force de liaison a les caractéristiques suivantes :
 Point d’application A,
 Droite d’action perpendiculaire a la surface d’appui,
 Composante Y, inconnue.

L’appui simple introduit donc 1 inconnue.
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2 L'articulation

Elle impose deux blocages en translation suivant les axes Ox et
Oy, et la rotation reste libre. Larticulation fait donc naitre les

deux composantes de la force de liaison.
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2 L’articulation

N\
ua=0 M Ra y A Y,
y VA:O A““.Y
£ ;OCA
> >
A X A X, X

La force de liaison a les caractéristiques suivantes :
*Point d’application A,
*Composantes X, et Y, inconnues.

L’articulation introduit donc 2 inconnues (X, et Y, ).
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3 L’encastrement

Il impose trois blocages (les deux translations et la rotation). Les
deux blocages en translation font naitre les deux composantes de
la force de laison. Le blocage en rotation fait naitre le moment

d’encastrement.
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3 l’encastrement

yA ua=0
va=0 RA Yu
0wA=0 N
A4 o OCA
/ﬁ > >
/ A X A X, X
9 M.A >

Les actions de liaison ont les caracterlsthues suivantes :
*Point d’application A,
*Composantes X, et Y, de la force de liaison inconnues,
*Moment d’encastrement M_ , inconnu.

L’encastrement introduit donc 3 inconnues (X,, Y, et M. ,).
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Type de liaisons Schémas Réactions d’appuis Degrés de liberté
Rotule g H ?Em[:,_hfﬂgé ﬂ' U= ﬂ, vV = ﬂ. i ;.lé 0
Appui simple é v ?E;:'_HID: 0 v=0,u£0,8£0
VO HZD B B B
Encastrement 3— M £ 0 v=0,u=08=0
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111, Sollicitations Simples
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I1l. Nature des sollicitations

Nature des .
e . Forces de cohésion
sollicitations
Traction
ou N
Compression
Cisaillement
simple T
3 P
o
g Torsion simple Mt
S -M y M
g Flexion pure Mf
5
7 L | S
Flexion simple T+Mf L x 1*__1
Flexmr} N+T+Mf J— ! _ T—a_,
composée f ¥
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Nature des Sollicitations (simples)

Nature des sollicitations Effort Effort Moment de Moment de Torseur de cohésion
Normal Tranchant Torsion Flexion
Traction (N>0) N T,=0 M= M;,=0
Compression (N<0) T,=0 M; =0 N 0
{700h } = 0 0
G 0 O
Cisaillement simple N= T,ouT, M=0 M;,=0 0 0
Mfz=0 {TCOh } = Ty 0
G T. 0
Torsion simple N= T,=0 M, M;,=0 0 M,
T M. =
~ =0 {Zey}= 10 0
G 0O O
Flexion pure N= T,=0 M=0 M, ou M,
T =0

0 0
{Tcoh}: 0 Mfy
G 0 Mfz
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. . NF, N >0 traction
Traction / compression | F = K L N < 0 compression
. [
Flexion pure I =M, 2+ M %,
[ - -
. . Tsfs + Tzfz
Flexion simple J = M 3o l M5
- (T, %,+T 5%,
Cisaillement pur T=] % .
Torsion pure _| 0
p y B Mtx-.l G
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Equations d ’ équilibre global

K M, F
v A B A D
le Principe Fondamental de la Statique donne
— — a —
ZFethO RA+F1+F2:O
S M(A,F,)=0 M,+M,+ABAF,+ADAF, =0
4 ~

ZAKI SMAIL — CALCUL DES STRUCTURES- 3¢meA GM_UIC : 2019 / 2020




IV. Sollicitations Composées
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Sollicitations Composées

Exemple 1: Flexion + Extension.

On se propose d’étudier une poutre de section rectangulaire (12x36), sollicitée dans les

conditions ci-dessous :

F=2000N B

L .(.:..-._._.
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e On i1sole la poutre, bilan des actions extérieures, P.F.S., afin de connaitre les actions
extérieures. icron a :

A4, + P.cos30=0 4, =-375N
A, + B+ P.sin30=0 e | 4, =—1732N
1 800.8 + 300.P.sin30=10 | B=-025N
e Omn recherche le torseur de cohésion. a savoir :
=  froncon BC.
O O
1coh} ., =+—375 0]
O 375.(x—800) o
+=  frongon AC.
1732 O
{coh} ., =+ 625 0
O 6025 x o

On est bien en présence d’une sollicitation d’extension et de flexion simple.
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On obtient les diagrammes suivants :

Effort normal ¢ max N = 173.20 dol

Effort tranchant @ mox TV = 62,20 daN

r_t:

Moment flechissant = wax MFZ = 18750.00 doN.ws

On trouve que la section la plus sollicitée se situe a I’abscisse x = 300.
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e On recherche alors les contraintes séparément, a savoir :

= contrainte d’extension.

N 4. MP
(0} = = 4. e
exr S
# confrainte de flexion.
Mf 12.Mf h
o =—_ D= —="72. MPa
e =P T e 2
On procede ensuite a la superposition en additionnant les contraintes.
+4 hi[Pa +?g MPa +76 MPa
S ‘;/ Flexion
N + : - N
extension | flexion extension
S S
> <
+
-72 MPa -68 MPa

On observe dans la superposition un deécalage de la fibre neutre.
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Sollicitations Composées

Exemple 2

Soit une poutre droite de longueur L soumise a deux sollicitations : une charge répartie q et
une charge ponctuelles telles qu’indiqué a la figure 6.9. Soit une poutre droite de longueur
L soumise a deux sollicitations : une charge répartie q et une charge ponctuelles telles

qu’indiqué a la figure ci-dessous

A
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1. Ecriture de I’équilibre global Le systéme est isostatique. Les réactions de liaisons sont

notées et représentées sur la figure 6.10.

RA Q RBy

FIGURE 6.10 — Réactions d’appui

Les équations d’équilibre fournissent (le moment est écriten A) :

Rax = 0
Ray—q(b—a)—Q+Rp, = 0 (6.18)
— [Pgxdx—Qc+RgL = 0
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Notons que f: gxdx peut-étre évaluée directement en considérant I’ensemble de la charge
q(b — a) concentrée sur le bras de levier moyen (a+ b)/2 ce qui donne un moment g(b —a)(a+

b)/2=q(b? —a?)/2 = [? gxdv.

Au final, les réactions aux appuis sont données par :

Ry = 0
c b+a
{ Ry=0(1-7)+qlb—a)(l-=——) = 0 (6.19)
QOc b+a
Rpy = = +q(b— = 0
| Rey =" Talb=a)77
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2. Ecriture des équilibres locaux 11 faut distinguer les équilibres des différents troncons :

0, [a,b], [b,d] et [c, L],
s € [0,a] (figure 6.11) :

Rﬂ'y
-E ] N
0 <o "

FIGURE 6.11 — Equilibre d’un trongon de [0, d]

N = 0
_RA}:+V — 0
M+Vs = 0
ou encore :
(N(s) = 0
c b+a
pour x € [0,a], ! V(s) = _Q(I_E)_Q(b_a)(l_b_%ﬂ)
c a
M) = QU= S)s+qlb-a)(1-5)s
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s € [a,b] (figure 6.12) :

RA’U V

i

() a s

FIGURE 6.12 — Equilibre d’un trongon de [a, b]

N = 0
Ry—q(s—a)+V = 0 (6.22)
— [Tgxdx+Vs+M = 0
Ou eNncore :
N(s) = 0
pour x € [a,b], V(s) = —Ray+q(s—a) (6.23)
M(s) = Rays—q(s—a)s+q(s*—a*)/2
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R,

Y

q V.

A RA:;: L 1§M
-k "N
0 a b s "

FIGURE 6.13 — Equilibre d’un troncon de [b, c]

s € |b,c] (figure 6.13) :

N = 0
Ryy—q(b—a)+V = 0 (6.24)
—q(b* —a*®)/2+Vs+M = 0
ou encore :
N(s) = 0
Pour s € [b,c|, V(s) = —Ray+q(b—a) (6.25)
M(s) = q(b>—a*)/2+Rays—q(b—a)s
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s € [c,L] (figure 6.14) :

R&-y Q
A RA:;: IEER l 1§M
Y
0 a b C s ]

FIGURE 6.14 — Equilibre d’un troncon de [c, L]

N = 0
Ryy—q(b—a)—Q0+V = 0 (6.26)
—q(b*—a*)/2—Qc+Vs+M = 0
ou encore :
N(s) = 0
Pour x € [¢, L], V(s) = —Ray+qlb—a)+Q (6.27)
M(s) = q(b*—a*)/2—Q(s—c)+Rays—q(b—a)s
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A B
i =
0 i b 2 4

N

] 5

linéaire parabolique linéaire linéaire 5

FIGURE 6.15 — Exemple de diagramme des efforts intérieurs pour des valeurs de chargement
données g et Q
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V. Systémes hyperstatiques
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Voici trois poutres qui ne different que par leurs appuis.

Elles sont de longueur L et chargées a une distance 1 de leur encastrement.

R.Ay F

My,
u
A RA;: B

Principe fondamental de la dynamique :

Rax =0
Ray—F =0 (3.1)
My, —F1=0

3 équations indépendantes linéaires, 3 inconnues :

les réactions d’appui peuvent étre calculés.
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Principe fondamental de la dynamique :

Rar =0
Ray+Rpy—F = 0 (3.2)
My;+RpyL—FIl =0

3 équations indépendantes linéaires, 4 inconnues :

il manque une équation pour calculer les réactions d’appuis.
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Rfly F RB
' M. ‘ Y
‘\ A RBI
A RA:L' B

Principe fondamental de la dynamique :
Rir +Rp, =0
RA},.—I—RB},.—F =0 (3.3)

3 équations indépendantes linéaires, 5 inconnues :

il manque deux équations pour calculer les réactions d’appuis.
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|sostaticité — hyperstatique

Dans le cas plan, on a au plus trois équations d’équilibre.

1. Si les actions de liaison introduisent 3 inconnues, le probleme est
statiquement déterminé (possible, n’admettant qu’une solution) ou

isostatique.

2. Si les actions de liaison introduisent plus de 3 inconnues, le probleme
est statiquement indéterminé ou hyperstatique. Il faudra introduire

de nouvelles équations issues de la RDM.

3. Si1 les actions de liaison introduisent moins de 3 inconnues, le
probleme est hypostatique. La structure est alors appelée mécanisme

et n’est pas stable.
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Le degrés d’hyperstatisme d’un systeme est une grandeur qui traduit la
redondance mécanique de ce systeme. Cette grandeur influe non seulement
sur le comportement structurel, mais aussi sur son calcul comme cela apparait

clairement dans la définition d’isostatisme :

Un systeme est dit isostatique si le principe fondamental de la dynamique

suffit a déterminer toutes les inconnues de liaison du mécanisme.
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Degré d’hyperstatique

n inconnues de réaction
HD:> (p-n)estle degré d ’ hyperstatique

5 (p-n)>0:hypostatique
(p-n)=0:isostatique

_ (p-n)<0: hyperstatique

p équations d ’ équilibre

Exemples —>

h : Bl lFA

SIS

AN

i i Structure hyperstatique
Structure isostatique

A chaque discontinuité: coupe pas assez
d’eq pour résoudre > Théoremes
énergétiques
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Exemples: systeme hyperstatique extérieurement

(b)
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Exemples: systeme hyperstatique extérieurement

(a)

:

W
(p = 6+143) (p=3+142)
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systeme hyperstatique intérieurement

un systeme est hyperstatique intérieurement quand
la connaissance de toutes les réactions extérieures n’est pas suffisante

pour calculer les efforts intérieurs.
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systeme hyperstatique intérieurement

systeme plan de barres articulées en treillis

(a) P (b) b

A A A D A £ A
77 7 77 77
Un telle structure est hyperstatique intérieurement d’ordre
k=m+p-2n,

- m désigne le nombre de barres,
- p est le nombre de liaisons extérieures
- n dénote le nombre total de nocuds.
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systeme plan de barres articulées en treillis : on obtient un systéme
isostatique fondamental S’'du systeme donné S, en remplagant
les k liaisons interieures surabondantes par des forces hyperstatiques
inconnues Ry, R,, ..., R, choisies parmi les efforts intérieurs.

(@ P (b) b

77 7 77 77
Exemple: ordre k=6 +3-2(4) =1
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V1. Applications
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Torseur de cohésion - application

Exemple 1 4

a une action mécanique modeélizable par
un glisseur avec : A

Rise d'mtensité 100daN. L a
AC=a¥ ~a=150mm < 0
Ezl.i‘;/z 200 mm ‘/—////

L’étude s ’effectuera dans le plan de symétrie (x,y)
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Détermination des actions en A et B

I[solement de la poutre (E)

(E) est soumis & 3 actions mécaniques : {Tt-z}{i-z K-z}

Xooz 0 0 0 0 0
{Tos} { Lo }— {YM 0} {fo} { Rix }: {YHE 0} {5} { Ls>r } { -100 0}
I=E
L0 0 00 oo,

252

Ecriture des torseurs au point A

{ }:{RUE} Xz 0 { }:{Rl_é} 0 0
]T]—)E e R YEI—)E‘ 0 ]I—)E = = H—)E 0
p MasE 0 0| _ 4 Maisz 0 LYz _
Al (7.5 A XFZ)
sk [Fr )l oo 0
VNS <=100 O
MAB%E P 0 —a.100 B
. (X.FZ)
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Il taut étudier chaque portion de poutre comprise entre deux charges.

Pour O<x<c¢c
- 0 0O 0
Equilibre de E1  gileonf= {\l}G} {_\};E“’El }— L%:EE}: [ 25 0 1 = J—ZS 0 1
o Mo) 4| -Mazm =2l 10 sl L0 25
—x |0 0
avec Maeco-sg=Ma-r+GA  Ro-e=0+ 0 ~25=] 0
0 |0 |F25x

Pour c<x<b

0 0
Equilibre de E2 ¢ wh}— L\Igj RE‘—>E2 1 (H—)E l_: { 0 1

75
oMapore o\ Moz ] |G 75 (1) con

I-x |0 0
avec Me1se=MpB1sz+GB Risg=0+ 0 ~[75=] 0
0 |0 [75.(/I-x)
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Courbes des efforts intérieurs
On représente la variation des efforts mtérieurs a l'aide de courbes qui visualizent uinmeédiatement les
zones dangereuses de la poutre.

‘—f Sollicitation | A-x=C C<x<B
Rse N 0 0
x . poutre E Ty _95 75
A by > / B bt T 0 0
< . w | o |
Z a Mfy 0 0
< _ » MF: 25 750-x)
/
< : [ 1 >

S LLAS
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Effort tranchant
‘ Ty (dal)

75

0lA C B

o= 2 (m)

.25 ’—

Mament de flexion

‘ Mz (dal mm)

2 (mim)
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systemes hyperstatiques - application

(a) P (b) P
B l EI C l cC, H
1 J:.:;é B x';:\h?.i—c
=l a e | b - TV
- £ - C
h
£ < <
R=H
T .}:!-. 'rd" —ﬂ.::"'-. A
i s
Py P

Calculer
1. Les réactions aux points A et C du systeme S

2. Déformation du systéme

ZAKI SMAIL — CALCUL DES STRUCTURES- 3¢meA GM_UIC : 2019 / 2020




Calculer les réactions aux points A et C du systéme S

(a) P ... ) P
B l ET E‘_,;f"" ip l
‘ =l d | o - ) (2)
- £ - '
f
E T S
. oy choisissons comme hyperstatique R
= , . . .
(;) % — 1/ |a réaction horizontale H, au point
( ’ K T A,on obtient le systéme isostatique S’
= S Y
réactions inconnues 8 A
2+2=4
le systeme S est hyperstatique
: extérieurement d’ordre
k= P= S > 4-3=1
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Calculer les réactions aux points A et C du systéme S

(a) Fl (b) P
. B EI_C 7 B et équilibre
=t 4 - b - v
- £ - «
h J—
ET s s Hp =Hg
v ) R:Lx ) VA + VB — P
ey ’é;?’:;
A —
y aP = (V- +hH

La quatrieme équation nécessaire pour déterminer les réactions est donnée par
la condition que le déplacement horizontal d du point A est nul dans le systeme
S
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Déformation du systéme : deux étapes

(a) P (b) v,
Y ST Py R SR P
|\ 4 “ r 4 c
1: K‘;ﬂ| |,r'|_Ll Ii;l.]I :
e i
! S S;
] L
] o, | \
iI ] ..!,-l‘-"
! ! \1'1.
! I
'I .x_-"q M lb \\w.
r;*-".ﬁ fﬁ;;
b, s
<% o |
b
VAI:PZ
équilibre _pd déplacement _ oy —pablf+b)
VCI PK 51 h(ﬁl h P
He =0

6/El
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Déformation du systéme : deux étapes
(@)

P (b)
| l . Ve
B__Y €y Ha=0 PR B — . Hp=Hy=H,
ot I e
1: Kqﬂl Fﬂl Ii:n‘ :
i W
‘T *?pl ' 111‘1'1. .
! > L\ S;
] L
] o, | \
| -.__'!,...11.:
! ! v
i; _‘_.-'11 _.._H“' AH ll!- \\w.
7 757
1 &g. | an
<t %T - %
h
Pe . VA2 = VC2 = HA —
équilibre !
Hep =He =Hy
2 3 2
déplacement 5, =6, +8 =ho, +0, =ty ¢ g, Hah®
2= 02T =N T = e PA T 3R A T 3
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Déformation du systeme : compatibilité

(a) Fl (b) V.,
B _ | €. Ha=0 P B .l:/ Hp = Hey = H,
| ""; ——————————— /f E:‘ ,’?;E E/f-‘_
,"‘ i Var L‘.,"x
*f"""'?pl "':‘wIh
! S H S;
i Pz E‘__:*
) S B L o
/ (Y Condition a satisfaire
I .h;‘ A lI. "'h.
! A _..._ § Y
7 7 0=0,—-0,=0
Slw G |
~ a,B(1+,B)
Hy =
5 _ng _pabHD) 2%0+6)
LR =R R ) 3 , > Yty
o . h% h® H,h =a
0, =0,+0,=ho, +5, =—— =—A" (/+h
2702 % 02 =R+ 0 =g Hat g Ha = g OF0) avec  f=b/¢
E=h//(
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Déformation du systeme : compatibilité

HA :HB
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b ————

<

-

_--‘!.n
o

A ™

_api+p),
2f(l+f)

V P——H
_:> c~ Cg

v Ve
B I T — if/ Hp = Hey = H)
T
111‘*1 5
e, 'n'h“
--..,.....Tl‘-;;
A | \
i A
K4
o
= Hy = a,B(1+,B)
25(1+§)
h_ [ BA+B),
21+ &)
a (1+ )




ZAKI SMAIL — CALCUL DES STRUCTURES- 3¢meA GM_UIC : 2019 / 2020




Théorémes Energétiques

I. DEFINITION

II. ENERGIE DE DEFORMATION

III. THEOREMES ENERGETIQUES

8/11/1847—25/10/1884

> 1 RECIPROCITE DES CHARGEMENTS
-2 FORMULE DE MAXWELL - BETTI
-3 THEOREME DE CASTIGLIANO

-4 FORMULE DE MENABREA

o
i o i ..'1.
Luict FEDERICO MENABREA

IV. APPLICATIONS 4/09/1809 - 25/05/1896
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Théoremes Energétiques
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Intro aux systemes hyperstatiques

m illustration sur un systeme 1x hyperstatique

q ,
\ 11‘111

Ay
& EI [Frey, 2000, Vol. 2]
s(@=0b)  © .
m (b) = superposition charge repartie + réaction
hedei s Ldl
flecchedueaq d4= T qL
L Xpa=3—
fleche due a XA 0 4 =_EXAL2 8
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App : cas d’ une sollicitation de traction

' Hypotheses :

- effort de traction variable

- proportionnalité entre I’ effort et I” allongement

| Aire du
: triangle OAB
0 3mﬁ!fang.eme.-_:_r£_
TF ﬂ
r---—=-=-=- I
: 1 | )
W =—Fx1 <—= 'I:ravall de
| 2 I effort
"""" de traction
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- Equilibre d” un trongon de longueur dx

LLLLLLlLLd Soit A(dx)’allongementdu trongon dx
Ir ¥ Loi de HOOKE >  Aldx)= Fdx
| o;.w dx ES
> dW, = Fxa(d)
' lF | |
| 1 F? 1 (F?
1 dW,=—-—d it W, =2 oodx
C T et T " 2JES
)::> I
I
| ——Sdx
| S ES
I
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|Il. Energie de déformation

D ’ une maniére générale [IDI:> W J‘O'EdV— J‘O'ljé'ldex

Effort normal : traction/compression Effort tranchant : T, ou T,
1[N 1 (T
W, =— | ——dx W == | 2dx
2 JES 2 J uS

Struct struct

Moment de torsion : M, Moment fléchissant : M, ou M,
I 1 (M°
W,=_ —dx W, =— = dx
2 U, 2 J EI
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effort normal + effort tranchant + moment flechissant + moment de torsion

|

|

1 (N’ 1 (T, 1 (M 1 (M’ !
+ j dx + j |

2E) 1. 2ud 1, |

Y J )\ J ) :
|

U

I
N
S
95
N

kS

95

L’énergie potentielle élastique est I'opposée du travail des efforts intérieurs.

Elle correspond en statique au travail des forces extérieures agissant sur la

structure,
Edcf(structurc) = ,[ dEdef
ligne moyenne

M Remarque : le caractére extensif de I'énergie de déformation associé a
- - Uindépendance des sollicitations diie au choix du centre de surface G et des
- Y . - ’ . - .

directions principales permet d'additionner les contributions de chaque sol-

licitation.

Ey(structure) = Ej(traction) + E4(cisaillement) + Ey(torsion) + E j(flexion)
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Cas pratiques

Barreau en traction

- 2 L / -\2
v=| & ar =I L(fy.-m\-
), 2F , 2E\ 4/ A
. L p ., _ ,—\ P
= X
), 2E4 L j

| T

. . P L
Si la section est constante U=

2AE
Torsion d’un arbre circulaire

U=j‘t—dV=J‘(Tr/J)- dav -
r2G r 2G
L 2 L 2

U=J‘ ) : Il'sz d\‘=j B dx
o | 2GJ° J4 0 2GJ

Si la section est constante U= fGi
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Cas pratiques (suite)

Flexion
2 2
Uo [ av o [ MY gy "
v2E v 2E C% . "
LM2 L ‘)
= dx
I LEPI g ] LzEI @%
Effort tranchant
P
[ [ o) "’/ﬂ 1
U—.FZGdV—.F e av r'. |
U= L[ - 'deAﬂdx—Jlfyzdx B '&
o | 2GT i I 2GA

I ?—dA est appelé facteur de forme E‘D—{l )
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lll. Théoremes énergétiques

1. Théoreme de Clapeyron

C) e I
‘\Ci F, : Déplacements U,
i F\ A Cj Rotations 0,
! N\ Y, \_ _J
[m——————=—===- |

i I 1 1 I
Travail des :> ' W_=—FU.+-C#. |
forces extérieures | ex 2 i 2 JJ :
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2. Théoreme de réciprocitée de Maxwell - Betti

¢}
>

. S, S,
7 p 2
%E ________ C__———-A-‘ ———————————— > yc_@(ZZ‘l'a)(l—a)
r— T — ; ﬁ
PY

%_B ________ C____ _"f‘ N Ya _%(21+a) (l a)
Z Cnene a) Cx

PV

. Fleche dans la | Fleche dans la

| |
! !
' section S, | 'section S, :
,due & la charge P ,due & la charge P
'en S, ! 'en S, !
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2. Théoreme de réciprocitée de Maxwell - Betti

Statique et Forces de Volume négligeables ’T =0ect X =0

T
I N = %ﬁr(c:ﬁdv_ %/TLZiS

u

§=a—‘iv = ;’:8_

00 or
= _dW oW
°Tor T T=up

Ve ] ] Ve _> _>
Réciprocité | Ty e u, = T5 o u,
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Appl: application de Maxwell - Betti

L ’expression v_ de la déformée

de cette poutre lorsqu’une force
P agit a une distance L de

| ’encastrement est :

v =2 (2.1 -3.P-x+¥)
- 6-E-1
On demande de trouver

[ >expression du déplacement  p

du point p lorsqu’une force O
agiten ¢
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Solution :
On connait (5 D ) ., et (5q ) . ; on cherche (5;) )Q

Du théoreme de Maxwell-Betti, on peut écrire : P(5, )Q =0 )P

ol - Q Y
D)0, .
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App2: application de Maxwell - Betti

Un camion stationné
en un point ¢ d 'un pont
cause une fleche

deo, = 52mm au pomt ¢ et o, = 38 mm au point v.
Par la suite, une voiture

de 1000kg s amene
au pomt v du pont.

On mesure les tléches a nouveau et on trouve o, = S3mm et o, = 40
mm.

On demande quelle est la masse du camion?
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Solution :
Du théoreme de Maxwell-Betti, on peut écrire s1 C est la masse du
camion et J est celle de la voiture :

C(8.), =16,

c v

On connait :
(8,)r =52mm ; (6,)- =38mm

C v

(8,)-+(5.), =33mm ; (J,).+(J,), =40mm

=1000 - =38000kg
33352
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App3: application de Maxwell - Betti

Sur la poutre suivante, lorsque

P =10kN on mesure le
déplacement au pomnt p, (0,)p =
[2mm et le déplacement au point
q, (6,)p = 9mm.

d
I'-

I

S1, par la suite, on ajoute une force
() = 5kN en ¢, sans rien mesurer v

a nouveau. On demande de trouver L
(8p)t0tal
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Solution :
(5p)fofﬂf — (§p )P + (5p)Q Oil (Bp)P = 1211]111

(6,),="?
De Maxwell-Betti:
M5, ), =015, ), ouls, ), =9mm
P =10kN et O = 5kN
Y _9 o_
(5P)Q _ﬁ((sq)P —5-9 =45 mm

et

(8 r =12+ 4,5=16,5 mm
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App4: application de Maxwell - Betti

Poutre Console

I X
X Xu=FA
\— A
(p \ 4
_ X(L-x)? _ X(L-x)*
=~ BO= o

X
A=5-t =— (-x3 2273
g(p)x 6El(x +3Lx2-2173)

_FA _F
o _ L (43 2.973
=y 6EI( x>+3Lx>-21°)
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2. Réciprocite des Chargements

F=F +F,+F,,

e=c +¢,

F=2(F +F,+F, +Fy)

/1
Fi=3

F2=62

F=F,+F,+F
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Exemple sur le theoreme de réciprocite

W Connaissant la fleche due a M, trouvez la
'R EEEEREEE *;Mﬂ rotation au point B due a w
A i X ) _MG,IE
L E

Travail fourni par une force elementaire wdx
lorsque le moment M, est applique

di=v, (1w )

En appliquant le theoreme de reciprocité

L L 2 3
\ M x M wL

Mo, =|v hrdx,l:J. T yy(y = —2 — 0,
o J:;.-””‘ o 2EI 6EI
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3. Théoreme de Castigliano

Théoréme : le déplacement du point d” application d’ une force dans sa direction (ou la rotation

d’ un couple) est égale 2 la dérivée partielle de 1" énergie de déformation par rapport a cette force

(ou a ce couple) :

v

V
Q)
E

IS

Le théoréme de Castigliano permet de calculer directement un déplacement
seulement lorsque sa direction est connue. Dans un cas général, il donne

seulement la projection du vecteur déplacement sur la droite d'action de
l'effort F appliqué au point A.
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3 .Théoreme de Castigliano
Statique et Forces de Volume négligeables §= Oet X =0

(T19T2 geuuy T o) = 5SiTiui Z:%}V

—» OWA(Tyy oy Ty Tiy..)
w (1) = .

Déplacement_{t de la charge fictive 7', sous I’action de la seule force réelle 7
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Exemple sur le théoreme de Castigliano

Deéterminer la fleche au point B Y Y Y Y Y Y Y Y Y VY ¥
L\A B X
g !

En ajoutant une force P au point B et - ’

en appliquant Castigliano v v v vy vy vy vy ¥
I A B X

R
R=wlL+P g
wx? wx’ =

M:RT—T:(WL+P)JC—

_— T AT I & R 3 W
) N 4 1Y 9 4
1_320[/ = GI 4 n’.':j B M e | J (WL + Py -2 |y
6P @&PJ, 2EI o EI &P EI 2
0
j En mettant P=0
oUu 1 I wrt
T :E{{“‘HP}T_ 8 } = o swrt

L YT,
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Exemple sur le théoreme de Castigliano

[ ]20x10mm
DCL et équilibre

N =Pcos®
MPS;‘J’" cos

B . :
~ A I"=Psin®

M =PR(l—-cos8)

Déterminer le déplacement vertical au
point d'application de la charge P=5 kN

I fV dx
0 ZEA (:P 0 2GA

oU 0 IL M? & IL N

= dx +
cP C¢P

En appliquant Castigliano% =
0 2FE] oP

VB:aU: M oM dx + Lﬂ@dx+ ﬂ—dﬂc [Fm'ecf:%]
En remplagant dx par oP % EI ¢P 0 E4 ¢P 0 G4 ¢P \ 5)
Rd6 3 i
Vg = A J (I-cos@) dé?+—I 6d@+6PRI cos’0deo
E}P EI SGA Fo
__3mPR® PR 3nPR | Pourlacier E=210 GPa, v=0.3 Vg=2.25 mm
B 2EI 2E4 5G4 1=6667 mm*, A=200 mm? Vg=2,21 mm sans V
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Structures Hyperstatique
(Théoreme de Castigliano)

On peut appliquer le théoreme de Castigliano aux — = 3,(=0)
structures hyperstatiques telles que or;
oU
y ' = 8.(: 0]
) ’ Et par analogie o,
| J \
C % Déterminer la force dans le ressort
k L/2 ‘ L2 i
F i iy g DCL et équilibre
M, = Fx 0<x<L/2
M,=Fx-Plx-Lf2) L[2<x<L
U ¢ M M 1 2 1 ¢ F
V= = =L e dv = E[ﬁ ( Fx )xdx +EJW{F1 —P(x—L/2))xdx= =
- - 5P
161+ 3EI/k)
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Structures Hyperstatique
(Théoréeme de Castigliano)

Déterminer le déplacement horizontal au point B

2a Ma
— <—( DCL et équilibre
A _f P/2 q
) ) <x<
- B M,=-M,+Px/2 0<x<b
b
l ol LM oM | b
0, = =| — dx = M ,dx+— | (M ,—Px/2)dx
YoaM, Y EIeM E -[ ‘ Jo( ‘ X

0,=0 mmp M, =Pb’/Aa+bh)

8,=Pb*(4a+b)/12EI(a+b)

aU Ly oM 1 ® .
S = dx = (M, —Px/2)xdx —>
J; EI 3P/2 EI.L =P/
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App : Poutre Console

X L
_1 M? ll/ 2.2 1 2
_5/de E F*x4dx +2E (Fx+X(L-x))dx
0 X

. 2EI ox v ElﬁFx+ NL-x)dx

1 Al L (-x3+31.x2-213)
2EI 9X X=0 ~G6EI
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4. Théoreme de Menabrea

Théoréme : la dérivée partielle de 1" énergie de déformation par rapport a chacune des

inconnues surabondantes est nulle, a condition que les points d” application des forces ne

bougent pas (U, = 0) ou que les sections ne tournent pas (q; = 0)

Structure hyperstatique
d " inconnues surabondantes R.

AL
;@: Il y a autant d"équations que d'inconnues hyperstatiques.
~
Hyperstatique Isostatique associé Inconnue | condition ciné- Ménabréa
hyperstatique matique
oA oA c 00 | oW _
i £ ac
A A F up= 0 ow _
@g F | oF
N N N +_ - oW _
<= T B E
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4. Théoreme de Menabrea

Statique et Forces de Volume négligeables ’T =0ect X =0
u

U;
\ Ti 11 Forces appliquées
R Réactions d’appui

T,

R\

R, j

Systeme Hyperstatique
X (forces)=0 et X(moments)=0 ne suffisent pas
a exprimer tous les R en fonction des 7'

=f (T\seee Ty5eoos Ry5-- s R)) Z:=3_W 5’=g_£¥
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App : Suspension articulée

X+2Rcoso. =P . (forces horizontales)=0 et X(moments)=0
F R ‘ X R,
G = S F - = EZF u
u=e.=_" 1
e = o ES
E 2V = Xu(X) + 2Ru(R)
u(X)=—_Xcos -
E Py u(R) = u(X)cos 2 (X2COS +2%2— )
u(R) = ES 2¢0S /Q
P [ W ___ P
X = 1+2cos? u@)|ju®) 0X =0 = \X= 1+2cos?
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Appl: Théoreéme de Castigliano/Ménabréa

Fxemple PE, _ ]}":4
F
) 5 ] |

1) Degrés d "hyperstaticité h

I1y a4 mconnues : V,, V;, Hy et C,.
3 équations d *équilibre : Zﬁ‘x =0 Zf:_ =0 Zﬂ}f():{]
=> Degrés d "hyperstatisme : h=4-3=1 = 1 seule liaison surabondante.

2) Equations d équilibre

N F, =0=H,=0

i,

SNE=0=V,+F+V,=0
Fl
ZM’;"G:U:}—?—FAI+C‘G =0

-

3) Choix de | "mnconnue hyperstatique

On choisit V, comme mconnue hyperstatique = On exprimera tout (M, N, T) en fonction des efforts extérieurs

etde V,
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I 4 L M0
Exemple (suite) G;I thL., Fl T ; Dx
Ac. f P

4) Expression de M(x) en fonction des efforts extérieurs et des inconnues hyperstatiques

Of:xc:/ {T(x):IHF {M(?f}?VI(F—T)—F(%—I)

/{I{I T(x)=7, M(x)=-V,(I-x)
* On recherche une 4™ équation en appliquant le théoréme de Castigliano : E =0 = l M oM X
oy 2+ EI 0V,
oM
Done. - =—(/-x) Vx
C
1 % i
* La 4% ¢quation s “écrit : '[[Vl (I-x)+F()—- 3:)](] —x)dx + I]?l(f —x)(/ —x)dx =
0 %
* Equation du 19" degré en V; On trouve : V= I—{;F
L e —-11 _ 3
+ En remplacant dans les équations d "équilibre. 1l vient : V,= EF Cp = E F
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5. Calcul du déplacement d’un point non chargeé

. LA C G B
Poutre sur 2 appuis :> 7%_ Y. e S

Flecheen G ?

- détermination de I’ équation de la déformée

- charge fictive unitaire Q travaillant dans le déplacement U, (G)

Théoreme de
CASTIGLIANO

7~ N\
Q)
=
N
.
S
|l
S
—_
Q
~
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Théoremes Energétiques
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Méthode générale de calcul des assemblages de poutres

Appl : calcul d ’un cadre carré

A F 3 Y
— Y X —c
| B G |
i i '[X
: o qlw
4___.*5_5__._.._.94_ ........ ;11—
F i Ik
| ! ! - ligne moyenne: carre de coté 2L
| I .
| 5 . - section droite: carre de coté 2a (a<<L)
e s Sl TR o
< Sl< > ¢ - chargement: forces F et -F, appliquées en Aet A’
! I i L !
- oxy: plan de symétrie
Calculer:

- Les composantes N, Ty, Mz du visseur sur la section droite courante.

- Les déplacements de Aetde A .
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Solution:

- 1 *équilibre du demi-cadre donne:

. Equilibre des forces: Equilibre des moments
F
L My =M,

- La symetrie par rapport a | "axe ox implique la nullité de Tg et Tg-.

La structure est hyperstatique d ’ordre 1. Prenons Mz comme inconnue hyperstatique.

- Expression du visseur:

SUI‘B}C? T: SUIC:A < T:__
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N=0 Nzg
swac ) 7L SwCB 4 T=0
>
E M=M,
M:E(L_y)"—MB .

Par raison de symetrie, les section S, et Sy ne peuvent pas tourner. D “ou (théoreme de Menabréa):
_ow

-0
5 oM

0
B

- Energie potentielle elastique emmagasinée dans la denu structure:

SB 2 2 2
W:l N +M +kT— .ds
2| ES EI GS
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ﬂ_o ol _0 ol
5MB 5MB 6Mﬂ
6W_SI N ON M oM T of

oM, o|ES oM, EI oM, GS oM, |
ow  tM

— = j—.ds

oM, . EI

ds

M, = _E D ’ou le visseur

Calcul du déplacement en A:

Theoreme de Castigliano: U, = aﬂ
oF
F’L F’L 5 F°[L
. . W = +k +
Energie potentielle: AES 4GS 96 EJ
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On en deduit uy:

oW _FI +]CFL+SFL3
4 8oF 2ES 2GS 48 EI

Comparaison du poids des différents termes de 1 *énergie potentielle de déformation.

Application numérique: E=70000Mpa  E=27 000 Mpa L=1m a=>5mm
pour un carre plein, on a: k ~ 6/35
. . s _ L s
» Energie potentielle due a 1 "effort normal: _— -—357F
4ES
L 4
» Energie potentielle due a 1 "effort tranchant: k =1.109E
4GS
| | | 50
b Energie potentielle due au moment de flexion: ——— = 2.976
9 ET

Le terme dii au moment fléchissant est irés largement prépondérant.
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App2 : Calcul d ’un portique:

On considere un portique constitue de trois poutres prismatiques identiques de longueur a, soudees entre
elles. Le portique est encastre au niveau de | "une de ses bases et appuyé simplement au niveau de 1 "autre.

(xoy) eEt plan de symetrie.
|

}f! Y.ﬂ X B F
Al — T =
: G - calculer les composantes du visseur sur les
j section droites
!
i ol | ¥ ) N
—t|G I L *équilibre global du portique s “écrit:
Y || X
! .
O | & x

7 j;_._._._._._._._; e X Y,+Y.=0

M,—-aF +aY, =0

Le probleme est hyperstatique d “ordre 1; on choisi la réaction Y¢ comme inconnue
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Les composantes du visseur ont pour expression:

N = ¥ N=F N=-Y,.
sur OA: T =-F Sir Ab: s I'=¥; sur BC: {T =0
M =a¥, —(a—y)F M =(a—x)F M=0
Energie potentielle de déformation:
s 2 2 2
W:l Al +M +kT .ds
3 e ES ET GS
oW
L "hyperstaticitée est levée par | "équation (théoreme de ménabréa): Vpi— ay =0
[
SUr OAﬂ:l E:U %:a
oY, 7h 7h
sur AB:ﬂ:O or =] &M:a—x
dX, al; ar
ON _ 1 oT ~ 0 oM ~ 0
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App3 : systemes hyperstatiques

En ne considérant que I'énergie de flexion, déterminer par le théoréme
de Menabrea les réactions aux points A et C de I'arc sur lequel s’applique
un moment M, au B.

(a) (b)

ET

A
(3) 7~

N

systéme avec 5 liaisons

Il est hyperstatique extérieurement d’ordre
k=5-3=2
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App3 : systemes hyperstatiques

Choisissons comme hyperstatiques les réactions

() (b)

ET

A
(3) 7

N

equilibre g —H. Vv,=V. M, =2RV.-M,

conditions de déformation 9 _, 9U_,
OHo Ve
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App3 : systemes hyperstatiques

Pour I'énergie de déformation on recourt a I'expression
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App3 : systemes hyperstatiques

()

ET

A
(3) ~ 7 - R (2)

Sur le trongon CB de I’arc,

—=—-R({—-cos @)

qM = H.Rsing"- V, R(l -COS Q)

Sur le trongon BA de Iarc, (" h

M=H_Rsin¢p—-V.R(1-cos@)+M,
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App3 : systemes hyperstatiques

()

BwM

A Vi e
oM S lo=L (MM Rdg 37
oV =—R(1—cos @) I'([ oH O:% j [Hsing-V,.(1-cos @) |sinpdp
0
aM . > 2 T
a?:RSIIl§0 +RM0jSin(0d(0
) SNEENEY, "
0= M Rd¢
M V=gl
aa— —R(1—-cos @) Elz dVe .
Ve \ 0=—o j [Hsing-V,(1-cos@)|(1-cosp)d @
M Ely
_8HC =Rsing ) RM, ]

j (1-cos@)de

/2

El
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App3 : systemes hyperstatiques

A
(3) 7~ - R (2)
77
3w
Oz%I[Hcsian—Vc(l—cos @)|singpd g .
' THe -2V = -
+R M, Isingodqo
El /2
3 n
0= X I |Hsing-V.(1-cos@)|(1-cosp)dp
El 0 3 2 M
5 - _ZHC__”VC:_ﬂ_O
_R M, J(l—COS(D)d(D 2 2 R
EI

/2
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App3 : systemes hyperstatiques

()

H, =H N
M, 8-2rx
YasYe HaHe ™ R a6
M, =2RV. -M
A © 0 v v M zt+27-8
b4 M, > ATCTR 32216
“He-2Ve=—-2" 2
MA:MOH
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App4 : Portique

Par le théoreme de Menabrea, trouver le moment hyperstatique
intérieur au point B du cadre, puis calculer le déplacement relatif
des points A et A'. On ne considérera que I'énergie de flexion.

(a) P (b)
a F= | X B2
| - -
C
y A N
E !
h A
o
A
B B’ Y | B
4 M\,/
ge)
s b Ve
A Y
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App4 : Portique

Le systeme est plan, mais posséde deux axes de symétrie,

de sorte que son degré d’hyperstatique intérieure est ramené a
k=3-2=1.

La double symétrie permet de ne considérer que le quart du cadre.

@ % P (b)
2% 4 4 P 11@’2
- - -
_ C
y A N
E 1
b A
S ; S oU 0
B v B' Y I Mg
A x|
B
s b Ve
4 Y

On choisit comme hyperstatique
intérieure le moment Mz en B
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App4 : Portique

Pour | ’énergie de déformation on recourt a I'expression

(seule I'énergie de flexion est prise en compte)

e |

ZAKI SMAIL — CALCUL DES STRUCTURES- 3¢meA GM_UIC :

(b)

M
My,

A
RV

El &

dx

A
5:ijMa_MdX
EIB oP
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App4 : Portique

moment de flexion et ses dérivées

A A A
EI
b A |
i s
B B Y A,
4 M\\‘/
B
< , \W=7
A Y

ZAKI SMAIL — CALCUL DES STRUCTURES- 3¢meA GM_UIC : 2019 / 2020




App4 : Portique

moment de flexion et ses dérivées

A A A L \,
Ery 1 s 1 e
b S § M(X) = MB (O <x< b)
B B Y o,
I M;\‘/ G\ — B_M =0
S b THZ aMB ’ aP
A Y
3 - |
P M(X)ZMB-EX (0<x <a)
oM oM X

Mg ~ oP 2
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App4 : Portique

déformation

b b a ' '
@ $P ® . Pz 0= [Mpdx+ (MB —Ex )dx
b= & | X 2
- - - 0 0
C
_ 7 2
A 7 Pa
A A
E T :MBb‘l' MBa—Tj
b A
g
X
B B Y o,
A
B
s b Y rr2 Mo — Pa’
B 4a+b)
A Y
l F
' 3
5__i}l M _EX' X_dx' 5:Pa a+4b
EIO B 2 2 12EI a+b
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Autres Applications

1.Poutre soumise a un effort normal

1.1 Enoncé

La poutre (1 — 2) de longueur L, de section droite constante est encastrée en 1. Soient A 'aire de la
section droite et E le module d"Young du matérian.

7% p
; —_— —) > FP » X
Z I P

La poutre porte en 2 une force de composantes (F, 0, 0) et sur toute sa longueur, une force unifor-
mément répartie d'intensité linéique p.

1. Caleculer le déplacement du neceud 2.
2. Caleuler le déplacement de la section d’abscisse .
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1.2 Solution

1. L'énergie de déformation est égale a :

L NE
], 2EA

Egep = dr avec N(zx)=F +p(L—x)

Le déplacement horizontal du point 2 est donné par le théoreme de Castigliano :

OE
u2 a;f

2. Introduisons une force anxiliaire @ dans la section d’abscisse r :

N(s)=F+p(L—s)+0Q si0<s<ux
N(s)=F +p(L —s) six<s<lL

aE&EI(Q) ‘
0Q  |p=o

L 2
N
Fg.r= ds avec
=/, 2EA {

u(r) =

ZAKI SMAIL — CALCUL DES STRUCTURES- 3¢meA GM_UIC : 2019 / 2020




2 Poutre console sollicitée en flexion simple : influence de l'effort
tranchant

2.1 Enoncé

La poutre (1 — 2) de longueur L et de section droite constante est encastrée en 1.

==L
% g F
é I X
Z TN

Soient A , I, et ky les caractéristiques de la section droite.
E et v sont respectivement le module d"Young et le coefficient de Poisson du matérian.

Elle porte en 2 une force de composantes (0, F.0).

1. Caleuler la fleche en 2.

2. La section droite est rectangulaire :

bh® 10(14+v)
A=bh . I.=— et Sl
T 12 Y T 124 11w

Etudier I'influence de I'effort tranchant en fonction de % pour plusieurs valeurs du coefficient

de Poisson.
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2.2  Solution

L’énergie de déformation est égale a :

L
Eger = L dEge s = Eges(Ty) + Egep(Mf)

avec :
L Ts?
Eger(Ty) = de , T,=F
def (Ty) fﬂ 2GAR, 0 Y
L 2
Mf
Eger(Mf.) = “~dr , Mf.=F(L-—
M) = [ 5 ae . M —F @)
Le déplacement suivant y du nceud 2 est donné par le théoreme de Castigliano :
aEdEf
vy = aF :Uﬂ{Ty}“‘Uﬂ{ﬁffzj
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3 Poutre console sollicitée en flexion simple : matrice de rigidité

3.1 Enoncé

Soit la poutre (1 — 2) de longueur L et de section droite constante. Soient A et I, les caractéristiques
de la section droite. E et v sont respectivement le module d"Young et le coeflicient de Poisson du
matériau.

AY

DN
i

A

La poutre est encastrée en 1.

Elle porte en 2 une force de composantes (0, F.0) et un couple de composantes (0,0, M ).

1. Caleuler les déplacements du nceud 2.

2. En déduire 'expression de la matrice de souplesse et de la matrice de rigidité de la structure.
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3.2 Solution

Les efforts dans la section d’abscisse = sont :

Mf.(z)=M + F (L — z)

Les déplacements du noeud 2 sont donnés par le théoreme de Castigliano :

6E.._;E f aEdE f
= — 32. = —
=5 0 "7 ThM
avec I 5 5
T, Mf
che = f dEde . dEde = Y dr + = dr
= Jo f I~ 2GAE, 2FI,
On en déduit

o) =

oi1 [C] est la matrice de souplesse,

oit [K] = [C]7! est la matrice de rigidité.
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4 Poutre console sollicitée en flexion simple

4.1 Enoncé

Soit la poutre (1 — 2) de longueur L et de section droite constante. Soient A et I, les caractéristiques
de la section droite. I et v sont respectivement le module d"Young et le coefficient de Poisson du
matériau.

AY

5

MNN

A —
]

La poutre est encastrée en 1.

Elle porte sur toute sa longueur une force uniformément répartie dont I'intensité linéique est (0, p.0).

1. Calculer les déplacements du nceud 2.

2. La section droite est rectangulaire :

b i3 10 (1 +v)
A=bh ., I, = — _ Ty
P T 12 T Y T 124 11w

Etudier 'influence de l'effort tranchant en fonction de 7, pour plusieurs valeurs du coefficient

de Poisson.
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4.2 Solution

Introduisons en 2 une force et un couple auxiliaires F' et M.

Les efforts dans la section d’abseisse x sont

Ty(x) =F+p(L—x)

I — 2
Mf,(x) =M+ F (L — x) +p%
Les déplacements du noend 2 sont donnés par le théoréme de Castigliano :
oF OFE 4.
oF F=0,M=0 oM F=0,M=0
avec . 2 )
Mf
Eger = dE dE .5 = ¥ __d = d
def [D def o el =y, T oL
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5 Etude d’un arc plan

5.1 Enonce

L'arc (1 — 2) de centre O et de rayon moyen R est encastré en 1. I a une section droite constante.
Solent A |, I, et k les caractéristiques de la section droite. E et v sont respectivement le module
d"Young et le coefficient de Poisson du matérian.

[’arc est soumis en 2 & une force horizontale de composantes (F;, Fy,0) et & un couple (0,0, M. ).

Calculer les déplacements du noeud 2.
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5.2 Solution

Les efforts dans la section ¢ sont :
N(p)=F, sing — F, cos ¢

T(p) = Fy cosp + Fy sing
Mf.(p)=F:Rsing+ Fy R(1 —cose)+ M.

L’énergie de déformation est égale a :

3w/2 NE T? ﬂ,jrff
Edef:/D’ dEdEf avec dEdEfZ (QEA-I-QGAJ&-FEEIZ)REE@
Les déplacements du neeud 2 sont donnés par le théoréme de Castigliano :

aEth aE = aE
_ I gy ety Oldet
JF, aF, aM,

us
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6 FEtude d’un arc plan : influence de l'effort normal et de l'effort
tranchant

6.1 Enoncé

L'are (1 — 2) de centre O et de rayon moyen R est encastré en 1. Il a une section droite constante.
Solent A . I. et k les caractéristiques de la section droite. F et »» sont respectivemment le module
d"Young et le coeflicient de Poisson du matérian.

h

@
.&-H- - > F
%) > x

L’arc est soumis en 2 a u_nke force horizontale de composantes (F,,0,0).

1. Caleculer le déplacement horizontal du nceud 2.
2. La section droite est rectangulaire :

b h3 10(1 4+ v)
A=bh . I.=— b —
CF 12 7 12+ 11w

Etudier I'influence de l'effort tranchant en fonction de 3, pour plusieurs valeurs du coefficient

de Poisson.

3. Etudier I'influence de I'effort tranchant et de 'effort normal en fonetion de W pour v = (.25
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6.2 Solution

Les efforts dans la section ¢ sont :
N([,GII:F‘.I,SiH[p ? T([:‘:}]:F;L'CDS[P ? ﬂ{fz([p]l:Fﬂ:Rsinfp

L’énergie de déformation est égale a :

3w/2 NE TZ _Mrfﬂ
Eaf= dE AFg; = : \Rd
def L def VG Aldef (QEA ToGAR T 2Efz) ¢

Le déplacement horizontal du neeud 2 est donné par le théoréme de Castigliano :

_ OBy
- OF,

U9
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Meéthode des forces
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Introduction

La méthode des forces est basée sur le théoreme de Castigliano et
s’applique aux structures hyperstatiques lorsque les liaisons sont
rigides et parfaites.

On obtient un systeme d’équations dont la dimension est le degré

d’hyperstatique du probleme étudié.
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Démarche de la méthode des forces :

- Détermuner le degré d hyperstaticité d = n

- Ecrire les n équations canoniques.

- Choisir le systeme de base (systeme 1sostatique le plus simple)

- Tracer le diagramme des moments fléchissants M, du systéme 1sostatique due aux
charges extéreures (X; = X, =-- =X, = 0)

- Tracer les diagrammes ou épures unitaires m; (i = 1,...,n) correspondant au
systéme 1sostatique sans charges extérieures et avec X;=1 et les autres mconnus
nuls.

- On calcul tous les coefficients 6;; et 6;y a I'aide des diagrammes.
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Démarche de la méthode des forces :

- Résolution du systéme d’équations canoniques

rfSlle + 612}{2 + ot 51?-1}{“ + 61(] =0
521}{1 + 622X2 + ot 5211}{11 + 62(] — ﬂ'

kalnlxl + SﬂXE + ot 5nnXﬂ + ITSHQ — U
- Correction des €pures unitaires m; = m; X; (i = 1, ..., n).
m; =my Xy m; =meXs .o my, = myX,
- On fait la somme des épures unitaires corrigées ), m; = mj +m5 + -+ m,,
- En demier. on obtient le diagramme des moments fléchissants final du systéeme

hyperstatique réel en faisant la somme des moments suivants
Mfina = Mo + X m;
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Soit une structure hyperstatique d’ordre N, sollicitée par un chargement extérieur.

Le probleme hyperstatique, noté Pb, peut se décomposer en :

1. Un probleme isostatique obtenu a partir du probleme initial, en enlevant les
liaisons qui rendent le probleme hyperstatique et en conservant le chargement

extérieur. Ce probleme sera noté : Pbo

2. N problemes correspondant aux inconnues hyperstatiques Xi(i = 1; n)
obtenus a partir du probleme isostatique chargé uniquement avec les inconnues
hyperstatiques. Ces problemes seront notés Pbi(i = 1; n). Les Xi peuvent étre des

forces ou des moments.
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Décomposition du probleme :

On peut noter :

Pb = Pby + Z Pb.
i=1

Ol e1ncore

Pb= Pbo+» X;Pb

i=1

otl le probléme Pb; est le probléme correspondant au Pb;
mais avec une charge (ou un moment) unitaire.
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Pour toute variable A, on notera A la valeur de cette variable dans le probléme
Pby et A, sa valeur dans le probléme Pb; et on a donc :

A=A7Ap+ zﬂ:XfEi
i=1

A peut étre une réaction d’appui, un moment fléchissant, etc ...
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L’expression de I’énergie interne peut étre plus ou moins complexe en fonction de la
dimension de I’espace et des hypotheéses sur I’énergie.

Cas général : On ne néglige pas I’énergie due a I’effort normal ni a I’effort tranchant, on se place dans ’espace a
3 dimensions :

W, =~ 2

d
2 o \BA T Ay T GAL TGy " Bl | Bl )

|

1/ N2 Vg oov: o M2 Mg M?
I

ou s désigne 'abscisse curviligne de la poutre.

Cas bidimensionnel : On se place dans un espace a 2 dimensions mais on ne négligé aucune énergie.

We=35 J\Batca TE1,. )™

1 / N2 V7 M2
I

Cas bidimensionnel a flexion dominante : On néglige les énergies dues aux efforts tranchant et normal,
seul le terme en moment fléchissant subsiste.

1 M2
W, == z
2 ). Bl
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Calcul des inconnues hyperstatiques.

1. Résolution des probleémes associés : Il faut premierement résoudre le probleme
1sostatique associé ainsi que les problemes associés a chaque inconnue hyperstatique.
Il faudra notamment, tracer les diagrammes des projections locales du torseur des efforts

intérieurs a prendre en compte dans I’énergie.

2. Application du théoreme de Castigliano. Si les liaisons sont rigides, alors les

déplacements associ€s a chaque projection des actions hyperstatiques sont nuls.
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Suivant les hypotheses faites et la dimension de 1’espace considéré,
I’énergie est la somme de m termes provenant des types de
sollicitations Aj affectés des caractéristiques de raideur Aj
correspondantes.

Aj=N X\ =FEA
Ap=V, A=GA,
A3 =V, A3=GA
Ag=M, M\ =FEI,
As =M, Xs=EIg,
Ag =M, Xs=FElsy

Dans le cas général, on a : m = 6,

avec
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Les intégrales pouvant €tre calculées s€parément et on peut poser :

1 N
Sik:/ ﬁﬂ.-de
r; Aj

et

Aok
U :_/ —IVTIR s
r; Aj

Uk est homogene a un déplacement s1 X« est un effort et a
une rotation si Xxest un moment. Sk est une souplesse

on a done :
S]l 51‘2 ...etc... Sln Xl Ul
S]g SQQ .ete... Sgn Xg o Ug
...ete... .ete... | | ..etc...
i S]n Si‘n ...etc... Snn 1L Xn ] i Un |
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I~
Taste 1. Valeurs de [, M, Mydzx

T- b
X
o — o abl 9l (by + 2bs) Y(1+a)
m a
=
;..-4 abl & @ 4 (by +by) al
Ej al
= Y (ay + as) b (ay + 2a5) B (204 + a,) 1 [2a1by 4 a1bot o [(1+Bas
= 2 E 6 6 asby + 2aqp,] 6 +(1+ a)as)]
=y
I":l o
=
o ! 1+ 3)b
= abl abl(] 4+ o sbl(1 4+ 3 a [ abl
= g c(1+a) 5 (1+5) 6 (1 + )by 3
=
,_':’_-.:: a
B - s & g (b +bo) L1+ ap)
al ayl abl A (by + 3by) (1 +a+a?)
I -
| 20 cabl bt & (31 + 5ba) (5 —p—57)
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Meéthode des forces
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Appl: Poutre bi-encastrée

C’est le cas d’une poutre bi-encastrée de longueur L sollicitée par une charge uniformément
répartie q. On fera I’hypothese d’un calcul plan, et on négligera I’énergie due a 1’effort

tranchant. L = 4m q = -50kN/m. Le probleéme est hyperstatique d’ordre 3.

'.If
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1. Décomposition :

Le choix du probleme 1sostatique associé est libre, 1l est
néanmoins conseillé de choisir une décomposition qui
facilitera la suite des calculs. Ic1 on fait le choix de garder
un encastrement et de décomposer le second en inconnues

hyperstatiques (tableau 1).
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Probléme Représentation

X
Complet: Pb 2z O -
Y
:-" o K_
Isostatique Pbg 221 O F-%
¥
i 1 £ ™ -
T —
Associé a Xa: Pb,y =4 O A
¥
X
::-;:.'- .a: D A ¢ 1 == }lr
Associé A YWar FPha
x
=
>
prte e j
Associé A Ma: Pbs | -1 O .9 1 ==

TapLeE 1. Exemple de décomposition d'an probléme hyvperstatigue

ZAKI SMAIL — CALCUL DES STRUCTURES- 3¢meA GM_UIC : 2019 / 2020




2. Résolution des problemes isostatiques :

Les problemes sont classiques et ne posent aucune
difficulté. Comme I’énergie de cisaillement est négligée, 1l

suffit de calculer le moment fléchissant et 1’effort normal.
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| MMoment Flachissant | Effort Normal

/ qL2/2
L
Phyg
2
My = ALK Ny = 0
y
I
Ph, o
J.?"fj_ — () _,-"'.,‘."'1 — 1
I r
L e e e e
L
Phbo
Ms =L — X Na — 0
y |
I
Phs
Ms = 1 Nz = 0

TaprLE 2. Calcul des sollicitations.
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3. Calcul des intégrales.

Elc.est constant sur la poutre et peut €tre sorti de toutes les intégrales qui peuvent

étre calculées a 1’aide du tableau 1

fr MoMyds =10
T 1
fl_' lill"fﬂ J.i‘rfz ﬂ:_r g = qg H
- ., :
fr MoMsds = '?aér i
f T ii."’fg ﬂffg d g — I; %
fl" f'rfg f'rf;_:; d g — .Ff 55
[ M3Mzds = L -
I’
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4. Calcul des inconnues hyperstatiques.

Les termes de la matrice de souplesse sont calcules a partir des expressions des

moments et des efforts normaux.

1 T T ] i P L
S11 = A r-""i'l-""i'lt'fS-I- El. [rﬂfhﬂffldS_ A
S22 = — NaNad /wwd— L7
?E—E r-z_-z-S—I—EIG; ri o Vla S_SEIg;

Les autre termes de la matrice ne comportent que des moments. Comme

No= 0, le second membre ne comporte que des termes en moment.
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Les intégrales peuvent étre calculées a I’aide du tableau 1

s . ) _ ]
EA U U XA 0
0 L 1= '}'/ L . L4
3Efzg,, 2E I, A e SEIq.
e U 2Flc: Ela: 1 - Ma - | 6Flg: U
¢ XA _
$ (1) :2L3Y 4 + 3L2M 4 = —22¢
| (2): L2V 4+ 2LMy = — 952
4
2% (1) — 3L * (2) —: L3V = — & wic. ) Ya= —%
4
3 (1) — 2L # (2) —: —L2My = — 95 My =2
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Solution du probleme hyperstatique.

Pour toute variable A du probleme hyperstatique on a :

A=Ag+ X4A] + YA +MaAs

N =0

; L—I2 2
M =220 gL _ gy 4 9k

gz (L —x)  qL?
> T

M=—
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Al

—50kN/m L=4m

q:

nt fléchissant

_h..

A GM_UIC : 2019 / 2020
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App2: méthode des forces

Probleme réel (hyperstatique)
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Probleme isostatique associé : structure soumise a la charge extérieure réelle.
Probleme
«0» y

&

Probleme isostatique associé : Structure soumise a l'effort hyperstatique X1. Probleme
«1»
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Condition de la liaison en 1: -

A1=Dqp+ D14 I

A10 . déplacement en 1 dans le sens de X,dG a la charge extérieure réelle
(Probléme « 0 »
A1 1. deplacement en 1 dans le sens de X, dU a la charge X1 (Probléme « 1 »).

On peut écrire:

B11=X1011

01 1- déplacement en 1 dans le sens de X, d0 a la charge unitaire X1=1
(Probléme « 1 »),
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Pour calculer ‘ Aqp | et - on peut utiliser le theoreme de la charge

unitaire.

MoM,

|
Mo = f T 511=]

El

0 0
Mﬂ' . Moment flechissant did au EhEI‘gEfﬁET‘it exterieur
(Probléme 0).
M . Moment flechissant di a X,=1
1 (Probléme 1).
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App3: méthode des forces

Ce probleme est équivalent a la superposition de (h+1) problemes isostatiques
associés a h conditions cinématiques.
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Soient X1 et X2 les réactions aux appuis en 1 et 2.

RN
e’
t~
'{-§ —
t--..‘
'
—
Syl
=~
3
i§m

|
AR
RN

probleme 0 probleme 1 probleme 2
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Conditions cinématiques

A= Ago+ X1811 i Xzﬁlg — 0 Aio fleche en i (i=1.2) dans le pb 0
Ar=Axp+ X1821 + X5 822 =0 Sij fleche en 1 (1=1.2) dans le pb j pour une force X;=1

Apres calculs ou par utilisation d’'un formulaire :

_ —7FL? _ _27FL° S o _ 8L’
Ao = 12EI ° Ao = 16EI ° O = 3EL° O = 3EI
3
57 4. . _ 43 _11
821 812 El d’on Xl—%F EIXE—EF
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App4: méthode des forces

On étudie la poutre représentée sur la figure swivante. Celle-c1 est encastrée en A.
repose sur un appul sunple en B et soumise a une charge uniformément répartie sur
toute la longueur de la poutre. La ngidité ET est constante.

On demande de tracer le diagramme des moments fléchissants.

q=1t/m
YYY YV Y YV VYV
E‘ifm El B
A
MATVﬂ Im ?-‘:-.} Vo
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On détermine le degré d’hyperstatique (le nombre d’inconnus) : 1

- On écrit le systéme d’équations canoniques :
611;{1 + Sll'.] = D
- Choix du systeme de base (fondamental)

q=1t/m

VYVYVYV VY VYV Y
El

Gz
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- On Trace I'épure unitaire (diagramme) (m;) et celui des charges extérieures (M)
e Etat 0: Charges extérieures = 0et X; =0
Diagramme M,

H -9
—

M, =4.5t.m T"A =3t
<« 3m

W

e Etat1: Charges extérieures =0 et X; = 1

+ B Diagramme m,
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- Calculer les déplacements &;;.

5 = B 9 5 ql*  10.125
1131 EI 10 gFr El

9 v 10.125

El" EI

A partir de cette équation. on tire : X; = 1.125¢

- Correction de I"épure unitaire :
Le diagramme corrigé m; = mX,

B
114 3.375t.m *+
Hy—p T

i % X, = 1.125¢
M, - 3.375tmlVa = 1.125¢
€&——— 3m S

ZAKI SMAIL — CALCUL DES STRUCTURES- 3¢meA GM_UIC : 2019 / 2020




- On Trace le diagramme final des moments fléchissants de 1'état réel par superposition
de 1’épure unitaire mj avec le diagramme M,.

1.125t.m
H,_
= | B
uﬂ' Vy4=1.125¢t
M, —1.125t.m 1va=2a25t
M pax = 1.2661. M
< >

1.125m

Diagramme M ¢
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App5: méthode des forces

On étudie la poutre représentée sur la figure swivante. Celle-ci est encastrée en A.
repose sur un appui simple en B. est soumise a une charge constante de 1t. ET est
constante.

On demande de tracer le diagramme des moments fléchissants et de I"effort tranchant.

P=1t

v

H, EI
M, T,

=
< 15m —> e« 1.5m;j,vp Vg

ZAKI SMAIL — CALCUL DES STRUCTURES- 3¢meA GM_UIC : 2019 / 2020




- On détermine le degré d’hyperstatique (le nombre d’inconnus) : 1

- On écnt le systéme d’équations canoniques :

ITS;LJ_XJ_ + 61(] — D

- Choix du systeme de base (fondamental)

P=1t
. v
Ay 3 El +B
A X,
MATV“'

<« 15m —> < 15m —>
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- On Trace le diagramme unitaire (m,) et celui des charges extérieures (M)

¢ Etat 0: Charges extérieures # 0et X; =0

Pl
—=1.5t.m

2
\ Diagramme M,
H s )

QTVA =1t

&— 1om —> & 15m —>

¢ Etat1l: Charges extérieures =0et X; =1

11=3 B Diagramme m,
Hy-
( 4 X;=1
M, =3 lva=1
€<—— 3m >

ZAKI SMAIL — CALCUL DES STRUCTURES- 3¢meA GM_UIC : 2019 / 2020




- Calculer les déplacements ;.

5 B9 5 5P 2813
131 EI 10 48FEI  EI
9 2813
EI"Y EI

A partir de cette €quation. on tire : X; = 0.313¢

- Correction de diagramme unitaire :

Le diagramme corfrigé m; *= mX;

B
H W !
A=0
( A X;=0.313¢

M, = 0.938¢.m}Va = 0.313t
« 3m

A 4
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- On Trace le diagramme final des moments fléchissants :

0.563t.m

= B
UA \/11{4 — 0.313t

M, = 0.563t.m vVa=0.687t i — 0.469t.m

< 1.5m >

Diagramme des Mg
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Sectionl-1 0 <x<1.5m

T
Y F,=0=T =0687t Hag F
ﬁ I
U !
M, =0.563t.m lf"-' = “'6B7i

T -

X

Section1-1 1.5<x<3m

Y F,=0=T=0.687—1=0.313t

Hyg_9
!

l"a — 0.687t
< 1.5m °~

0.687

A B
+
- 0.313¢
< 15m =

Diagramme de T
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App6: méthode des forces

Un portique ACB constitué de poutre et de poteau de rigidité EI en flexion. Tracer les
diagrammes des moments fléchissants M, des efforts tranchants T et des efforts normaux N.

P = 3kN
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On détermine le degré d’hyperstatique (le nombre d’inconnus) : 2

On écrit le systeme d’équations canoniques :

011 X1 + 015X, + 6,0 =10
6211‘{1 + 522X2 + 620 =0

Choix du systeme de base (fondamental)

La structure initiale (hyperstatique) est transformée en une structure isostatique soumise aux

charges extérieures de départ (P=3kN) et aux deux forces inconnues (X1 et X2)

| P=3kN X5

.(_
Hg T Ix,
— 1.5m —
3m
H A
e
MA TVA‘ 3m 5
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On Trace les diagrammes unitaires (ml, m2) et celui des charges extérieures ( Mo)

¢ Etat 0: Charges extérieures = 0et X; =X, =0

4.5kN.m
| p— N\
T «— 1.5m — «— 15m —»

3m
4.5
Diagramme M
s PRRRRRNRNS
V4= 3kN 3m
My, =45kN.m < >
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¢ Etat1: Charges extérieures = 0, X; =1et X, =0

A T
Xl = 1
3m
Hy =04
( R -
= —
M, =3 « Sm >
e Etat2: Charges extérieures =0, X; = 1let X, =0
0
* < O -—
X2 = 1 X2 = 1
3m

Diagramme m,

Hi=1p 3
(u’\mw T
T V=0
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- Calculer des déplacements 6;;.
§i; = = J, mym;dx (Méthode de VERETCHAGUINE)
011X1 + 015X, +0610=0
031X1 + 05585 + 020 =0

e [Les coefficients §;, et d,, sont obtenus en appliquant au systéme de base
la sollicitation unitaire X; = 1.

e Les coefficients §,, et §,, sont obtenus en appliquant au systéme de base la
sollicitation unitaire X, = 1.

o Les coefficients 6, et 05 se calculent sous 1'effet des charges extérieures
(1c1 la force P=3kN) appliquées au systeme de 1sostatique de base.

e Les diagrammes (my; m, et M) servirons au calcul de ces coetficients.
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On trouve.,

36 13.5 9

511 — E’ l’-W"u — 521 — ﬁ’ 22 — ﬁ
48.94 20.25
=" ¢t O =

r35x 13.5X 4894
BT R T TE

13'5;{ N 9 ¥ 20.25
\EI "t EI'? EI

.

A partir du systéme, on trouve :

{Xl = 1.19kN
X, = 0.48kN
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- Correction des épures unitaires
e Le diagramme corrigé m; = m; X,
e Le diagramme corrigé m, — m, X,

Oe

3.57 4 X, = 0.48

X, = 1.19kN

Diagramme m; Diagramme m,

.44
R
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- Le diagramme final des moments fléchissants :

0.96 kN.mm

1.78KkN.m

Diagramme M

=L

0.48kN.m
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Diagramme de I’effort tranchant

1.82 kN.m

ﬁ

NI

1.18kN

Diagramme de T

0.48KN

Diagramme de I’effort normal

0.48 kN
Y

)

Diagramme de N
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App7: méthode des forces

Un portique constitué de deux poteaux et une poutre. Tracer le diagramme des
moments fléchissants.

q= lkif}fm
T 2E]
am EI

El
H = A Hp :"M B
b \.W

M 3m B VB

A Ve >
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On détermine le degré d’hyperstatique (Ie nombre d’inconnus) : 3

- On écrit le systéeme d’équations canoniques :

011 X1+ 615X + 0,33+ 610 =10
EEIXJ. + EEZXZ + 623X3 + 62(] — D
631){1 + 632){2 + 533X3 + 53(] =0

- Choix du systéme de base (fondamental)
Les inconnus X,, X, et X5 représente les efforts internes au milieu de la poutre du
cadre.

X
q = 1kN/m ~h ki

<
T XE/LXE l\XE
3

M

m
| | EI
H A Hp B
N t'-.m
’ {\1‘ 1.5m 1.5m AMz i

%
L J
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- On Trace les diagrammes unitaires (m,; m,; ms) et celui des charges extérieures

(Mo)
e Etat 0: Charges extérieures # 0et X; = X, = X3 =0

. Pt Pt
T p— p—

3m Diagramme M
g 0 S
4.5kN.m
B
R e
T 1.5m 1.5m
M, =45kN.m ' Vge=0—> -

e Etat1: Charges extérieures =0, X; =1, X, =0et X3 =0

=1 x=1
—~ «l” 5
. — <
3Im
Diagramme m,
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e FEtat2: Charges extérieures =0, X;, = 0. X, =1etX;3=0

X,=1 =271 R

.
LN
'—lu

lin

1.5

)
= o

Diagramme m,
=0
DR e 0
\f }V —115m 1.5m
M,=15 fe—— 1

]
A,

2 A \..
e mm%m'ﬂ"‘

—7

V.=0 1.5m 1.5m
My=1""4¢—> — >
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- Calculer les déplacements &;;.

18 14.63
51125: 012 = 0317 = 023 = 032 = 0, gzzzT
9 7.5
013 =03y = ——, 033 =—
13 31 EI: 33 El
s _ 1013 s 675 o _135
L 20~ gr € 30T Tpr
- Le systeme d’équations canoniques :
r18X 0% 9X 10.13_U
T TR B T
o x 14.63X 0% 6.?5_0
CAq + El 2+ U A3 + El
‘EBX 0 x 7.5X 13.5_0
TR R T

La résolution du systéme donne :
X, = 0.66kN
L}:’z = 0.45kN

, = —0.18kN.m
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- Correction des épures unitaires
e Le diagramme corrigé m; = mX;
¢ Le diagramme corrigé m; = m,X,
e Le diagramme corrigé mz = msX;
X, = (}Lﬁﬁ X,=0.66

— o
-~ f— » « L,

Diagramme m, *

“A—m& 98 LI
\J T 1.5m 1.5m
=198 Vg=0 — >
L ]
0 6;}-58 0.68
) - 0.68
X, =045 *2° [:45 S
3m

Diagramme m, *

ZAKI SMAIL — CALCUL DES STRUCTURES- 3¢meA GM_UIC : 2019 / 2020




X3=0.18

St 0.18
: \ 0.18

N — X, =018 X

X e N\

% Diagramme mg * :‘\5\\\\

\ \

=0 % % B
v Q&Tﬁ%\b e . R

My—018 |VaZ0= =

- Donc le diagramme final du systéme réel :
My = My +mi +m; +m;

0.5kN.m
T ——
T 0.5kN.m
3m Diagramme de M,
l - |4
3. 84RN
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METHODE DES TROIS MOMENTS
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Définition
La méthode des trois moments s’ applique aux systemes

dits poutres continues. On suppose que I’effet de

I’effort tranchant est négligé

Principe de la méthode des trois moments :

Cette méthode consiste a déterminer les moments
fléchissant dans le cas des poutres continues. C'est-a-

dire des poutres qui reposent sur plus de deux appuis.
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Le degre d’hyperstatique

Le degré d’hyperstatique est égal:
 D=r-3 avec r: le nombre de liaisons (réactions)
Ou bien :
 D=a-2 avec a: le nombre d’appuis
Ou bien :
* Le degré d’hyperstatique est égal au nombre des appuis intermédiaires.

¥ Y Y ¥ Y Y Y Y Y VY YN
A B/a

. s 7 o e
3 réaktions 1 réactiod” d=r—3=(3+4+1)—-3=1

, SRR

Lt

Figure 2.1. : Poutre sur 2 appuis (1 Encastrement et 1 sumple)

q: Charge répartie
IR RAN R R R .
4 - ;;ﬁz . C;é%? ) [;é%? ) E Zil'éactions

d=r—-3=6—-3=3

Figure 2.2. : Poutre sur 5 appuis (1 double et 4 sumples)
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Calcul des moments fléchissant dans les appuis :

- Considérons I’exemple de la figure 2.3. Le degré d hyperstaicité de cette poutre est
egal a N-2 ou N représente le nombre d’appuis

- Prenons pour inconnues hyperstatiques les moments fléchissants agissant au droit
de chaque appui intermédiaire. Pour ce faire. on procéde a des coupures de maniere
a supprimer la liaison de moment au niveau de chaque appuu.

- Dans chaque appu1 nous avons deux rotations (une a gauche et I’autre a droite).

- Pour une poutre de N-1 travées, on numerote les appuis de 1 a N. La travée [; est
comprise entre les appuis (1) et (1+1), avec une rigiditéE'l;.

q: Cha' "~ répartie (El)i_4 (El);

AT T TV Ty P
AN f

Figure 2.3. : Poutre continue sur N appuis
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Une poutre continue comportant N-1 travées peut €tre décomposée en N-1 poutres
1sostatiques sur lesquelles s’appliquent les mémes charges que sur la poutre continue avec
en plus les moments aux appuis.

Nous obtenons alors pour la travée i-1 et i:

- M;_4 : désigne le moment sur 'apput 4; 4
- M; : désigne le moment sur [’appui 4;
- M;,, : désigne le moment sur I’appu 4, ,

Z des rotations au niveau du point (i) =0

On a deux types de rotations :

- Rotation due aux charges extérieures ((pig + qoid)

- Rotation due aux moments fléchissants (qolg + (pld)

Z des rotations au niveau du point (i) = ((pig + (pid) + (qolg + (Pzd) =0
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A- Rotations dues aux moments flechissants (fply + (Old)

Les déformations en général et spécifiquement les rotations dues aux moments fléchissant
peuvent €tre évaluée par I'une des méthodes analytiques connues comme par App : la
méthode de CASTIGLIANO ou Maxwell-Mohr et aussi la méthode graphique de
VERETCHAGUINE.

Ici le calcul des rotations est effectué par la méthode de Mohr.

M;_
- M; M; Miyq
i-1/\ /\ i /\ i+ 1/ \
T ] T I I, -
< E— < ‘ >
Poutre (i — 1) — (i) Poutre (i) — (i + 1)
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Al. Poutre (i-1) - (i)

Par le principe de| ; _ 1A : A

superposition .
/ﬂa Mi > s
" > < Pﬂutre [i—-1)— D
AN ”)
R [

< li—q S | i A i+1 A
N

- Poutre [(i — 1) — (i)] Poutre [(i — 1) — (i)],
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Al. Poutre (i) - (i+1)

De la méme pour la poutre (i) — (i + 1)

1 M; 1 M4

= 4= L.
Pra =3 (EI)L-IL +6(Ef)E :
Z Rotations /point (i) = ((pig + qaid) + (qalg + (Pzd) =0 (2.3)
(0;, + )+1M‘11 pi Mo, 1M z+1M”11—0
Yig T Cia) T GED,, 3(ED;_, ©Y " 3(ED; " 6(ED),; "

(91 + Pia) + 2o by + 2y o ], =i
Pig T Pia 6(EI)1 . 3(51),3_1 =1 S(E'I)l 6(ED;‘

li:{]

(9ig + Pia) += L My | +1M(I‘1 I")+1M"“£—0
Pig T Pid) TG BN, ! EDis | D P
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Cette équation est appelée méthode des trois moments (dite aussi méthode des rotations).
Elle permet de calculer les moments aux appuis intermédiaires des poutres continues.

Si toutes les travées de la poutre ont la méme rigidité la relation devient

M; 1l g +2(Liy + L)M; + M1 = _651(@:'9 + fPid) (2.4)

ZAKI SMAIL — CALCUL DES STRUCTURES- 3¢meA GM_UIC : 2019 / 2020




B- Rotations dues aux charges extérieures ((Dig + q)id)

Le tableau suivant résume les valeurs des rotations au niveau des appuis pour différentes charges extérieures :

Schéma statique
. (géométrie et chargement) —6El¢p; 4 —6Elp;
Y
"“I F* A X Pab(a +1) Pab(a + 1)
S |..L..‘T\ ] o T
+ : >
Y oA
Aiy : A x _E 5 _E 5
& v [ w ‘T‘ 8Pl 8Pl
- \‘T‘ : -
Aullllllllllllll*ix _lql3 —lql3
T * z 7
YT I
q
Al LLLLLLLLL A x 1 , 1 )
o ‘T ' 5 9% (2l —a) — 52794 (2l — a)

A Jl.a
=
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1. Déterminer le degré d’hyperstaticité de la poutrek ;
2. Decouper la poutre a (n) travees indéependantes (i) chacune de portee L; et de rigidite

flexionnelle El;

3. Pour chague poutre isostatique de travée (i), déterminer :

» les réactions des appuis : 1.2, et rig

" |es expressions efforts internes : I'effort tranchant v; (x) et moment fléchissant m;(x) ;

" les rotations des appuis : Hf_l et Hf

4. Ecrire les k equations de 3 moments pour chague deux travées consécutives (i) et (i+1):

LiM +2(Li+Li+1)M+Li+1M _
EI, 71 EI, EI.,,)] ' EI,, ™'

13

5. Résoudre ces equations pour determiner les moments M; sur appuis.

6. calculer les réactions et les efforts internes par les formules suivantes :

Mf—l_Mi MHI_M:‘
+
L Li+1

= | es réactions des appuis : R, =r% +r% +

M., - M,
® | "effort tranchant : V(x) =v,(x)+ 'T"l

" | e moment fléchissant : M.(x)=m,(x)+M,_,(1- Li) + M, Li
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METHODE DES TROIS MOMENTS
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Appl: Poutres a trois travées

On considere une poutre continue (ABCD) de trois travées, de rigidité EI constante. Elle
supporte une charge répartie de SkN/m sur la travée AB et CD et une charge concentrée de
40kN au milieu de la travée BC.

En utilisant la méthode des trois moments. déterminer :

- Les réactions aux appuis.
- Tracer le diagramme des moments fléchissants et des efforts tranchants.

SkN/m 1401{1\1 SkN/m
Ay v ¥ Vv B CJ«ererL*D
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Degré d’hyperstatique : 2 fois hyperstatique

Point B :

6My + 2(6 + 10)Mg + 10Mc = —6EI(¢pg + @pa)

—6EI(ppy + ¢pa) :
13 63

—6Elppy = —q—=—5—=—270
4 4 = —6EI(¢@p, + @pa) = —1770kN.m?

3 2 3 2
—6Elpgq = — 5 PI* = —240.10% = —1500

EtM, =0
Donc :

32Mpz 4+ 10M, = —1770kN. m?
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Point C :

10Mp + 2(10 + 6)M¢ + 6Mp = —6EI(pcy + Pca)

—6EI(@cg + Pca) :

3 3
—6EI@pcy = —§P12 = —540. 10% = —1500
E 63 = —6EI(@cy + Pca) = —1770kN.m?
—6LE[QPcq = —qz = _5I = —270
Donc :

10Mg + 32M, = —1770kN. m?

32 10{ }:_{1770

2 — — _
b 1770} KN.m? = My = M, = —42.14kN.m
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Calcul des réactions : par le principe de la décomposition (superposition)

42.14 14
skhm ) ( l 40 kN T SkN/m
B B

Ay ¥ Jv ¥ C Ay ¢ ¢ B

7 6m i

N
(=)
=t
o,
o,
n
=
h
=

Les réactions dues aux charges exterieures :

TlS 15 T T 20 2[}T T15 ﬁS

Les réactions dues aux moments appliqués aux niveaux des appuis :

l7.023 '7.023T UT 0 T 7.013 7.0123
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Les réactions totales :

SkN/m
Ay Vv v L 2 *B
yd
\ EI
“ 6m “  Sm
R, =7.023kN Rgp = 42.023kN Rc =42.023kN Rp =7.977kN
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Diagramme des efforts tranchants

22.023kN
20
7.977kN + N
+ \l
) - T7.977kN
22.023kN 20N
Diagramime des moments fléchissant :
42 15kN.m 42 15kN.m

1.6m 4
R \'l/

6.36kN.m 6.36kN.m

57.86kN.m
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Rappel tracage des diagramme DFT
et DMF
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App2: Poutres encastrée a 1 travée

On considére une poutre continue (ABC) de deux travées. de rigidité ET constante. Celle-c1
est encastrée en A. repose sur deux appuis sumples en B et C. Elle supporte une charge
répartie de 6kN/m sur la travée AB et une charge concentrée de 40kN au milieu de la
travee BC.

En utilisant la méthode des trois moments, déterminer :

- Les réactions d’appuis en A. B et C.
- Le diagramme des moments fléchissants et de I'effort tranchant.

6kN/m lamm
% v V¥V Vv B C
rd
\EI
}( Sm 7 3m +[ 3m i
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Degré d’hyperstatique : 2

On remplace 1’encastrement par une poutre bi articlée de longueur Al

6kN/m 4[|' kN
AV v v v B C

EI
~ 3m e
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Point A :
ﬂIMAn + 2[&! + S}MA + SMB = —GEI[I;HAE + (ﬂﬂd)

—6EI(@ag + @Qaa) :

—6El@,, = 0 (Auncune charge n'agit sur la poutre A, — A)

2 5° = —6EI(@4, + ¢
—6El@pq = a4y = —GI = —187.5 (945 + P1a)
= —187.5kN.m?
Donc : 10M, + 5Mg = —187.5kN.m?
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Point B :

5Ms + 2(5 + 6)Mp + 6Mc = —6EI(@54 + @5a)

—O6EI(@pgy + Pga) :

I3 53
—6Elgpy = —q = —6—-=—187.5
3 * 3 * = _651(4933 + (03;1) = —727.5kN.m?
—6Elppg = — g PI* = —240.6° = —540
Et Mc — 0
Done 5M, + 22Mg = —727.5kN.m?

[10 5 {MA}:_{187.5

2 - — = —
5 221 (Mg ?27_5}:‘{N.m = My = —2.5kN.m et Mg 32.5kN.m
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Calcul des reactions

5 5 ﬁk\fm \3_ _(_ 40 kN

Ay v v C

% 3m 3m 7

Les réactions dues aux charges extérieures :

T wl

— =20 20
2

T

— =15 15

Les réactions dues aux moments appliqués aux niveaux des appuis :

6 l 6 T T5.42 5.42i

Les réactions totales :

OuRy =15—-6 =9kN,Rg = 21 + 25.42 = 46.42kN et R, = 20 — 5.42 = 14.58kN
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Diagramme des efforts tranchants

25.42kN

9 kN +

[N

P1kN 14.58kN
Diagramme des moments fléchissant :

2.5kN.m
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App3: Poutres encastrée a 2 travées

On considere une poutre continue (ABCD) de trois travées, de rigidité EI constante sur
toutes les traveées. Celle-c1 est encastrée en A, repose sur deux appuis simples en B, C et D.
Elle supporte une charge répartie de 8kN/m sur toute la longueur de la poutre continue
ABCD et une charge concentrée de 20kN au milieu de la travée BC.

En utilisant la méthode des trois moments. détermuiner ;

- Les réactions d’appuis en A, B, C et D.
- Le diagramme des moments fléchissants et de 'effort tranchant.

SKN/m 20 kKN
Z Y v v b v v v yv v v ¥
A B ( C D
El
}< 3m “ 1m ‘{{ 1m { “  2m 7
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Degré d’hyperstatique : 3

On remplace I’encastrement par une poutre b1 articlée de longueur Al

SkN/m - |20kN
AY ¢¢¢¢¢+ v YV v v ¥

T Er .t
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Point A :
AlMyo + 2(Al + 3)My + 3Mp = —6EI(Pag + Paq)
—6EIl(9ag + Paa):
—6El@,, = 0(Auncune charge n'agit sur la poutre A, — A)
I3 33 = —6EIl(@4, + @
—6ElQgy = —q—=-8—= 54 (05 + 9a)
4 4
= —54kN.m?

6M, + 3Mp = —54

Point B :
3My + 2(3+ 2)Mg + 2M; = —65![(039 + @gq)
—6EI(@py + @pa) :
IE
—6Elppy = —ay
53 = —6EI(@py + ¢pa) = —100kN.m?
—GEIfPBd = —qE — EPEZ

Donc :

3M‘q + 1UMB + ZMQ - —1[}0
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Point C :

2Mp + 2(2 + 2)M¢ + 2Mp = —6EI(@cg + @ca)

—6EI(@cy + Pca) :

B 3 )
—65!(;95-3 — —{IE——PIE
» = —6EI(@cy + Pca) = —62kN.m?

—6EIpcq = 7y )

Et Mp =0

Donc :

2Mg + 8M, = —62kN.m”*

6 3 0](Ma 54 M —5.4063
I3 10 2‘{5‘13}_—{1[]0 MB]_ —7.1875¢ kN.

0 2 8l\M; 62 M¢ —5.9531

kN.m?> =
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Calcul des réactions

5.41kKNm g:N/m 7.19kNm 4, kj SkN/m 5.95kNm SkN/m

G T )G T O e

% 3m s “ZAm | 1m 77

|
|‘ | F|-‘

=
-y

3
N

3m i

-~
¥

Les réactions dues aux charges extérieures :

4 ol s sl s o]

Les réactions dues aux moments appliqués aux niveaux des appuis :

b.5933 0.5933 T T[}.BZ [}.621 T2.98 2.981

Les réactions totales :

R, = 11.41kN,Rz = 31.2kN et R, = 5.02kN
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Diagramme des efforts tranchants

18.62kN

ey 10.98kN
10.62kN

11.41[2:\(\ . \
+ +

12kN o ?Bkﬁ\ 5 82kN
17.38kN

Diagramme des moments fléchissant :

7.19EN.m
5.95kEN.m
N1.37m
N>
R \-4/
1.42kN.m
1.59kN.m
7.43kN.m
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App4: Poutres a 3 travées

Tracer le diagramume des moments fléchissants et de I'effort tranchant de la poutre
suivante :

22KkN (totale) l SKN
v v D

*

k 4

12m % |
|
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Point B :

14My + 2(14 + 12)Mp + 12M¢ = —6EI(@pg + Ppa)

—6EI(@py + @ga) :

3 , 3 ,
—6Elggy = —oPI* = —212.14
2 2 = _GEI(‘F'Bg + Q'-’Ed) = —1554kN.m?
—6Elppq = —EPIE =37 127
Et MA — D
Donc ;

52Mg + 12M; = —1554kN.m°
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Point C :

12Mp + 2(12 + 12)M¢ + 12Mp = —6EI(9cg + Pca)

—O6EI(@cy + @ca) :

2 y) )
—6El@pcy = _EP! =—37.12

[3 123 = _ﬁEf(ﬁﬂt:‘g + ‘Pm) = —1464kN.m?
—6Elpca = —q - = —1.833——

Et Mp = —20kN.m
Donc :

16Mg + 56M, = —1464 — 12(—-20)

Ee R e v R e
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Calcul des réactions

uk\l 25.5kNm 17 l?kN 191KNm  221N(Total)
A

@gﬁ ng Y Vv v jnkN"]'slo:

% 14m LAY 12m Z % 12m fﬂéﬁ

Les réactions dues aux charges extérieures :
o 15 R Y i sl

Les réactions dues aux moments appliqués aux niveaux des appuis :

11.82 1.82T T{].SEB D.533i 10.0?5 0.075 T

Les reactions totales :

R, = 418 kN, Ry = 15.1246kN, R, = 17.39kN et Ry, = 16.07kN
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Diagramme des efforts tranchants

7.53kN SN

4.18kN 4
+ 0.53kN

7.82KkN

Diagramme des moments fléchissant :

29.26kN.m ' ’ 13.3R<m
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AS1: Poutre SS et encastrée

Soit la structure (S) de la figure (5-4), simplement appuyée en A et encastrée en B, d’inertie
flexionnelle E.I constante et soumise a une charge uniformément répartie q.

1. Calculer le degré d’hyperstatique de la structure S.

2. Déterminer les expressions des moments aux appuis.

3. Déterminer les expressions des efforts internes le long de S.

q
A+**++++***i+§
B
0 1
¢ L El 5

Figure 5-4 : Schéma statique de (5)
(exercice 5.1)
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AS2: Poutre ABC

On considere la poutre continue ABC constituée de deux travées de mémes

longueurs 1 et de méme inerties flexionnelles EI.

1. Calculer le degré d’hyperstatique de ABC.

2. Déterminer les moments aux appuis.

3. En déduire I’expression du moment fléchissant et 1’effort tranchant le long de la

poutre, ainsi que les réactions aux appuis.

4. Tracer les diagrammes des efforts internes.
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AS3: Poutre ABCD

On considere la poutre hyperstatique ABCD, ci-dessous, constituée de trois travées de

méme inertie flexionnelle EI.

1. Calculer le degré d’hyperstatique de cette structure.

2. Déterminer les moments aux appuis.

3. En déduire I’expression du moment fléchissant et 1’effort tranchant le long de la poutre,
ainsi que les réactions aux appuis.

4. Tracer les diagrammes des efforts internes.
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AS4: Poutres a 3 travées

Soit la poutre continue a quatre travées de la figure 5.23. Supposons les
moments d'inertie suivants : [y = 1. L =L =2et I, =1,5.

ﬁ .
N osmse® X
-1,7835ga’ 3836qa
-145?’?@2

Figure 5.23 Exemple d'application de la formule des trois moments
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ASS5: Poutre a quatre travées

On considere la poutre a quatre travées égales. Les longueur des travées sont L; = L, = 3m

et L, = Lz =4 m. Déterminer les moments de flexion aux droits des appuis.
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AS6: Poutre a trois travées

On considere la poutre a trois travées €gales, supporte une charge uniforme partielle.

Déterminer les moments de flexion aux droits des appuis.
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AS7: Poutre a quatre travées

On considere la poutre droite continue a trois travées €gales, supporte un couple C.

Déterminer les moments de flexion aux appuis 1 et 2.
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AS8: Poutre a quatre travées

La poutre droite continue a trois travées, sur quatre appuis équidistants, supporte une charge

uniformément répartie et une charge concentrée. Déterminer les réactions des appuis.
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AS9: Poutre a trois travées

La poutre droite continue a trois travées, sur quatre appuis équidistants, supporte une charge

triangulaire et un couple C. Déterminer les moments de flexion des appuis B et C.
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AS10: Poutre en porte a faux

Une poutre droite continue, a une extimité en porte a faux, repose des appuis simples.

Déterminer les réactions des appuis.
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AS11: Poutre avec extrémité encastrée

Une poutre droite continue, avec une extimité encastrée, supporte une charge uniformément répartie.

Déterminer les réactions des appuis.

ZAKI SMAIL — CALCUL DES STRUCTURES- 3¢meA GM_UIC : 2019 / 2020




AS12: Poutre avec extrémité en PF encastrée

Une poutre droite continue a I’extimité en porte a faux et encastrée sur une extrémité.

Déterminer les réactions des appuis et les moments de flexion.
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AS13: Poutre bi-encastrée

Une poutre avec EI constante supporte un coupe C. Calculer les réactions des deux extimités.
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AS14: Poutres sur trois appuis

Une poutres continue ABC repose sur trois appuis. La partie BC de la poutre supporte une charge

uniformément répartie Calculer les réactions des trois appuis.
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AS15: Deux poutres liées

Deux poutres AC et CB sont liées par une articulation C. La poutre CB supporte une charge
uniformément répartie q et la poutre AC supporte une charge concentrée F. Entre les deux charges

il existe une relation F=qL. Calculer la fleche au point C et I’angle de déformation au point A.
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Liste des formulaires

1. Formulaire de fleches de poutres isostatiques.

2. Formulaire des réactions de liaison de la poutre bi-encastrée.

3.Valeur de 607 et 60

L
L
4.Valeur de Ej M;m;dx
0

5. Formulaire de la poutre continue a 2 travées égales.
6. Formulaire de la poutre continue a 3 travées égales.
7. Formulaire de la poutre continue a 4 travées égales.

8. Formulaire de la poutre continue a 5 travées égales.
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1. Formulaire de fleches de poutres isostatiques

v O=x=o - y(x)= % [x3—u(2L—cx)x] vi(x) = % [3:{2— o (2L- )]
X a<x<L - y(x) = % [(L-x)3-(L-c0)(L+a)(L-x)]
ip Y0 = 2L [3L024 (L)L)
P'{:u:z(L—f:'r.}2 B
yla)=- ————= pour x=a,
3EIL
S0 (v @ Ly___PL7 —g=L
9 7 L , ¥(3) =" 3861 )
— P - —_ P a3 2473
T D y(x) =- SAET x4 2Lx341x) V(%) 24EI(4X —6Lx2+17)
4
) : V(3)=- ;ETEI pour  x=3
- (x) = M e3 31.x249712 ) (x) = M (3x2—6Lx+217)
& 'M ‘@ y(x) = ggp (x 3Lx*+21°x V(%) = 221-(3x?~6Lx+2
iP 0=x<q : y(x) = % V(x) = %
Po’(0—3
§ o<x<L - ¥ = 2230
,«’%ﬂf L v(L) =- 5—5 pour  X=0=
TN P |60 =- shet-aussarid $) = - L o3Lx3T)
% pL*
L ) y(L) =- SEL pour  x=L
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2. Formulaire des réactions de liaison de la poutre bi-encastrée

q
2 ¥
v ¥ vy ¥y W A \r. Q_LL- U—LL- n_CIL ) u_—qL
\ N | BT T M T M
\F i\
T T T la o3 3
0 _ay . T0_ a~ ., a -
W W v W _ T1] = 12 1 EL) . T]l_ qﬂﬂ—f ZLE)
=l -
B ] M]= lgzz(ﬁLz—EaL+3alj . MY = ;%(%—Ea)
F N 0= E 0 E - y0— EL - 0 - —EL
S e . 1p J
F F
N l l §« | T0=F;T0=F; m0=Faa) . pp _ “Fala)
N\ % j ] ] L ] L
N\ S . IN
<2 5 « 2 35
F 2 3
_ Fb _mo_ F _ Fab _ —Fba®
3L l § Ty = S3{(b+3a) ; Th= ?f’g(ama) - Mi= EF ; M= L;'
NE . b TR
\ ™ \ _ _
\E \ J§ 10 6abC . qo_ Z6C Lo bRab) o aCba)
P i e b . 1] L3 Jl ]'_.,3 I'_] :I'-‘_2 Jl LL
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3.Valeur de 607 et 607
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L
L
4.Valeur de EJ M;m;dx
0
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L
L
4.Valeur de EJ M;m;dx
0
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L
L
4.Valeur de EJ M;m;dx
0
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5. Formulaire de la poutre continue a 2 travées égales

Geéométrie et chargement Moment sur appui et réaction d’appui
3
P
My = ——FI
Ay ¥ A Az 1 32
‘%\ |2 T.é:\ '&\ "r":lqﬂ — EP Y.-q.1 o H "i":q: — —iF
+—>» 32 16 32
P P M, = — 3P
Ay ¥ A Az 1 16
D 11 )
1/2 /2 ‘&‘ Yo = —P Y3 = —P Yp = —F
iq—:- i{—} 718 T B 1T 78
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5. Formulaire de la poutre continue a 2 travées égales Suite

Géométrie et chargement Moment sur appui et réaction d’appui
1
p P My =——Fl
Ag ¢ ¢ Aq Ay B
.& 5 8 1
V3 [ U3 13 Yo, = =P Ya, =—=P Y4 =—<=PFP
4—»‘4—»‘4—» AT F A7 6 #a 6

IR
Ao Az

2 8 2
‘ﬁ‘us ‘ V3 ‘ !\%’x ‘ V3 ‘ ‘%\ Yoo =3P Ya =3P Ya =3P

P P P 15
My =——"r
“"“ﬂ# ¢ ¢ Ay Ay 1 2
'\&“ a1 126 15
'“‘”L‘*‘”' Yoo =gqP Yo =g P Ym=-%"

V4 U4 14 1M

MP# P¢ P¢ N P¢ P¢ P¢ Ay M, =_%,.—.,

|+h~‘4+‘-{+‘4—}|{+‘4—}‘{+‘4—} Yoo = 35P Ya, =P Ya, =P
V4 U4 V4 U4 U4 4 U4 L4
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6. Formulaire de la poutre continue a 3 travées égales

Géométrie et chargement Moment sur appui et réaction d'appui
3 3
My=——P M;=_—F
P 10
fﬂ.n ¢ 1'11 1'12 1'13 1 4?
Ya = =P Yo, = —FP
:% A A A SR 417 a0
>
2 9 3
Ya, = —55P  Yar=35P
p a0 a0
Ao Ay ¢ Az A3 3 23
- \%« - = =" T a”
-+
112 23 3
Yo, = 0P YA =—55f
3 1
Mi=——P M;=——=—"F
b p 'T 0 ‘T 720
Ya, = =P  Ya, = —P
<%x x‘?« A A A =3 417 20
2 112 3 1
2 2 Ya, = —P  Ya, = ——P
770 ST
3 3
My = ——P M; = ——F
p p p 'T 20 ‘T2
\%& ‘%\ ‘%\ A =200 AT
> - -
12 112 12 Ya — 23P Yo — 7 P
417 20 A2~ 20
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6. Formulaire de la poutre continue a 3 travées égales

Géométrie et chargement Moment sur appui et réaction d'appui
1.2 1 5
M = _ﬁq M; = ﬁql
q
13 13
L o= 2l Vi, = 22l
Y W W W , 1
."ln ."l] ."1;2 ."13 YAZ = _ﬁq, YAJ = qu
1 1
4
Ll SR VRV |
A A A A T 20 720
1[' .'i] 12 .'13 11 1
YA; qu Az — _qu
7 1
My = —ﬁq‘fz M; = —ﬁfﬂz
L
23 18
Y W W W W
A A A A q 1
0 1 2 3 Ya, qu Ya, _ﬁ‘?"
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7. Formulaire de la poutre continue a 4 travées égales

Géométrie et chargement Moment sur appui
P F My = —0, 080F/
; I g z i M; = —0,054P!
.'\.“ .'1] .'1._2 .'1.3 .'1.4

M; = —0,090P
FI|P FI|P
M; = 0,095P]

A A A A A M3 = —0, 090F!

f‘.ﬂ fi] |'1.2 |'1.3 |'1.4
My = —0,071g/*
q 9 1 ; g
E L [ l l M; = 0,036g/°
A A A M; = —0,071gl
f\.“ n'i] fiz '11'3 fi‘
H 4 M; = —0,054qF

l““ l M; = —0,036g/°
A A A A |

fi.“ fi] fiz '11'3 f\.‘
M; = —0,121g/
4 4 4
| | | | | M; = —0,018g/’
Mz = —0,058qg/*
fi.“ fi] fﬂ.z |'1.3 |'1.4
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8. Formulaire de la poutre continue a 5 travées égales

Géomeétrie et chargement

Moment sur appui

M; = —0, 106PI
M; = 0, 048P]
M3 = —0,088P
Mz = —0,072P

vy v
¥ v S s e

-'in fi ] fi 2 '11'3 |'1. d fi 5

M; = —0, 140P
Mz = —0, 105PI
M3 = —0, 105PI
My = —0, 140P

M; = —0,105gF
M; = —0,079gF
Ms = —0,079gF
Mz = —0,105q/

M, = —0,053gP
M, = —0,039gF
M; = —0,039qF
M, = —0,053gF
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Merci de votre
attention!




