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Cours Automatique lineaire

Chapitre 1

Representation et modélisation des
systemes dynamigues continus
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Introduction

Qu'est-ce qu'un systeme?
Systeme : ensemble d'objets interagissant entre eux pour realiser
une fonction. Il est connecté au monde extérieur a travers :

" Ses entrées
* signaux d'excitation : actions envoyees au systeme

e perturbations qui sont en géneéral impreévisibles

= ses sorties : reponses du systeme aux signaux d'entrée

Perturbations

Signaux de sortie
ou réponsesy

Signaux d’entrée

S Systéme
Ou excitations u
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Classification des systemes

Systeme statique
La réponse du systeme a une excitation est instantanée

i() R | Equation
u(t)T y(t) =i(t) =%U(t)

Systeme dynamique
La reponse est fonction de I'excitation et des réponses passées

i) R Equation

0] ;:Tvc(t) RC y )+ y(1)= u(t)
avec  Yy(t)=Vc(1)

Systemes monovariable et multivariable
€ Monovariable : systeme a une entrée et une sortie

¢ Multivariable : nombre d'entrées + nombre de sorties > 2
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Classification des systemes

Systemes continu et discret
4 Continu : l'information circule a tout instant de fagcon continue
RCy'(t) + y(t) =u(t)

® Discret : I'information circule a des instants discrets

RCy(k +1) + (1- RC)y(K) = u(k)

Systemes linéaires et non linéaires

@ Le systeme est linéaire s'ill satisfait au principe de
superposition
Si y;(t) est la réponse du systeme a l'entrée u;(t) alors la
réponse du systeme a u(t) = > au; (t) est y(t) = > aiyi(t)
i |

€ Le systeme est non-linéaire dans le cas contraire
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Rappels sur latransformée de Laplace

Définition de la Transformée de Laplace (TL)
¢ X(t) : signal réel tel que x(t)=0 Vvt<O

¢ Transformée de Laplace de x(t) : X(S) = L(x(t)) = jo+ “x(t)e-stdt

# X(s) : fonction de la variable complexe s=c + jo, ¢ >0

Exemple .
Soit le signal x(t) =e-at pour t=0eta>0 g
‘® 0.5
— [t®p-atp-stdt = [T® e—(a+s)t 5
X (s) Io e-ate-stdt Io e dt =
1 O0 1‘0 20 3‘0 40
X(s)=—— Temps t

S +a
Transformée de Laplace inverse

X(t) = £1(X (5))= ZTEJGTOX(S)etSds
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Rappels sur la TL

Propriétés de la TL
X(t) et y(t) : signaux réels tels que x(t)=0, y(t)=0 Vt<O0
€ Linearite
Ao x(t)+B y)=aX(s)+BY(s) Va,B eR*
@ Dérivation
£(x®)=sX(s)-x(0*) x(0+): condition initiale
£(xK) (t)) = sk X (s) — sk-1x(0+) — sk-2x(D) (0+) —--- — x(k-1)(0+)
x(0+),x® (0+),---, xk-1) (0+) : conditions initiales
Cas particulier : conditions initiales nulles L( x(k)(t)): sk X (s)

¢ Intégration )
y(t) = [Ex@)dt = £(y(1)= X—S(éh@

Condition initiale nulle :  £( y(t)) = X(s)
S
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Rappels sur la TL

Rappels surla TL 1

¢ Retard temporel
L(X(t=T))=e-sT X(s)

0.5

0

& Théoreme de la valeur initiale
x(0+)= lim x(t) = lim sX(s)

t—0* S—>+00
® Théoreme de la valeur finale

X, = lim x(t) = lim sX(s)
t—>+00 s—0

4 Produit de convolution
Z(t) : convolution des signaux réels x(t) et y(t)

2(t) = X * y(t) = [ x@)y(t—1)dt = Z(5) = X(5).Y (5)

Automatique 0
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TL de quelques sighaux usuels

d Impulsion de Dirac 6(t) O Rampe ou échelon de vitesse
o (t) v(t)

> t
£(vv)=
» t S
o(3(®)=1
2 Echelon unité I'(t) 2 Signal sinusoidal

()

| AWANWANAY
e \VARVARV

I'(Y ={1 £>0 X(t) =sin(wt+¢) t>0

1 ;
o(r@)== £ x(t)= $Sing +o Cose
Automatique > S2 +m?
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Réponse temporelle d'un systeme LTI

u——>»

Systéme
linéaire

.—>y

Un systeme lineaire est
assimilable a un filtre linéaire ¥

Réponse du systeme a une impulsion de Dirac 3(t)

h(t) =#3(t)) h(t) est la réponse impulsionnelle du systéme

Réponse a une entrée quelconque u(t), u(t) =0 vt <0
@ Rappel : u(t) = u(t) *5(t) = | u(x)d(t-r)dr

0
® y(t) = u®)=7 [ u()s(t-)dr )
Systéme linéaire = Y(t) = IO+ “ u(t) HS(t—))dt

Systéme invariant= h(t —t) =#5(t —1))

y(t) = [y u(@)h(t —)dt =u(t)*h(t)

y(t) = #(u(t)) produit de convolution de u(t) et de h(t)

Automatique
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Fonction de transfert d'un systeme LTI (1)

Fonction de transfert
yt) =u®)*ht) = Y()=ayt))=UE)HE) =

H(s) est la fonction de transfert du systeme

H(s):%((%

Systeme continu régi par une équation differentielle
any(M (t) +---+ ary@ (t) + ag y(t) = bmu(m) (t) +-- -+ bru® (t) + bou(t)
avec m<n

On suppose les conditions initiales nulles c'est-a-dire
y(-1)(0) =---=yW(0) = y(0) =0
um-1(0)=---=u@®(0)=u(0)=0
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Fonction de transfert d'un systeme LTI

Systeme regi par une équation différentielle (suite)
En utilisantla TL, on a:
ans"Y (S) +---+aisY (s) +agY (s) =bmsmU (S) +---+ bisU (s) + boU (S)

(ansh +---+ azs+ap )Y(s) = (bmsm +---+ bys+g JU(s)

Y(s) _bmsM +---+bi1s+ho
U(s) ansh+---+ais+ ag

H(s) =

La fonction de transfert a la forme d'une fraction rationnelle :

H (s) = N(s) N(s) et D(s) : polyndmes en s de degrés
D(s) respectifs m et n

Le systeme est dit d'ordre n
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Fonction de transfert d'un systeme LTI

Exemple : circuit RLC

i) R

u(t)T C= TVc(t) Sortie du systeme :  y(t) =Vc(t)

& Lois de I'électricité

Ri(t) + L%Wc(t) —u(t)
Ve (t) =(l: fitr)dr = i(t) = OV, (1)

On en déduit : LCV (t)+ RCV,(t) +V,(t) = u(t)
& Fonction de transfert
(LCs2+RCs +1)V¢(s) =U (s)

H (S) :VC(S) — 1
U(s) LCs2+RCs+1
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Réponse d'un systeme LTl par la TL

Exemple : circuit RC

iy R

. RCy () + y(t)=u(t)
u(t)T “T TVC(t) avec  y(t)=Vc(t)

Donner I'expression de la réponse du systeme pour une entrée echelon
d'amplitude uy=2V. La tension initiale aux bords de la capacite est V.(0)=0.5V
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Réponse d'un systeme LTl par la TL

Exemple : circuit RC

ity R

. RCy () + y(t)=u(t)
u(t)T “T TVC(t) avec  y(t)=Vc(t)

¢ Application de la TL

U (s) RC
RC(SY (8) Ve (0)+Y(s) =U(s) =Y (8) =g sr1t Resag Ve

u(t) =uel'(t) = U (s):u?O

Uq RC
s(RCs+1)" RCs+1

Automatique 15
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Réponse d'un systeme LTl par la TL

Exemple : circuit RC (suite)
Uq RC
s(RCs+1) " RCs+1

Y (s)= V¢ (0)

En utilisant les tables de transformée, on a :

_t _t
(1) =ug(1-¢ RS )+V, (0)e RS

Ve (t) yi (t)

Automatique %o > 4 6
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Régimes transitoire et permanent

Réponse du circuit RC

//

1F Régime Régime
transitoire permanent

0 > 4 6 8 10
Régime permanent

Soumis a un entrée échelon, rampe, ... un systeme linéaire stable

aura un comportement asymptotique similaire a I'entrée : on dit gu'il
a atteint le réegime permanent.

Régime transitoire

C'est la partie de la réponse qui précede le regime permanent.

Le régime transitoire est lié a la dynamique du systeme
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Eléments caractéristiques de la FT

N(s) bys"+---+bs+ by

D(S) " a 8"+t as+ag

H(s) =

PoOles (modes) et zéros du systeme

®Les poles sont les racines Aje C du polyndbme D(s). Les pobles
sont soit reels, soit des paires de pbles complexes conjugués

€ Un systeme d'ordre n admet n pdles distincts ou non

@ Les zeros sont les racines zj € C du polyndome N(s)

Gain du systeme

K Db my ... 1
e - mbos n+ + bibos+ K:%
st a,a,s +---+a/a,s+l )

>

. gain du systeme
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Stabilité des systemes LTI

Théoreme

Un systeme LTI est stable si et seulement si tous ses poles A,
ont une partie réelle Re(A;) négative

IAm IAm IAm
X X X
X »Re X » Re X » Re
X X X
Stable Instable Instable

Le domaine de stabilité est le demi-plan gauche du plan complexe

Automatique 19



Association de fonctions de transfert

Association en série ou cascade

U ——>

F*l(S)

Y1

> Hys) —>y  H(s)=Ha(s)x Hx(s)

Association en parallele

—>»

f11(3)

—»

fiz(S)

Y1
H(s) = Hy(s) +Ha(s)

Y2

Fonction de transfert en réaction

y —0—{ Hi) >y Hy(s)

Automatique
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