Les systemes a plusieurs degrés de liberté

A. Systemes a 2 degrés de liberté
B. Systemes a n degrés de liberté
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Les degrés de liberté

Les variables indépendantes nécessaires a la description d’un systeme en
mouvement sont appelées degrés de liberté.

S’il y’a N variables indépendantes, on écrit N équations de Lagrange.
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A. Les systemes linéaires libres a deux degrés de
liberté




Les systemes linéaires libres a deux degrés
de liberté

o Les systemes qui nécessitent deux coordonnées indépendantes pour

spécifier leurs positions sont appelés systemes a deux degrés de liberté.

o Exemple:

masses mi1 et m2 qui se déplacent verticalement, il est ., |

y
nécessaire de connaitre leurs coordonnées x: et x.. ks % X2
i




Les systemes linéaires libres a deux degrés de liberté
Systeme libre

Le Lagrangien d’un systeme découplé
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Les systemes linéaires libres a deux degrés de liberté
Systeme libre

L'équation du mouvement
¥1+w12x1=0
5(:'2 +(1)22X2= O
La solution de I'équation du mouvement

x1(t) = Alcos(wlt+ @1) et x2(t) = A2cos(w2t+ ¢2)




Les systemes linéaires libres a deux degrés de liberté
Systeme amorti

L'équation du mouvement

X1+ Q11+ Wo?

x1=0

5&2 + a2 X2 +w02X2= O




Les systemes linéaires libres a deux degrés de liberté
Systeme forcé

L'équation du mouvement

X1+ a1 X1+ @w0?%x1= Fi(t)
X2 + a2 X2 +w0?%x2= Fa(t)




Les systemes linéaires libres a deux degrés de liberté
Systeme libre couplé : Application

Cas de masses-ressorts en translation
c Considérons un systeme constitué de deux masses m: et m: reliées
respectivement par deux ressorts de raideur ki et k2 a deux batis fixes. Les
deux masses sont reliées par un ressort de raideur K. Le ressort K est appelé

Ty Tito

ressort de couplage. s . K,

L > >
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Les systemes linéaires libres a deux degrés de liberté
Systeme libre : Cas de masses-ressorts en translation

Résolution avec le PFD

k(x,—%)
—k,x, k¥
- R e —>

-k (x,—x,)

m1 X1 =K (Xx2-X1) =Kixz =2 m1 X1+ (ki+K) x1-Kx2=0
m2X.= -K (x2-x1) —Kax2 = m2X.+ (ka+K) x2-K x1=0
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Les systemes linéaires libres a deux degrés de liberté
Systeme libre : Cas de masses-ressorts en translation

Résolution avec le Lagrangien

Soit T et U respectivement |I'énergie cinétique et I'énergie potentielle :

1 .5 1

T==m1X1%+ = m2 x22
2 2

1 1 1
U= > kix1%+ > K(ox1— x2)%+ . kax2?

U=>
2

Le lagrangien L = T- U s’écrit alors:

(ki+K) x1% + % (ka+K) x22 - K x1x2

1 ., 1 .o 1 1
L=—m X1% + ~m; X2° — (ka+K) x1% - ~ (ka+K) x2% + K x1x2
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Les systemes linéaires libres a deux degrés de liberté
Systeme libre : Application

Cas de masses-ressorts en translation

o Les équations de Lagrange s’écrivent:

~—~d dL L _
dt dx1 ax1

d oL 9L _
S dtax2 oax2

0

0
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Les systemes linéaires libres a deux degrés de liberté
Systeme libre : Application

Cas de masses-ressorts en translation

L'équation du mouvement

m: X1 + (ki+K) x1-Kx2=0
m2X.+ (ka+K) x2-Kx1=0

Les termes -K x1et -K xz2sont appelés termes de couplage, et les deux

équations différentielles sont dites couplées.
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Les systemes linéaires libres a deux degrés de liberté
Systeme libre : Application

Cas de masses-ressorts en translation

L'équation du mouvement

m: X1 + (ki+K) x1-Kx2=0
m2X.+ (ka+K) x2-Kx1=0

Les termes -K x1et -K xz2sont appelés termes de couplage, et les deux

équations différentielles sont dites couplées.
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Les systemes linéaires libres a deux degrés de liberté
Systeme libre : Application

La forme matricielle du systeme d’équations

[ I+ P 2060- 0
|

|
[M] [K]

[M] et [K] sont appelées, respectivement, matrice de masse et matrice de

rigidité (ou de raideur) du systeme
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Les systemes linéaires libres a deux degrés de liberté
Systeme libre : Application

Cas de masses-ressorts en translation

Détermination du facteur de couplage

On pose:
k1+K k2+K K K
ws= et w5 = et—=Y?2 et— = 2
ml m2 mil m2

> X1+ wix1-Y2x2=0
5éz+a)%x2‘ﬁ2 X1= O
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Les systemes linéaires libres a deux degrés de liberté
Systeme libre : Application

Cas de masses-ressorts en translation

La résolution de I'équation du mouvement

x1(t) = Ajcos(w,t + @) et x,(t) = A,cos(w,t + @,)

Ou, A1, A2 et @ sont des constantes et w l'une des pulsations propres du

systeme.
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Les systemes linéaires libres a deux degrés de liberté
Systeme libre : Application

Cas de masses-ressorts en translation

La substitution de x1 et x2 dans le systeme d’équations différentielles donne:

[w{% - w?]A1-Y A2=0
- B A+ [w,? ~w?]A2=0

Ce qui constitue un systeme d’équations linéaires homogenes dont les

inconnues sont A1 et Ax.
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Les systemes linéaires libres a deux degrés de liberté
Systeme libre : Application

Cas de masses-ressorts en translation

Ce systeme admet une solution non identiguement nulle seulement si le
déterminant A(w) des coefficients de A1 et A2 est égal O.

— 2 —
A(w)=k1+K M1 @ K

—K k2+K—ma2w?

L'équation caractéristique est:

[ki+ K- miw?] [ka+K-maw?] - K% = 0
= [ki+ K- miw?] [ka+K-maw?] = K?
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Les systemes linéaires libres a deux degrés de liberté
Systeme libre : Application

Cas de masses-ressorts en translation
= [ki+ K- m1 w?] [ka+K-m2w?] = K?

2 _ .2 2 2, _ _K?
=2 [w] - W] [w5-w ]_m1m2
2 2112  21_  Koles
2 [wi- ] [wy-w] = (k1+K) (ko +K)
On pose Ko facteur de couplage ( sans dimension) :
Kz
Ko = Tt 010

Donc : [wi- w?] [w5-w?] = ko w? w5

k, varie de 0 a 1 selon ka valeur de K
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Les systemes linéaires libres a deux degrés de liberté
Systeme amorti

La forme matricielle du systeme d’équations

K o Rt gt
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Les systemes linéaires libres a deux degrés de liberté
Systeme forcé amorti

La forme matricielle du systeme d’équations
ml O 5(:'1 C2 —C2 x.l k1+ K —K x]_ . F(t)
[ 0 mz] {xZ} T \—CZ C2 /] {XZ} T [\ —K  ka+K /{xz} _{ 0 }

| |
[M] & Ko

— [cos(wt) — 1o
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B. Les systemes linéaires libres a n degrés de
liberté




Les systemes linéaires libres a n degrés de liberté

Pour un systeme a n degrés de liberté, le vecteur déplacement devient un vecteur
colonne 1x n et les matrices de masse et de raideur sont des matrices carrées nxn.
En considérant une masse j, I'équation d'équilibre s'écrit :

X; (f) Ij—l(t} Ij(t) Xin {t}

— > —— |/
. AW W
kj+l ’ k. k

J J+l

pour les masses j—1 et j+1 bloquées pour les masses j—1 et j+1 en mouvement

mi,=—kx, —k; x, mX; =—k; (If — X )_khl (*I.:' - Ij+l)




Les systemes linéaires libres a n degrés de liberté

Généralisation au systeme complet

x,(¢) x, (£) x4 (t) x,4(t) x, (1)
— [ — S L
PWM m, ?WWAA m, IAAAA my [ MAA m,, PV m,
kl k'?_ k?— k:t—l k,.

m.X; Z—kj(:l:j —Ij_lJ-I“ij(.IHI —.121.)

=kx, =k, +k ., )5, +k

Jj+

T
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Les systemes linéaires libres a n degrés de liberté

Généralisation au systeme complet

L'ensemble des équations peut se mettre sous la forme d'un systeme linéaire:
M{X} + K{X} = {0}
Avec: M:diag(mlvmzfmjv---:mn—lnmn)

ok +k, —k, 0 - 0 0
—k, k,+k, -k, : '




Les systemes linéaires libres a n degrés de liberté
Etude énergétique

Energies cinétiques :

2T =3, ¥ mijki%= [x] M {x}
Energies potentielles :

2V = ZiZj Kijxixi= [x] K {x}
Energies de dissipations :

2V = Zizjfi,jfcifcj' = [X] f {x}
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Les systemes linéaires libres a n degrés de liberté
L'équation de Lagrange

L'équation de Lagrange:

d o aD
dt

)T+ (%)V={Q}

ax




Les systemes linéaires libres a n degrés de liberté

Equation du mouvement

Les vibrations libres d’'un systeme conservatif a n DDLs peuvent étre
appréhendées a partir du systeme matriciel suivant

M{X} + K{X} = {0}

oM : est la matrice de masse ou d’inertie
oK :estla matrice de rigidité ou de raideur

[M] et [K] de taille n x n




Les systemes linéaires libres a n degrés de liberté

Equation du mouvement

L'équation du mouvement d’'un systeme amorti a n DDL:
M{X} + f{X} + K{X} = {Q}

> M : est la matrice de masse ou d’inertie
of :estla matrice de dissipation

o K : estla matrice de rigidité ou de raideur
o Q : sont les forces extérieures
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