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CHAPITRE 1
Notions énergétiques

1. Puissance :

_
1.1. Puissance générée par un effort : Soit un effort F' appliqué en un
—
point A qui se déplace par rapport au repere R. Soit V(4,r) la vitesse du point A
par rapport & R, alors :

—_—

(1) P(ﬁA/R) =F Van

N
est la puissance générée par la force F' dans le mouvement du point A par
rapport au repére R.

Fi1G. 1. puissance générée par un effort

La puissance représente de facon instantanée, le taux d’énergie apportée par la
—
force F' dans le mouvement du point A par rapport au repére R.
. . . . . =1 = M.
— SiVia/Rr) a une projection positive sur F', alors P(?,A/R) > 0 et F' participe
au mouvement de A.
—_—

— —
— SiVia/Rr) a une projection négative sur F', alors P < 0 et F s’oppose

(?,A/R)
au mouvement de A.
. =5 . . -

~ Si Via/gr) a une projection nulle sur F (vecteurs orthogonaux ou un des

N
vecteurs nul), alors P( ) = 0 et F' ne participe ni ne s’oppose au mou-

F,A/R
vement de A.

L’unité SI pour la puissance est le Watt : 1WW = 1Nms~! , on trouve toutefois des

indications de puissance en chevaux vapeur : 1chV ~ 736W

—
1.2. Puissance générée par un moment : Soit un moment M4 appliqué

sur un solide S en mouvement par rapport au repére R, soit )g/r) le vecteur
rotation du solide S par rapport au repére R, alors :

—_— —
(2) P(M—>A,S/R) = Ma - Qs/r)




6 1. NOTIONS ENERGETIQUES

Fi1G. 2. puissance générée par un moment

1.3. Puissance générée par un torseur : Une action ou un systéme d’ac-
tions peuvent étre représentés de fagon générale par un torseur S représenté par
ses éléments de réduction en un point A :

=
S { i } ; le mouvement d’un solide S par rapport au repére R est repré-
A
A
senté par un torseur cinématique pg/r qui a pour éléments de réduction au point

—
A:p: % .
Vaes/r ) ,

La puissance générée par le torseur & dans le mouvement de S par rapport a
R est :

3 P -3 —F.V Ma-Q
(3) (3,5/R) = S ® Ps/R Aes/r +Ma-Qs/r

On retrouve de toute évidence les relations 1 et 2 dans chaque cas particulier.

Cette relation peut également étre utilisée pour trouver les actions transmis-
sibles par une liaison parfaite entre deux solides en écrivant que la puissance fournie
par les actions de liaison dans le mouvement relatif des deux solides est nulle.

2. Travail :

2.1. Définition : Le travail W correspond & une accumulation de puissance
pendant un temps déterminé.

(4)

On obtient donc le travail Wi_.5 effectué entre les instants ¢; et ¢o par intégra-
tion de la puissance P par rapport au temps t :

t2
(5) Wi_o = / Pdt
tl

Le travail s’exprime en Joules (J) 1J = 1Nm, ou en calories : 1 Calorie = 4,185 Joule.

Une calorie correspond a la quantité de chaleur nécessaire pour élever 1 gramme
d’eau de 1 degré.



2. TRAVAIL : 7

2.2. Travail d’une force constante : Soit une force 1_5 constante en intensité
et en direction, appliquée en un point A animé d’une vitesse V(4/r) = Va(t) par
rapport au repére R.

Appelons P(t) la puissance générée par la force F dans le mouvement de A /R,
d’aprés la relation (1) P(t) = F. \7,4)(15)

En utilisant I’équation (5), le travail de F' entre les instants t; et to est :

—

t2_)
W1—>2:/ F - Va(t)dt
t1

— — ty = . .
Or F' étant constante, Wy_,, = F - ftl Va(t)dt et si O est un point fixe dans le
R = dOA = [=]t . "
repére R, Va(t) = 5% et Wi = - [OA} et si Ay et A sont les positions de A
ty

. — . — -
aux instants ¢1 et to : Wi_s = F - A1 A5 et si on note d190 = A Ay le déplacement
du point A par rapport au repére R entre les instants ¢; et ¢5, on obtient :

(6) Wi =F 01

F1Gg. 3. Travail d’une force constante

—
Le travail de F' est indépendant du trajet suivi.

2.3. Force dont l’intensité varie linéairement avec le déplacement :
C’est le cas par exemple d’une force appliquée & une extrémité de ressort :

Soit un ressort [OA] de raideur K, dont 'extrémité O est fixe. On applique en
A un effort F = F7. Le déplacement du point A consécutif & 'application de cet
effort est X7 et F = KX. _

On calcule le travail effectué par F' entre les instants ¢ et to.

On note X; = X (¢1) et Xo = X (t2).
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e AAANL
VYV

X (t)

= .
o) (1)

=
A

F1G. 4. Travail d’une force appliquée a une extrémité de ressort

N
La puissance générée par la force F' dans le mouvement du point A par rapport

aurepére R(O, 7') est donc P( = f’)~‘/(A/R) avec Via/r) = ‘%?, on obtient :

?,A/R)

_ pdX _ dx
D’apreés I’équation (5), on peut écrire : Wi_o = ttlz KX%dt soit
1 2 S 2 2
(7) W1_>2 - iKX - §K (XQ — Xl)
t1

3. Energie :

On pourra se référer au cours de thermodynamique pour plus de détails sur les
significations physique des énergies.

(Voir aussi : http ://www.univ-paris12.fr/www /labos/lmp/watzky/C/ThF /index.html
qui a largement inspiré les définitions suivantes).

3.1. Concept d’énergie : Une énergie est une grandeur homogéne & des
Joules. Une énergie peut étre électrique, thermique mécanique ... etc ..;

On distingue pour un systéme isolé, les énergies possédées par le systéme (éner-
gies propres) et les énergies échangées avec I'extérieur.

3.2. Energies propres : Les énergies propres se distinguent en :
— Energies externes : Elles sont liées a la position du systéme comme ’énergie
cinétique : E. = [, 3 pv?dv ou I'énergie potentielle E, = [, pgzdv
— Energie interne : L’énergie interne U est liée aux mouvements et interactions
entre les particules constitutives du systéme.
La somme des énergies propres se nomme énergie totale £ = E, + E, +U

3.3. Energies échangées : Ce sont donc les énergies qui sont échangées avec
I’extérieur, les plus courantes sont :

— Le travail mécanique W des efforts appliqués au systéme

— La chaleur Q.



5. EXPRESSION DE L’ENERGIE ELASTIQUE DANS UNE POUTRE : 9

4. Premier principe de la thermodynamique :

Le premier principe exprime la conservation de I’énergie de 'ensemble {Systéme
+ milieu extérieur} pour un systéme fermé limité par une surface au travers de
laquelle peuvent s’effectuer des échanges énergétiques. 11 s’écrit sous forme de bilan
otll, dans un repére galiléen, la variation d’énergie totale du systéme entre deux états
=1 et 25 est égale & la somme des travaux et chaleurs regus par le systéme pendant
son évolution entre ces deux états :

AE =W 4 @ ou encore

(8) ’ Ey—Ei=Wio+ Qi-2 ‘

5. Expression de I’énergie élastique dans une poutre :

5.1. Hypothéses et notations : Dans ce qui suit, on négligera les variations
d’énergies cinétique E. et potentielle E,, on supposera que les transformations se
font sans échange de chaleur et que ’énergie interne U s’identifie & I’énergie élastique
We.

Soit une poutre 2 de ligne moyenne I' orientée par une abscisse s et de section
3 (s).

On notera W, 'énergie élastique sur ’ensemble du systéme 2, w. 1’énergie
élastique linéique dans la poutre et ¥, ’énergie élastique volumique.

On a donc W, = [ we (s)ds, We = [ [ [, e (z,y, 2) dzdydz

et e (s0) = [ [yy(o) Ve (50,4, 2) dydz.

D’autre part, on choisira de définir une énergie élastique nulle lorsque le systéme
n’est sollicité par aucun chargement.

5.2. Barre soumise & un effort normal constant : Soit une barre [AB]
de longueur initiale & t = 0 ¢, de section A et de module d’élasticité E. On peut
considérer la barre comme un ressort.

7
O A X

X (1)

4

= S
o) F(t)

A(D)

=

F1G. 5. Barre soumise a un effort normal.

On se propose de calculer le travail de F' entre les instants t = 0 et t = ¢1
Cette barre est sollicitée en traction pure avec :

N =Fet Al = T4 soit FF=EAAL
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La raideur de la barre est donc K = ETA et en appliquant la relation (7), le
travail de la force F' entre 'instant initial et 'instant t; est : Wy, = %ﬁ soit
_ EA (N£)2
Wor = 57 (£1)
N2
Wo = ——¢
1T 2EA

En appliquant le premier principe de la thermodynamique (8), on obtient :
Ey — Eg=Wer — Weo = Won
On obtient donc I’énergie élastique de la barre & U'instant ¢; :
N2

Wer = 5p7?

si on suppose que I'état de la matiére est constant sur I’ensemble de la barre,
on a Wy = fwey et Wy = Alapy soit :
I’énergie linéique dans la barre est :
N2

Wel = 5FA

. . 2 .
I’énergie volumique dans la barre est .1 = 22[7 avec Oy, = %, on obtient :

2
— Zaz
1pel - 2
5.3. Poutre plane chargée dans son plan : Soit une poutre plane de plan
moyen (7, y) Q de ligne moyenne I" orientée par une abscisse s et de section X (s)

I’énergie élastique linéique dans la section d’abscisse sg est :

N?  MF, vy
we (80) = 553 + 0BT 2GA]

avec
— Sollicitations :
— N : effort normal
— My, : moment fléchissant suivant I’axe z
— V, : effort tranchant.
— Caractéristiques matérielles :
— F : module d’élasticité longitudinal
-G = ﬁ : module d’élasticité transversal (v coefficient de Poisson).
— Caractéristiques géométriques :
— A : aire de la section
— I, : moment d’inertie de section autour de 'axe Gz
- A;} : section réduite.
Le terme en cisaillement est presque toujours négligé.
Le terme en moment est souvent prépondérant devant les autres. Dans ce cas,
on dit que la structure est a énergie de flexion dominante.
L’énergie élastique dans la poutre est donc :

1 (N2 VR M
) Wo=g ) <EA t e, " Fle. |

Si on néglige les énergies dues a U'effort tranchant et a 1’effort normal, on dit que
le probléme est a flexion dominante et I’expression de 1’énergie élastique devient :




(10)

(11)

5. EXPRESSION DE L’ENERGIE ELASTIQUE DANS UNE POUTRE :

1

e =

2

2
Mfz
r EIGZ

ds

5.4. Cas général : Dans le cas général, nous avons :

We =

1
2

/ N72 + Vy2
P\ EBA T Gay

V2 M2
teatan T

2
My

Elg,

M2
Elg.

)ds

11






CHAPITRE 2
Théorémes énergétiques :

1. Théoréme de Maxwell Betti' (1864-1872) :

1.1. Travail d’une force appliquée sur une structure élastique : Soit

—
une structure élastique €2 de fibre moyenne initiale I'y et F'(t) = F(t)u, une charge
appliquée en un point A de I'.
La fibre moyenne se déforme élastiquement sous I’action de la charge et on note

I'(t) la configuration déformeée.
e

Le point A situé initialement en Ay se déplace en A(t) et on note Ua(t) =
e

AgA(t).

Fi1Gg. 1. Charge appliquée sur une structure élastique

La puissance générée par F(t) dans le déplacement de I'/R est : P(? r/R) =
F(t) X dUdAt(t) _ F(t)dUdAt(t) . 7
Posons

Ua(t)-u = §(t)
alors F'(t) = Ko(t)

do(t)
P(?,F/R) =F(t) ar
La structure étant élastique, on peut affirmer que F'(t) et 6(¢) sont proportion-
. F dF
nels : F(t) = K§(t) soit 6(t) = (t) et Pgp/p) = +F(t)=; (t)

Le travail effectué par la force F entre I'instant 1n1t1a1 et I'instant ¢; et donc
Wor = ftl = F( )dflit)dt = ﬁFQ(tl) - %F(tl)‘s(tl)

Le travail effectué par la force F lors de son application sur une structure
élastique est donc :

1Betti7 E., I Nuovo CiMENTO. Series 2, Vol’s 7 and 8, 1872
2Maxwell, J.C., “On the Calculation of the Equilibrium nad Stiffness of Frames,” Philoso-
phical Magazine, vol. 27, pp. 294-299, 1864

13



14 2. THEOREMES ENERGETIQUES :

(12) Wp = %Fd

N
ou § est la projection du déplacement du point d’application de F' en projection
sur sa droite d’action.

1.2. Coefficients d’influence. Soit une poutre élastique €2 de ligne moyenne
T" sollicitée par n forces {Fl,Fg, vy By FY, ,Fn} appliquées respectivement
en {A1, Az, ..., A, ..., Aj, ..., Ay} points de T'.
S
Considérons le déplacement Uy, du point A; lors de I'application successive
des forces. Dans l'objectif de calculer le travail de F;, on s’intéresse donc plus
—
particuliérement & la projection de Uy, sur 7; , le vecteur directeur de la droite
—
d’action de_}Fi

— " =
1’1:7? etdi:UAi-xi
i

. . - .
Lors de I'application de Fi, le point A; se déplace de Uy, 1 et on note §; 1 =
e — —
Ug,1- 7;, comme la structure est élastique, d;,1 est proportionnel I'intensité de F7,

et on peut écrire :

0i1 = Ain B

. . - . —_—
Lors de I’application de Fy, le point A; se déplace de Uy, 1 et on note d; 2 =
—
UAi,Q . 1‘—: et on peut écrire 61‘72 = )\iQFQ.
. . - . ——
Lors de I'application de Fj, le point A; se déplace de Uy, ; et on note §; ; =
e —
Ua,,j- Z; et on peut écrire 0i.5 = Nij Fj
. e e e e
Lorsque ’ensemble des forces a été appliqué, Ua, = Ua, 1 +Ua, 20+...+Ua, ;+

— —
vt Usyn = E;-lzl Ua,,jetd; = Z;-lzl 8;,; soit finalement :

(13) 5= XijF;
j=1

Les A;; sont appelés coeflicients d’influence, ils mesurent l'influence de I’appli-

— —
cation de l'effort F; sur le déplacement du point d’application de F; le long de sa
droite d’action.

1.3. Réciprocité : Nous allons démontrer que A\;; = Aj; , ce qui signifie que
le déplacement du point d’application de ?‘Z le long de sa droite d’action lorsque la
structure est chargée par une force F)’J unitaire est égal au déplacement du point
d’application de 1*:; le long de sa droite d’action lorsque la structure est chargée par
une force I*-“; unitaire. o

Calculons le travail effectué par les charges F; et F; dans les deux cas suivants :

— —
(1) La structure est chargée par F; puis F; , le travail effectué est W; (Figure
2
) — . — 1 — —
Lors du chargement de F; : le travail de F; est : 5F;0;; et I; = 0 donc
ne travaille pas.
- =
Lors du chargement de F} : F; est constant et son travail est : F;d; ; et le

. g 1
travail de Fj est 5F}0;



1. THEOREME DE MAXWELL BETTIS 4(1864-1872) : 15
Nous avons donc : Wy = %Fiém + Fidi 5 + %Fjéj,j ou encore :

1 1
(14) Wr = §Fi/\iiFi + Fi)\ij Fj + §Fj)‘ijj

5 3
]

(a) Force F; (b) Force F;

Fi1G. 2. Travail des forces dans le cas du chargement I

(2) La structure est chargée par f; puis F; , le travail effectué est Wiy (Figure
3)
Lors du chargement de F)‘J : le travail de }7; est 1 £F;6; ; et ?’1 =0 donc
ne travaille pas.
Lors du chargement de 1?’1 : Z*T)’J est constant et son travail est : F;d;; et le
travail de ]?’1 est %Fiéi,i
Nous avons donc : Wiy = %Fjéj,j + Fjé;: + %Fiém ou encore :

1 1
(15) Wir = 3EXFy + FyhiFy + 5FGE,
F.
':i I
; :
1| ; : 4
(a) Force F; (b) Force F;

FiG. 3. Travail des forces dans le cas du chargement II

3)

La structure étant élastique et les processus étant tous réversibles, on peut affirmer
que Wy =Wy

soit que %Fl)\”Fl + Fz)\”Fj + %Fj)\ijj = %Fj)\ijj + Fj)\ﬂFl + %Fl)\”FZ, ou
finalement :

&

ce qui démontre le théoréme.
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2. Théoréme de Castigliano

2.1. Travail d’un ensemble de forces appliquées sur une structure :
Soit une poutre élastique €2 de ligne moyenne I' sollicitée par n forces
— — — — —
{Fl, Fo, ..., Fy, ... Fj, ..., Fn} appliquées respectivement en {Aq, Aa, ..., Ai, ..., Aj, ..., An}
points de T.
Calculons le travail W;; effectué par les charges Z?Z et }7; lors de leur application,
ce travail est donné par la relation 14 ou 15.
En utilisant le théoréme de Maxwell-Betti (16), on peut écrire : W;; = Wy =
Wi = %Fi/\iiFi—F%Fi)\iij—|—%Fj>\jiFi+%Fj/\j]‘Fj ou encore : Wij = %FZ (/\”FL + /\iij)+
355 (\jiFi + Aj Fy)
ou encore en utilisant la relation 13 W;; = 3 F;6; + 5 F;0;.
Attention, le travail de E) n’est pas %Fiéi , ce résultat n’est valable que pour
la somme.
soit donc W, , le travail de I’ensemble des forces, nous avons : W, = %F 101+
1Fy05 4 -+ + $F,6, ou

1 n
(17) Wewt = 5 Zl Fz(sz

2.2. Dérivée du travail par rapport a l’intensité d’un effort : Dans

Iobjectif d’obtenir d, calculons %LI;:’ D’aprés la relation 17, nous avons We,; =

%Z?:l F151 avec 51 = 231:1 Aiij soit : Wemt = %Z;’l:l (Fz Z?:l )\ZJFJ)

Wy — 1y UEZIAGE) 1w [dE gy po L poyn o dE)
dlg,: _221':1 dF}, _221':1 dF,lC Zj:l)‘lJFj +F22j:1)\1JdFk

AWep — LN~ (dE ™y )L L on Ny dF i=k—Gqp =
ab, =32 -1 (dFk Zj:l)‘wFJ>+2zi:1 (FIZj:I/\UdFk avec i#k%dﬂ;

dWegr _ 1 n 1 n _ 1 n
dFy, f=3 Zj:l Ak E + 2 Zi:l Fidik = 2 Zi:l s Fj
Finalement :
dWemﬁ

dFy,

2.3. Application du premier principe de la thermodynamique : La
variation d’énergie interne, lors du chargement de la structure est égale au travail
des efforts appliques, soit :

_ AWeyr . dWe
AW, = W, et donce T = E

— 6,

2.4. Théoréme de Castigliano® : Soit une poutre élastique chargée par un
ensemble de forces ( et éventuellement de couples) extérieures, en équilibre dans un
repére Galiléen.

La dérivée de I'énergie élastique W, par rapport a I'intensité de I'effort P_}; est
égale a la projection d; du déplacement du point d’application de }7;; sur sa droite
d’action.

dW,

(18) aF,

Ok

On a de méme pour un couple : La dérivée de I’énergie élastique W, par rapport
—
a l'intensité du couple M} est égale a la projection wy de la rotation du point
—
d’application de M} sur son axe.

5Intorno ai sistemi elastici, Université polytechnique de Turin, 1873
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2. THEOREME DE CASTIGLIANO

dWe
dMj,

:wk

CARLO ALBERTO CASTIGLIANO

17






CHAPITRE 3

Applications du théoréme de Castigliano :

1. Calcul de déplacements de points d’applications de force.

1.1. Méthode : L’application directe du théoréme permet de calculer la pro-
jection du déplacement d’un point d’application d’un effort sur sa droite d’action.
Il faut donc :

(1) Faire des hypotheéses sur la déformée envisagée et choisir en conséquence
la forme de I’énergie élastique (3D 11 :; 2D : 9; 2D & flexion dominante :
10)

(2) Calculer les réactions d’appui. (On peut se passer de les calculer dans le
cas d’une structure encastrée en un point, sans autre liaison)

(3) Calculer le torseur des efforts intérieurs en tout point, et tracer les dia-
grammes des sollicitations intervenant dans I’expression de I’énergie élas-
tique.

(4) Calculer I’énergie élastique. Lors de la présence de charges ou de mo-
ments concentrés, 'expression du moment (et éventuellement des autres
sollicitations) est différente pour chaque zone de la poutre délimitée par
les charges. Il conviendra d’utiliser la relation de Chasles pour calculer
Iintégrale sur toute la poutre.

(5) Dériver I'énergie par rapport a la force ou au moment pour obtenir le
résultat.

1.2. Exemple : Une poutre sur 2 appuis de longueur L, représentée sur la
figure 1, est sollicitée par un effort F' au point A d’abscisse a.

—

y

E

X

Fi1Gc. 1. Poutre sur 2 appuis

NOTE. Le choix de la notation F = FY donne la mesure du déplacement § sur
I’axe Y soit positif “vers le haut” et négatif “vers le bas”. Si on choisit la notation
F = —FY, alors ¢ sera positif pour un déplacement “vers le bas”.

(1) On néglige I'énergie de déformation due au cisaillement et dans la mesure

M2
L[ iz (s,

N, . _1
ou leffort normal est nul, nous avons : We = 5 [ & Too

19



20 3. APPLICATIONS DU THEOREME DE CASTIGLIANO :

(2) Moment en O : aXANFY +LX AYgY =0 soit : Y = —%
Résultante : X, =0et Y, = —W

(3) Diagrammes de leffort tranchant et du moment fléchissant :
Comme la charge répartie est nulle, Ueffort tranchant est constant par
morceaux et le moment fléchissant varie de fagon linéaire. Les relations de
compatibilité avec les liaisons en O et B donnent V,,(0) = —Y,, V(L) = Y4
et My(0) = My(L) = 0, il reste & calculer le moment fléchissant en A :
— - —
M(a) = (L — a)X ANYRY soit Mys(a) = —%. On obtient les dia-
grammes représentés sur la figure 2

O<z<a — My(z)=

Les équations du moment fléchissant sont
a<z <L — Ms(x)=

L
_a(l—x)F
L

ut}

Vy
-aF
L
(0] L
a
(L-a)F
L —a(L-a)F
Mf L
L
o) a
F1G. 2. Diagrammes de V, et My
1 L M3,

(4) W, = 2o B2 dx et dans I’hypotheése ou E et Igz sont constants sur la
longueur de la poutre, on a

1 L 1 “ (L —a)F)* Lra(L —z)F)?
- M2 - - o St ot St
We = 35le. /0 = ST { /0 [ L ] et /a [ L ] e

1

_z(L—a)F

wo— (L )2/a 2d+2/L(L ) d P (L )2£+ —
T 2EIg. 17 N R Rl Y0 “og T

1On verra par la suite une méthode permettant d’obtenir le résultat avec un minimum de
calculs, mais pour 'instant quelques petites intégrales ne feront stirement pas de mal.
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W — F2a% (L — a)®
©  6FEIg.L
(5) D’aprés le théoréme de Castigliano (équation 18) § = 4% et donc
5 Fa? (L —a)®
- 3FIg.L

2. Calcul de déplacements et de rotations autre part que sous les
charges (Méthode des charges fictives)

2.1. Méthode. Pour calculer d4 , la projection du déplacement du point A
dans la direction % , on applique sur la structure une charge fictive @ = ¢u au
point A .

On calcule I’énergie élastique W, due aux charges réelles et & la charge fictive
dans la structure.

On en déduit
dw,
de =0
Dans le cas d’une structure & énergie de flexion dominante, on peut écrire :

04 =

1 [ M;?
W, = = Iz
2 r Elg.
La structure étant élastique dans I’hypothése des petites perturbations : My, =
My + M, ou :
— My est le moment fléchissant dit au chargement réel (sans @')7 L
— M, est le moment dii & la charge ¢ uniquement, M, = @M, ou M, est
le moment fléchissant créé par une charge concentrée unitaire appliquée au
point A et portée par le vecteur w .
dw, 1 1 dM? 1 dM 1 —
- 7/ 2 ds :/ My, =2 gs :/ My, M,ds
d@ 2 r EIGz d@ T EIGZ d‘P T EIGz
et Mleap:O = Mo.
On en déduit :

ds

aw, [ MM,

§4 = —
d(p =0 T EIGZ

ds

Cette relation est également connue sous le nom du théoréme de Fontviolant? .
On utilise la méme méthode pour calculer la rotation w4 du point A en pro-
jection sur 'axe Z’. On applique au point A un moment fictif iz = pas 2 et :

S MM,
d/JAWA:o r Elg.

wA

2.2. Exemple. Une potence OABreprésentée sur la figure 3 est composée
d’un poteau [OA]de hauteur H = 3m encastré en O et d’une poutre [AB] de
longueur L = 1m sollicitée par une charge F 7y avec F = —30kN. Le poteau et la
poutre sont de section carrée de co6té b = 0, 25m, le matériau a un module d’élasticité
E = 30GPa. On supposera que le probléme est & énergie de flexion dominante.

2C’omptes rendus hebdomadaires des séances de I’Académie des sciences, 1890.
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y Wi

A ‘ B

L

0]

<

AN
FiG. 3. Potence

2.2.1. Tracer les diagrammes des sollicitations sur la potence. Les diagrammes
peuvent étre tracés directement sans calcul :

FL =—30kNm

F=-30kN F=-30kN

Fi1G. 4. Diagrammes

2.2.2. Calculer le déplacement sur l'axe § et la rotation du point B. Pour le
déplacement, on utilise directement le théoréme de Castigiano :

. . . L. M?2 4
Soit W, I'énergie due au moment fléchissant : W, = [ sE15 ds avec Iy, = L
z

12
on a :
dW, 1 dMo
op = = — o——ds
dF Elg. Jr dF
et comme Moyest proportionnel & F' on a % = %MO

1
= M?
08 = B /F 0ds

La valeur de l'intégrale peut étre facilement obtenu facilement a I’aide du ta-
bleau des intégrales de Mohr (Voir le chapitre 6 page 47) :

F2L3
/Mfds:F2L2H+
T
FL?
= 3H+ L
5= 351G, CHH D)

Application numérique : dg ~ —10,24dmm
Pour la rotation du point B, on met en place un moment fictif upZ. Ce moment
donne lieu au moment fléchissant M7 = upM;. Par superposition, le moment total
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dW,

dus |pp=0’ et

est M = My + upyMiet le théoréme de Castigliano donne : wp =
wp = fr Ag‘}?ds Le diagramme M, est donné sur la figure 5. L’intégrale peut étre
obtenue facilement a ’aide du tableau des intégrales de Mohr (Voir le chapitre 6

page 47)

FL?

/ MMids = FLH +

On obtient wp = % (2H + L). AN. : wp ~ 1,075 10~ %rad

2.2.3. Calculer le déplacement sur laxze & et la rotation du point A. On met
en place une force fictive @ et un moment fictif p42 au point A. Ces charges
donnent lieu respectivement aux moments fléchissants My = 4 M et My = s Ms.

Par superposition, le moment total est M = My + @ o Mo + 1.4 Mzet le théoréme de

Castigliano donne : §4 = 4%e et wq = We )
& . dLPA|<pA:£ A dua lpa=0"
on obtient donc : d4 = | I‘é‘}fd ds et wa = [ Jg‘}f& ds
1 1
/
My M ) Mg
-H

FiG. 5. diagrammes des moments pour les problémes fictifs

Les valeurs des intégrales peuvent sont obtenues facilement (Voir le chapitre 6
page 47) :
[ MoMads = 7%1{2 et [ MoMsds = FLH et finalement :

FLH? FLH
- ~ 13,82 t =
SEle. 3,82mm et wy Fl..

2.2.4. Tracer Uallure de la déformée. Dans I’hypothése des petits déplacements
et d’une énergie de flexion dominante, on néglige la déformée due a I'effort normal.
Le déplacement vertical du point A est nul et le déplacement horizontal du point
B est égal au déplacement horizontal du point A. D’autre part, ’encastrement en
O impose que le déplacement et la rotation du point O soient nul, on peut donc
tracer 'allure de la déformée représentée sur la figure 6.

64 = ~ —9,21 %10 3rad

3. Application aux problémes hyperstatiques.

Cette méthode s’applique généralement aux problémes hyperstatiques d’ordre
1, pour les problémes dont le degré d’hyperstaticité est supérieur, il est préférable
d’utiliser la méthode des forces (Voir au chapitre 4)

3.1. Méthode.

(1) On dénombre dans un premier temps les inconnues de liaisons I et les
mobilités m. Le nombre d’équations disponibles est 3 en 2D et 6en 3D, les
mobilités rendent les équation correspondantes inopérantes. On en déduit
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F1G. 6. Allure de la déformée

le degré d’hyperstaticité h :

h=l—B—-m)en2Douh=10-(6—m)en 3D
h =1 pour la suite si A > 1 on utilisera la méthode des forces

(2) On choisit un probléme isostatique noté Pyqui est le probléme initial rendu
isostatique en enlevant une inconnue de liaison notée X dans la suite
(Attention a ce que la suppression du blocage lié & 'inconnue X ne crée
pas de mobilité, car dans ce cas le probléme ne sera pas rendu isostatique
pour autant).

(3) On superpose au probléme Py, le probléme P; ayant les liaisons du pro-
bléme Py mais chargé par 'inconnue de liaison X enlevée en 2.

(4) Le déplacement (la rotation si X est un moment) du point d’application
de X est nul(le), le théoréme de Castigiano donne donc :

dWe,
dX 0

OnaMfZ:MQ—‘er:Mo—i-XEOfl

— My est le moment du probléme Py,

— Mjiest le moment du probléme P;

— M; est le moment du probléme Pjqui est le probléme P; pour une valeur
unitaire de I'inconnue hyperstatique X

2
N R . . 1 Mfz
Pour un probléme a flexion dominante, We = 5 [ & T ds.
2
dW. _ 1 1AMy, .o 1 dMy. ;. 1 T e 1
ax — 2 fr Elg, dg ds = fr 1. My —gx ds = fr EIGZMszldS = fr Elc. (Mo+

XMy Myds = 0 B
On a donc : [, ﬁMoMlds +X Jb ﬁMlMlds =0

Sy i MoMyds

X = —
fF 7E11Gz MlMldS
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Cette relation est également connue sous le théoréme de Menabréa. Toutefois,
une polémique s’est élevée du vivant méme de Menabrea, celui-ci s’étant approprié
I'énoncé du théoréme de Castigliano, décédé prématurément.

A

Luict FEDERICO MENABREA

3.2. Exemple. Une poutre encastrée/simplement appuyée est représentée sur
la figure 7.

Fia. 7. Probléme hyperstatique

Ce probléme noté P est plan, posséde 4 inconnues de liaisons, et n’a aucune pos-
sibilité de mouvement. Le probléme est hyperstatique d’ordre 1. On choisit comme
inconnue hyperstatique le moment d’encastrement M 4.

Décomposition du probléme : Le probléme peut étre considéré comme la super-
position de deux problémes isostatiques :

Le probléme Py (Figure 8) dont les liaisons sont celles du probléme hypersta-
tiques auxquelles on a enlevé le blocage correspondant & I'inconnue hyperstatique.
Ce probléme recoit le méme chargement extérieur que le probléme initial.

Le probléme P;(Figure 9)qui posséde les mémes liaisons que le probléme P,
mais dont le chargement est un chargement unitaire correspondant a l’inconnue
hyperstatique.

P=F+ MAE
Résolution des problémes isostatiques :
ay

A .
HHMM S wm
/FqLIZy \
Probléme Py : X R
—

R0+qx?f%}_/}: it:]?}ozq(éfx)?)etvozq(%fx),NO:()
—
)

—
0 so
— — — L= — -
My—3X ngeY —aX A (—47) =0 soit My =% (L2

3Etudes de Statique Physique - Principe général pour déterminer les pressions et les tensions
dans un systeme élastique, 1868
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w
X

——

12) \B X

AN

Z

F1G. 9. Probléme normé associé a I’inconnue hyperstatique P,

qL/2

.

-qL/2

L/2

—ql7s

Fic. 10. Diagrammes, probléme 0

Probléme P; : Remarque : Le chargement correspondant & ce probléme est un

moment unitaire, les moments correspondant n’auront pas d’unité et les efforts
correspondants auront pour unité des m=1!.

Calcul des réactions d’appui :
__ R — —  — — — . JE— 1 JE— 1
XA = 0, YA1 +YB1 :07 17 +ZX /\Y31Y = 0 soit : YBI = —Zet YA1 =

—F\ B
— G

L
-M —

= — — R
Ri=—1Y soit Vi = -1, N; =0

L—z77 : L—zx
My = =22 Z soit My = —=7
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\%
1

-1/L

i

FiGc. 11. Diagrammes, probléme 0

Calcul de l'inconnue hyperstatique : L’inconnue hyperstatique est le moment
d’encastrement au point A. On calcule la valeur de ce moment de maniére a ce que
la liaison initiale soit respectée, c’est a dire que la rotation du point A soit nulle.

On obtient d’aprés le théoréme de Castigliano (équation 19) :

dw,
= DM =
avec pour une poutre a énergie de flexion dominante (c.f. la relation 10) W, =
%fr%;ds et M = My + MM,
dans le cas d’'une poutre homogéne d’inertie constante, on peut écrire : fr %ds =
0 soit encore [}, IM - gs — () avec M — Jf

0

waA

iy b =
On obtient alors : [, (Mo + Ma M) Myds =0 et
fF MlMldS

Les intégrales peuvent étre obtenues par le calcul ou en utilisant le tableau
donné plus loin (chapitre 6 page 47)

_ . . o e
i MoNEds = fp (1 — ) 52 ds = 4 (-1 § = 4
Jo Mibhds = [ (%) ds = (-1) (-1) 5 = 3

On obtient finalement : M4 = —%

Solution du probléme hyperstatique : La solution du probléme hyperstatique
est obtenue par superposition des problémes Py et M4 x P;.

Actions de liaisons : Y4 = —% — %% = —%
_ gL qL®>—1 _  3qL
Yp=-% "% T -"%
_ _ gL
Ma=—"%% .
Sollicitations : V, = ¢ (£ —2) — -5 = 4 (50 —82) V4 (0) = 2L, V(L) =

—%et Vy (%) =0
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Vy
5qL/8
5L/8 L
O
m—Sq/S
M
qL%S
0
qL/a 5L/8 L
=
-9qi./128

F1a. 12. Diagrammes des sollicitations



CHAPITRE 4

Méthode des forces

1. Introduction

La méthode des forces est basée sur le théoréme de Castigliano et s’applique
aux structures hyperstatiques lorsque les liaisons sont rigides et parfaites.

On obtient un systéme d’équations dont la dimension est le degré d’hypersta-
ticité du probléme étudié.

2. Décomposition du probléme :

Soit une structure hyperstatique d’ordre N, sollicitée par un chargement exté-
rieur.
Le probléme hyperstatique, noté Pb, peut se décomposer en
— Un probléme isostatique obtenu & partir du probléme initial, en enlevant les
liaisons qui rendent le probléme hyperstatique et en conservant le chargement
extérieur. Ce probléme sera noté : Pb
— N problémes correspondant aux inconnues hyperstatiques X; (i = 1,n) ob-
tenus & partir du probléme isostatique chargé uniquement avec les inconnues
hyperstatiques. Ces problémes seront notés Pb; (i = 1,n). Les X; peuvent
étre des forces ou des moments. Voir la table 1pour un exemple.
On peut noter :

Pb=Pby+ Y _ Pb
i=1

ou encore

Pb=Pby+ Y _ X;Pb;

i=1

ott le probléme Pb;est le probléme correspondant au Pb; mais avec une charge (ou
un moment) unitaire.

Pour toute variable A, on notera A la valeur de cette variable dans le probléme
Pby et A;, sa valeur dans le probléme Pb; et on a donc :

A:AO+§:X1-E

=1

A peut étre une réaction d’appui, un moment fléchissant, etc ...

3. Calcul de I’énergie interne :

L’expression de I’énergie interne peut étre plus ou moins complexe en fonction
de la dimension de I'espace et des hypothéses sur 1’énergie.

29
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3.1. Cas général : On ne néglige pas 'énergie due a leffort normal ni a
Peffort tranchant, on se place dans ’espace a4 3 dimensions :

Lo_L(N v v Mz
5_2/F EA " Gay T Gar T ar, T Ele, T Bl )

ou s désigne 'abscisse curviligne de la poutre.

3.2. Cas bidimensionnel : On se place dans un espace a 2 dimensions mais
on ne négligé aucune énergie.

1 N2 V2 M2
We‘i/r <EA+GA;,+EIGZ ds

3.3. Cas bidimensionnel a flexion dominante : On néglige les énergies
dues aux efforts tranchant et normal, seul le terme en moment fléchissant subsiste.
C’est le cas le plus courant, Il faut étre conscient que la déformée due aux efforts
tranchants mais aussi aux efforts normaux est négligée.

1 M?
W, = - Z_ds
2 r Elg.

4. Calcul des inconnues hyperstatiques.

4.1. Résolution des problémes associés : Il faut premiérement résoudre
le probléme isostatique associé ainsi que les problémes associés a chaque inconnue
hyperstatique.

Il faudra notamment, tracer les diagrammes des projections locales du torseur
des efforts intérieurs & prendre en compte dans I’énergie.

Voir le tableau 2 pour un exemple.

4.2. Application du théoréme de Castigliano. Si les liaisons sont ri-
gides, alors les déplacements associés & chaque projection des actions hyperstatiques
sont nuls. Dans le cas ou ’action est un moment, la rotation correspondante est

nulle.dy, = ZVXV; = 0 si X est une force ou wy, = (cil?(/;: = 0 si X est un moment. soit
dans tous les cas : 9% =
dX),

Suivant les hypothéses faites et la dimension de l’espace considéré, 1’énergie
est la somme de m termes provenant des types de sollicitations A; affectés des
caractéristiques de raideur \; correspondantes.

A =N M =FEA
Ay =V, A2 = GAy
A3 =V, A3 = GAL
Ay = M, A =FEly
As =M, Is=EFElg,
Ag=M, I=Flgyz

Dans le cas général, on a : m = 6,

m A2
— —J
W, = /FZ 2)\de
j=1

avec
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1 dA2
ka /22/\ ka

soit
/ Z Ajda;
ka Aj ka
avec
N —
=7 AL
ax, I*

ka /Z)\ Ajids

/Z JO+Zz 1XA]7A wds =0

J

ka

/FZA].O)\?Ajde—FZXi/FZ%\jiA
j=1 i=1 j=1

jkds =0

n m A27 m A‘OA‘k;
ZXZ-/Z ! Ajkds:—/z#ds
o ri4 )‘j rio )‘j

Ce qui donne un systéme de N équations a N inconnues.
Les intégrales pouvant étre calculées séparément et on peut poser :

k= 7A*kd8
/r; A
et

_/ i Ajoljk 4
rig A

U} est homogeéne & un déplacement si Xy, est un effort et & une rotation si Xy
est un moment. S;; est une souplesse

on a donc :
511 512 ...ete... Sln X1 U1
512 522 ...ete... Sgn X2 U2
...etc... Lete.. | | .ete..
S1n Sgn ...etc... S.,m Xn Un

Ce qui se réduit au systéme suivant si le probléme est bidimensionnel & flexion
prédominante :

MM, MM, MM, [ MM
Jr Erotds Jr Lro2ds ..ete... Jr Tl ds X, Jr i ds
My Mo Mo Mo MzMn _ Mo Mo
Jr Erods Jr rords .etc... Jr Frods Xo _ Jr Ero2ds

...ete... ...ete... ...etc..
M, M, g MM, o ete... MM, g Xn MUM"ds

I' Elg. I' Flg. I' Elg. I Elg.
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5. Exemples :

5.1. Poutre bi-encastrée : On traite I'exemple donné dans le tableau 1.
C’est le cas d’une poutre bi-encastrée de longueur L sollicitée par une charge uni-
formément répartie ¢ = ¢7. On fera 'hypothése d’'un calcul plan, et on négligera
Pénergie due a Veffort tranchant. L = 4m ¢ = —50kN/m. Le probléme est hyper-
statique d’ordre 3.

5.1.1. Décomposition : Le choix du probléme isostatique associé est libre, il
est néanmoins conseillé de choisir une décomposition qui facilitera la suite des cal-
culs. Ici on fait le choix de garder un encastrement et de décomposer le second en
inconnues hyperstatiques (tableau 1).

’ Probléme \ Représentation
y
7 X
7z
Complet: Pb O AU
y
7 X
Isostatique Pbg @) A
y
*x_ -
7 Px  x
>
Associé a Xa: Pb; @) A
y
7 X
1o A1y
Associé a Ya: Pby
+
7 X
J
Associé & Ma: Pbs @) A 1*7

TaB. 1. Exemple de décomposition d’un probléme hyperstatique

5.1.2. Résolution des problémes isostatiques : Les problémes sont classiques et
ne posent aucune difficulté. Comme [’énergie de cisaillement est négligée, il suffit
de calculer le moment fléchissant et ’effort normal.
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Les résultats sont donnés dans le tableau 2

’ \ Moment Fléchissant \

Effort Normal
=
qL?/2
L
Pby
2
My = 42X) Ny =0
L
Pby
M, =0 Ny =1
L
L
b, - -
My=L—-X No=0
1
L
Pby
Ms=1 N5 =0
TAB. 2. Calcul des sollicitations.

5.1.3. Calcul des intégrales. Elg,est constant sur la poutre et peut étre sorti
de toutes les intégrales qui peuvent étre calculées & 'aide du tableau 1

fF M()Eds =0
[ MyMyds = 4~

—_ 83
Jp MoMzds = 2=
[ MoMads = &
«[F MQMgdS = %2
fl“ M3M3d8 =L
/ NlNldS =1L
r

5.1.4. Calcul des inconnues hyperstatiques. Les termes de la matrice de sou-
plesse sont calcules & partir des expressions des moments et des efforts normaux.

1

1 I [ L
-~ | WM~ M Mids = —-
S11 EA/F 1V1ds + EIGZ/F 1Myds A
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L3
3FEIq,

1
Elq,
Les autre termes de la matrice ne comportent que des moments. Comme Ny = 0,

le second membre ne comporte que des termes en moment.
Les intégrales peuvent étre calculées & I'aide du tableau 1

1 — N
SQQ = ﬂ/I—\N2N2dS + AMQMQdS =

ﬁ 0 0 X 0 Xa=0
3 L2 A gL 5 ) 3qL4
0 3E12Gz 2F1g. YA _8E1§z ou: (1) : 2L YA —+ 3L MA = —3 7
L L L* I
0 2F1q. FElg. A4;; _-GEIGz (2) 11;2)<4 +-21lA[A = ——gg—

La méthode permet de calculer X4, mais il n’y a pas de couplage entre la
flexion et Ueffort normal compte tenu de 'hypotheése des petites perturbations. (Les
efforts sont calculés sur la structure non déformée). Le systéme peut étre résolu par
une méthode quelconque. Des combinaisons judicieuses d’équations donnent géné-
ralement une solution rapide. Je vous conseille vivement de vérifier constamment

I’homogénéité de vos équations.
YV, = —4&
soit : { A P
My = L=

25 (1) — 8L % (2) —: L3V = —2&°
35 (1) — 2L % (2) —: —L2My = —2&"

5.1.5. Solution du probléme hyperstatique. Pour toute variable A du probléme

hyperstatique on a :

A=Ag+ XAA| +YAA] + MaAg

L—x)2 L
]\/[:q(2 ) — (-

=
@) A %

A g=-50kN/m L=4m

Moment flechissant dans une poutre biencastree
40000 T

30000 | """"HHHW

20000
il li

0 1 il i
B T I
-20000
-30000
-40000
-50000

/- 60000
12 70000
0

—ql2/24 M)

y

Mfz (mN)

0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
X (m)
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5.2. Portique : Un portique bi-encastré est sollicité par une charge répartie
q% sur [OA] et —qZ [BC](Figure 1). La section et linertie sont constants et le
probléme est supposé a flexion dominante.

<
-

Fi1Gc. 1. Portique

5.2.1. Décomposition du probléme. Le probléme original est hyperstatique d’ordre
3, il y a une symétrie représentée sur la figure 2 par une liaison glissiére en D. Le
probléme symétrique est hyperstatique d’ordre 2. Je choisis comme inconnues hy-
perstatiques, les actions de liaison en D : Xp et Mp et le probléme se décompose
comme monté sur la figure 3.

v L/2

ol

x|

Fi1G. 2. Probléme symétrique

5.2.2. Tracé des diagrammes des sollicitations. Les diagrammes des sollicita-
tions pour chaque probléme se trouvent sans faire de calcul, il faut néanmoins faire
attention & l'orientation du repére local de projection sur le poteau [OA] : X = §
et Y = -7

5.2.3. Calcul des inconnues hyperstatiques. Les intégrales sont obtenues direc-
tement : ~ . - .
- [ MoMy =I5, [ Mo M, = — %G~

— [ MMy = 5 [ MMy =~ 55 [ MMy = 3
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<y

— — = —
y y 1x y =
D D D1lz
—]A A A
= & P, P,
=] o % 0 % 0
NN NN NN
Fic. 3. Décomposition du probléme
D D D
A —]A -
vy, = W, v v,
g 0 o 0
-qL -1

F1G. 4. Efforts tranchants

On peut alors écrire le systéme d’équations :

3 2 4
Lxp 4-Fap =
_L2x. 43Lps — L’
2 D 2 D - 6
soit en simplifiant :
2LXp —3Mp = -3 (1)
~LXp+3Mp = (2
Ce systéme se résout facilement par combinaison des équations :
W+@) —Xp = -
2% (2)+1 —Mp = -4

5.2.4. Solution du probleme hyperstatique. On peut alors tracer le diagramme
de l'effort tranchant par superposition des problémes :
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0] (0] (e}
-qt/2 -L

F1Gc. 5. Moments fléchissants

pour tout point M,V, (M) = Vyo(M) 4+ XpVy1 (M) + MpV,a(M).
V,(0) = —qL—15Xp+0xMp = —qL+2E = TL 'V (A) = 0— 15X p+0xMp =
BL et V,(B) =0
L’effort tranchant s’annule pour le point E d’ordonnée y = %
de méme pour le moment fléchissant, nous avons :
2 2 2 2 2
My.(0) = — 95+ 345 — 4 = — 05, My.(A) = Myo(D) = —%5 et My.(4)

A 5qL L 25qL? . 17¢qL*?
My, (E) = _fE Vyds = _%% * % = —S3kg soit My, (E) = 5k

5qL/12

S

2
0, aL736 MY

A D

17qL 7288

/

T m g 10>

vy =

é Mfz

7L/12

M CTV: -

FiG. 6. Sollicitations du probléme hyperstatique






CHAPITRE 5

Formule des trois moments

1. Introduction :

Les moments sont comme les petits cochons, il se regroupent souvent par trois
.. Heuu non ce n’est pas ca!!

1.1. Motivation : La formule des trois moments est un écriture particuliére
de le méthode des forces adaptée aux poutres continues.

1.2. Hypothéses : Nous traiterons par la suite d’une poutre droite posée
sur N + 2 appuis simples chargée par des forces concentrées ou réparties dont la
direction est perpendiculaire a ’axe de la poutre.

(Figure 1)

Fi1G. 1. Poutre continue

Le probléme posé posséde une mobilité correspondant & la translation suivant
I’axe de la poutre. Si cette mobilité est génante, il suffit de remplacer une liaison
ponctuelle par une rotule.

Le probléme se situe dans le plan (7', 7) et est a flexion dominante. L’inertie
de section et le module d’élasticité sont constants sur la poutre.

1.3. Notations : Les appuis sont notés Cy, C, ...., Cpt1.
La portion de poutre T'; = [C;_1, C;] est la travée i de longueur [; (Figure 2)

Co c, C, c

. < n-1
travée 1 travee 2 travée n travée n+1

G, "
ll 12
| | \

F1G. 2. Notations

2. Résolution :

Le probléme est hyperstatique d’ordre IV, on utilise la méthode des forces avec
une décomposition particuliére.

39
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2.1. Décomposition du probléme : Plutot que de considérer que le pro-
bléme isostatique associé est une poutre sur deux appuis - dans ce cas les inconnues
hyperstatiques seraient IV réactions d’appuis - on introduit une rotule entre chaque
travée au doit des appuis C; a C,,. (Voir figure 3).

Le probléme isostatique associé correspond a N + 1 poutres sur deux appuis
correspondant & chaque travée.

C
0 ! Cz Cn-1 G Che1
(@) (.)_ _______

N
J

X1 X 72 ‘;n—l Xo X
Co Cy Cy Cz Cn-1 G G Cos1

Fic. 3. Décomposition du probléme hyperstatique

Les inconnues hyperstatiques sont les moments X; exercés par la travée ¢ + 1
sur la travée q.

Le moment exercé par la travée i sur la travée i + 1 étant —X;

Les moments X; sont également les moments fléchissant du probléme hyper-
statique au droits des appuis.

2.2. Equations de continuité de la rotation. Les inconnues X; sont cal-
culées de fagon a ce que la rotation de section soit continue.

r ;. —Z r
Ci1 G G Cir1

Fi1G. 4. Appui i

On a donc la rotation de section w;, au droit de 'appui C; pour la travée I';
est égale & la rotation de section w;,,, au droit de I'appui C; pour la travée I'; 1.
Soit 1wy, = wj,,,

D’aprés le théoréme de Castigliano, on a :

T Tit1 )
_dwli _ M dM . aw. _ M _dM
> eul fr Elc, dX; ds et wi,, = ax, = frm Elc, d—X; ds

: M dM M _dM g, _
soit fR Flo ax.ds + fFiJrl Floo ix,ds = 0 avec Elg;constant.
Si on définit x; I’abscisse curviligne de la travée i et z;1 1'abscisse curviligne
de la travée ¢ + 1 (Figure 5)

l; l;
CAM 1M
MEZ 4z, M dgi =0
/0 ax, it ) ax,

Pour chaque inconnue X; ce qui donne un systéme de N équations & N incon-
nues.

Wi
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F1c. 5. Abscisses locales

2.3. Calcul des moments : Pour que les problémes traités soient les mémes
dans chaque travée et que l'on puisse écrire M = My + > 1, X;M; (ot My est
le moment fléchissant obtenu & partir du chargement extérieur appliqué indépen-
damment sur chaque travée), les M; sont les moments fléchissants obtenus par
application d’un moment unitaire au droit des appuis C;.(Figure 6) affectés d’un
signe positif sur la travée I'; et d’'un signe négatif sur la travée I'; ;.

Ci-
i-2 r, Ci—l Cies
(@)

Etant donnée la présence des rotules, le moment appliqué n’a d’actions que sur
les travées I'; et I';41 .

Fi

q+1 Miv2
P
7

ci - e g C T
@ Y1 _12(%
T O /

F1G. 6. Probléme Pb;

C.

—= |

-1
1z —U G ) M
¢\Yi—1y \
Xj 4§

F1G. 7. Calcul de M; sur la travée I';

2.3.1. Calcul de M; sur la travée T;.
Réactions d’appuis : Isolons la poutre.
_
L’équation de moment en C;_; donne : LT A YZ-U +1Z = 0 soit: Y; = 7—1
L’équation de la résultante donne :Y;_ 5 +Y;y = 0 soit : Y,_1= ll
Calcul des éléments de réduction du torseur des efforts de cohésion : Isolons

0-
N:
R+Y .7 =0 = R=77 :{ Vo o1
f =T
M—I—GC¢;1/\YZ‘717=H = M—le?/\%?: 0 = M:”{??
On a donc sur la travée I'; :
N;=0
Voi =7
M; =T

On aurait pu tracer directement le diagramme des moments fléchissants en
sachant que le moment varie linéairement et que M; (0) =0 et M; (I;) =1
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Cin

ri+1 i+
-1z % % _W( G |—/Y\ -
% % /R9 I T X1 Vit
C

i Cis1

F1G. 8. Calcul de M; sur la travée I';

2.3.2. Calcul de M; sur la travée T'; 1.
Réactions d’appuis : Isolons la poutre.

_
L’équation de moment en C; donne : li+1?/\Yi+17—1? = 0 soit: Y4 = L

lit1

sz . P — — N . —1
L’équation de la résultante donne :Y;y + Y11y = 0 soit : V; = Ty

Calcul des éléments de réduction du torseur des efforts de cohésion : Isolons

Q+
B S = 1 = N=0
R+Yiiy=0 = R—liﬂy :>{ Vy:ﬁ
—  — — — — —
—M—i—GCH_l /\5/;-&-17 =0 = —M+(li+1 _xi-l-l)?/\ li}rl? =0 = M=
li+1_$i+1?
lig1
On a donc sur la travée I'; 41 :
N; =0
_ 1
Vyi it
M _ livi—miqa

lit1
On aurait pu tracer directement le diagramme des moments fléchissants en
sachant que le moment varie linéairement et que M; (0) =1 et M; (l;+1) =0

M.

f ; f
-1 C Cis1 Gio

F1G. 9. Diagramme de M; sur la poutre

2.4. Moment fléchissant résultant sur la travée I';. Les moment qui
interviennent sur la travée I'; sont :

— Le moment di au chargement extérieur My

— Le moment généré par I'inconnue X;_1 : X;_1 * M;_1 avec M;_, = l?—‘”

— Le moment généré par I'inconnue X; : X; x M; avec M; = %
g = b

- M,
M= My+ X;_1*xM;_1 +X; * M; avec — Li

i

8

P =

2.5. Moment fléchissant résultant sur la travée I';;;. On a de la méme
maniére :
L M — liv1—miq
M = MO + Xz * Mz + Xi+1 * Mi+1 avec 71 lita

_ Tit1
i+1 — 7

i+1
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2.6. Equation de continuité de la rotation en C;. La continuité des ro-
tations donne :

li l;
¢ dM o dM
M ——dx; M——dx;41 =
/0 dX; it 0 dX; i 0
avec

AM
=11
dx;

li . - lit1 L -
/ (Mo + Xi—l * Mi—l + Xz * Ml) Mld.’£1+/ (MO + X1 * Ml + Xi+1 * Mi+1) Midl'i+1 =0
0 0

f MoM;dz; + f T MoMidx o + X1 fo M;_ M;dx;+
X, [fo M Myda; + fo M, da:z+1] + X [I My Mydaisr = 0
les valeurs des intégrales peuvent étre obtenues & partir du tableau 1
fo M Mdz; = [y by ida,; =
fo M;M;dx; = [ de =k
f i+1 MMdl'erl fobﬂ (lq+1l zip1)? dziq = _ iy

i+1 3

livi 77— 7. i1 Il+1 lit1—Tig1 _
fo M1+1M d.’L',LJr] fO Titt le‘i+] =

L
6

Lit1
6

Soit :
b ; bl -y l; L+ 1; l;
xX; i Z; 7 7
/ My Ldx; + Mot g+ X~ + X x
0 l; 0 iy 6 3 6

En multipliant par 6 on obtient la fameuse formule :

li ) liga Lt —
Xiali +2X5 (L + i) + Xigalipr + 6/ MO%dJL‘i +6 Mowdzi-&-l =0
0 i 0

li+1

Remarques :

fol‘ %%dwi est également la rotation du point C; pour la travée i isostatique
+

et est souvent noté w; ou w”;

fliﬂ% Liv1— x1+1
0 EI0 lin

i + 1 isostatique et est souvent appelée —w;,; ou —wj

dx;1est Vopposé de la rotation du point C; pour la travée

3. Utilisation

La formule des trois moments est applicable sur chaque appui pour lequel on a
introduit une rotule (Figure 3) soit sur les appuis C; pour i =1 an
On prendra de toute évidence de Xg =0et X, =0

2X1 (I +lo) + Xolo +6 [ Mo”l”ldxl 6 [12 M2 dy = 0
Xily +2X5 (I + 1) + X3l +6 [, Mo‘f"‘dxg—i—GfO MoB 5 das = 0

Xn—aln1+2X01 (ln—1 + ln) + Xl + 6 f17 7 Mo3=tday 1 + 6 [)" Mo a2 dz,, = 0
Xn—1ln +2X, (Ly + 1pa1) —|—6f0 Mo 7> d$n+6f0”+1 denﬂ_o

ln+1

Chaque équation comporte 3 inconnues sauf la premiére et la derniére qui n’en
ont que 2. Le systéme est dit tri-diagonal, sa résolution est généralement aisée.
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4. Cas particulier d’une poutre a travées de méme longueur.

C’est un cas relativement courant, la formule générale se simplifie pour donner :

l l
T; l—x
X1 +4X, + XiJrl + GA Moﬁdxz + 6/0 Mole{pi+1 =0

5. Exemples :

Un exemple particuliérement simple est traité dans la suite, vous trouverez un
autre exemplelégérement plus complexe sur :
le site de 'ISA-BTP http://web.univ-pau.fr/~clb/rdm/isa2/exos/10mars03/
exo_poutcont.pdf.

Dans ces exemples j’ai pris 'option montrer comment on peut utiliser la mé-
thode sans pour autant connaitre la formule des 3 moments. La méthode consiste
simplement & utiliser la méthode des forces avec la décomposition proposée pour
les 3 moments.

5.1. Poutre continue a 3 travées égales : Une poutre continue a travées
égales, inertie I, et module d’¢lasticité I constants est donnée sur la figure Figure
10.

<V

.
1] FY

Co
C, A Cp Cs
Z Z Z 7
i 1 1
| | | |

F1c. 10. Poutre hyperstatique

Le probléme est hyperstatique d’ordre 2 (il est symétrique, mais la prise en
compte de la symétrie ne réduit pas le nombre d’inconnues et ne simplifie pas le
probléme) et la décomposition se fait classiquement pour les poutres continues en
introduisant une rotule au droit des appuis intermédiaires.

5.1.1. Calcul des inconnues hyperstatiques. Les inconnues hyperstatiques sont
alors les moments fléchissants X; et X5 au droit des appuis C; et Cs. Les dia-
grammes de sollicitations des problémes se tracent sans faire de calculs et sont
reportés sur le tableau 1.

Les intégrales s’obtiennent graphiquement :

[ MoM; = —FTléz,fMoMz = —FT%Z ;

J MM = 22, [ MMy = ¢, [ MMy = 2

Ce qui donne le systéme d’équations :

{“> L+ hX, = —EE
L 2L FL?
(2) gXi+35Xo = —55

{21)—(2)4 X1 = Xo

1) — X4 %


http://web.univ-pau.fr/~clb/rdm/isa2/exos/10mars03/exo_poutcont.pdf
http://web.univ-pau.fr/~clb/rdm/isa2/exos/10mars03/exo_poutcont.pdf
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45
’ Po ‘ Py \ P
Ny
C 1z Iz C
0 Tcl ﬂc T c o 2
- . . 0,
4
v —
Yo vy ,
FI2 1/L
Vy 1 |||
1/L
-F/2 ||| —
I ° )
-1/L
M
0
ZFL4

TAB. 1. Décomposition du probléme

5.1.2. Tracé des diagrammes de sollicitations. Les diagrammes sont alors ob-
tenus par superposition (figure 11).

Le moment en A est My, (A4) = —£E + 1X, +1X, = —LL,
Le probléme étant symétrique, le moment fléchissant est symétrique et I'effort
tranchant antisymétrique.

\%
y
F/2
3F/40
]
-3F/40
-FI2
M fz
3FL/40 3FL/40
—7FL/40

Fia. 11. Diagrammes des sollicitations dans la poutre

5.2. Calcul du déplacement du point A. On utilise le théoréme de Casti-
gliano :

_ AW, ___ 1 e IVAY

oq = F avec W, = SEIG. fF(MO + X1 M + XQMQ) ds

on peut écrire en utilisant les dérivées partielles d;}/; = 66‘/}/; + g‘;(/f dd)? + gl;(vg dd);z
or les équations (1) et (2) sont g‘;(vf =0 g‘;(vg =0
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on en déduit donc que § 4 = 68‘%. (On peut retrouver le méme résultat en dévelop-
pant et en reconnaissant les équations (1) et (2)).
On obtient done 64 = g7 fr G (Mo + X1 My + XoMo)ds
avec 6{%0 = % = M.
La plupart des intégrales sont déja calculées, il reste & calculer

— FI?L1 FI3
/MOMO:Q*——— =
r 16 23 18
. 3 72 72
On obtient 8 = g (55° + UL =L + UL L)
11FL3
64 = ———
960E I,




CHAPITRE 6

Calcul des intégrales :

Les fonctions & intégrer sont le plus souvent des polynémes dont le degré reste
faible, la méthode la plus courante pour obtenir la valeur des intégrales I'utilisation
des résultats donnés par le tableau dit des “intégrales de Mohr”.

1. Intégrales de Mohr

La valeur de fol M, Mydz est donnée dans le tableau 1 pour différentes formes
de M, et de M,.
— La longueur [ correspond & la longueur d’intégration est n’est pas toujours
confondue avec une valeur [ ou L du probléme que vous traitez.
— Les coefficients « et 8 sont des valeurs adimensionelles comprises entre 0 et
1 a ne pas confondre avec des longueurs qui sont en fait al et 51
— Les valeurs de a et de b sont algébriques donc si par exemple M, a la forme

25 on appliquera la formule avec a = —25

la valeur n’est pas disponible directement dans le tableau, on pourra alors

inverser le sens de description de M, : mais également de
‘|‘|‘||||||||||||||||||||||I||I|I|||||||||m... ....... ’
L]

M, - . On prend la valeur correspondante dans le tableau

abl

l
M, Mydz = 2=
/0 T

47



6. CALCUL DES INTEGRALES :

48

0 =6 - Diew (o +T9e) & 7o revg e
(0 +0+1)55 (%9 + 1q) & fas = ha
(60 + Do (Fa+19) 15 o w oz
o i 0+ 1 0+ 1 5

q(g +1)] *

[o(0+ 1)+ o

ﬁEA«Q + ﬂz 19

ﬁam@N + HANN@ 9

+8qTn 4 ﬁQHUN_ 1

(Ce+19) %

(%qz + 19) 7%

19 T

MaMbdx

l
0

Tas. 1. Valeurs de f
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