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Gl  Solutions forte et faible

Un probléme physique est généralement décrit par des équations différentielles (1D) ou par
des équations aux dérivées partielles (2D et 3D).

Equations de Lamé

Poutre d’Euler-Bernoulli

—uAu — A+ wV(divu) =f dans Q
u=20 sur 0

Equation de la chaleur

Equation de Stokes

— —Au = d QxRS
5t u=f ans

u=20 sur 00 xRS
u(t =0) =u, dans Q

—puAu+Vp=f dans L
divu=0 dans
u=20 sur 0Q

l

22K

De telles formulations sont appelées formulations fortes ou formulations classiques I
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el Solutions forte et faible

Une solution forte (ou classique) est une solution qui vérifie la forme forte d’un
probleme physique. C’est une fonction que 'on peut dériver autant de fois qu’il le faut
pour que chaque terme de I’EDP soit bien défini de facon classique (classe C¥.)

Anomalies de la formulation forte

La solution forte, qui pourrait paraitre naturelle a premiére vue, peut ne pas exister ou
son existence n’est pas naturelle dans la plupart des cas. Si on considere, par exemple,
le probleme du Laplacien

u=20 sur 0

ouQc RN,N >2et feC(Q),alors il nexiste pas de solution u de classe C? pour ce
probleme *.

{—Au=f dans ()

Les obstacles a son existence: La non régularité de la frontiére 9}, les données non régulieres du probléme, la non
régularité des points limites de la frontiere
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Gl  Solutions forte et faible

Nous allons voir qu’il est possible d’exprimer ces ED ou EDP autrement et d’une maniere
équivalente et plus maniable numériquement. Pour cela on doit:

* Chercher une solution dans un espace de régularité plus faible que souhaité.

« Etablir, moyennant de fonction tests et d’intégrations par parties, des équations
intégrales que doit vérifier cette solution. (si possible)

Une telle formulation sera qualifiée de formulation faible ou variationnelle, et ses solutions
appelées solutions faibles.

Les enjeux de la formulation faible

* La difficulté de choisir I’espace fonctionnel dans lequel on cherche la solution faible

 La difficulté de manipuler les outils de ’analyse fonctionnelle pour prouver I'existence
et 'unicité de la solution faible.

* La formulation variationnelle est une technique pratique pour concevoir des méthodes
d’approximations (Galerkin, (et éléments finis), Petrov-Galerkin (et Volumes finis))
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aAGul Formule de Green

Comme il est nécessaire d’utiliser I'intégration par partie pour établir la formulation
variationnelle, on présente quelques résultats a ce sujet.

Domaine régulier

Soit Q un domaine de R" de frontiére dQ (ouT). On dit que Q est régulier si:
* safrontiére est réguliére,
* il est localement, toujours, du méme coté de sa frontiére.

Mauvais domaines bon domaines
00

g N 0

| |

\ / 00

Q
\
Q est des deux cOtés de 9Q)

Point de rebroussement (fracture)
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oAl Formule de Green

Comme il est nécessaire d’utiliser I'intégration par partie pour établir la formulation
variationnelle, on présente quelques résultats a ce sujet.

Domaine régulier

Soit Q un domaine de R" de frontiére dQ (ouT'). On dit que Q est régulier si:

* safrontiére est réguliére,
* il est localement, toujours, du méme coté de sa frontiére.

On définit alors la normale extérieure au bord 0{)
comme étant le vecteur unité n = (n,n,,.., ny)
normal en tout point du plan tangent de Q) et pointant
vers I’extérieur de ()
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G Formule de Green

Dans toute la suite, on considére Q un domaine régulier de RY de frontiere Q. On note dx la

mesure de Lebesgue en dimension N (volumique) et ds la mesure de Lebesgue en dimension
N — 1 (surfacique).

Formule de Green

Soient u et v deux foncions de classes C1(Q) a supports bornés dans le fermé Q. Alors:

Jﬂv(x)g—;(x)dx = — jﬂg—;(x)u(x)dx + J u(x)v(x)n;(x)ds

oQ

ou n; est la i-eme composante d la normale extérieure unité de Q

Cette formule est appelée aussi, formule d’intégration par partie.
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Ayl Variantes de la formule de Green

Sous les mémes hypothéses, on a
dv

(x)dx =j v(x)n;(x)ds

o 0x; 19}

Soit u une foncions de classes C2(Q) et v une foncions de classes C1 (), les deux fonctions
a supports bornés dans le fermé (). Alors:

fAu(x) v(x)dx = —f Vu(x) - Vv(x)dx + f (Vu(x) . n(x))v(x) ds
Q Q 0Q

Formule de Stokes

Soit u une foncions vectorielle de classes C1(Q) et v une foncions scalaire de classes
C1(Q), les deux fonctions a supports bornés dans le fermé Q. Alors:

J (di vu(x))v(x)dx = — J u(x) - Vv(x)dx + J (u(x) - n(x))v(x) ds
Q Q 20
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Gl Formulation variationnelle: principe

D’une maniere formelle, la formulation variationnelle est obtenue apres multiplication
de ’EDP ou ED par des fonctions testes et son intégration sur le domaine. Dans la
plupart des cas on fait appel a la formule de Green (ou ses variantes) pour une
intégration par partie.

Ce qui permet de réduire I'ordre de la dérivation des solutions du problemes I

Etapes de calcul

Etapet: Tester ’EDP avec une fonction assez réguliére (fonctions testes)
Etape2: Intégrer le résultat sur le domaine
Etape3: Faire appel a I'intégration par partie et utiliser les conditions aux limites

Etapeg4: Utiliser les conditions aux limites
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Gl Formulation variationnelle: Exemples

Etapes1et2

Soit v € C:°(Q) une fonction teste

Laplacien (en 1D)

d*u
- f v(x) — (x)dx = f)v(x) dx
[0,L] dx [0,L]

d*u 3 0<x<l
—E(x)—f(x), <Sx <

u(0) =0, u(l) =0

Soit v € C°(Q) une fonction teste

j d—(x)—(x)dx — [v(x)—(x) f(x)v(x) dx
[0,L] [0,L]

Soitv € C°°(Q) une fonction teste telle que v(0) = v(L) = 0

j P (x) — (x)dx M: f()v(x) dx
[0,L] 0 [o,L]
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Gl Formulation variationnelle: Exemples

Laplacien (en 1D)

2
—i—;(x):f(x), 0<x<L
u(0) =0, u(Ll) =0

Formulation variationnelle du Laplacien (en 1D)

Chercher la solutionu € C1([0, L]) telle que u(0) = u(L) = 0 et
dv

du
- () —@dx = | f)v(x) dx, vv €{w € C1([0,L]): v(0) = v(L) = 0}

[0,L]
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Gl Formulation variationnelle: Exemples

Laplacien (en 1D)

2
—i—;(x):f(x), 0<x<L
u(0) =0, u(Ll) =0

Formulation variationnelle du Laplacien (en 1D)

Chercher la solution u € C1([0, L]) telle que u(0) = u(L) = 0 et
dv

du
o dx ) (dx = | fl)v(x)dx, vv e{w € C1([0,L]): v(0) = v(L) = 0}

[0,L]
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Gl Formulation variationnelle: Exemples

Etapes1et2

Soit v € C:°(Q) une fonction teste

Laplacien (en 2D)

—J v(x)Au(x)dx = jf(x)v(x) dx
Q Q

—Au=f dans
u=0 dans 0Q

La formule de Green donne:

J Vu(x) - Vv(x)dx — (Vu(x) -n(x))v(x) ds = Jf(x)v(x) dx
Q a0 Q

On considere v € C£°(Q) fonctions testes telle que uyzy = 0

f Vu(x) - Vo(x)dx +—LWdS = ff(x)v(x) dx
Q Q
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Gl Formulation variationnelle: Exemples

Laplacien (en 2D)

—Au=f dans
u =0 dans 0Q

Formulation variationnelle du Laplacien (en 2D)

Chercher la solution u € C1(Q) telle que uy, = 0 et

j Vu(x) - Tv(x)dx = jf(x)v(x) dx, vv € {w € C1(Q): wy, = 0}
Q Q
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Gl Formulation variationnelle: Exemples

Laplacien (en 2D)

—Au=f dans
u =0 dans 0Q

Formulation variationnelle du Laplacien (en 2D)

Chercher la solution u € C*(Q) telle que uy, = 0 et

j Vu(x) - Vv(x)dx = jf(x)v(x) dx, vv € {w € Ct(Q): wy, = 0}
Q Q
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Gl Formulation variationnelle: Exemples

Etapes1et2

Soit v € C:°(Q) une fonction teste

Equation de Stokes

—jﬂv(x)Au(x)dx +J

Q

v(x)Vp(x)dx = jf(x)v(x) dx
Q

—puAu+Vp=f dans L
divu=0 dans ()
u=20 sur 0Q

Deux intégrations par parties donnent:

f v(x)Au(x)dx = f Tu(x) - Vv(x)dx— ][ (\Z.u(x) w(fc))v(x) ds
Q

j v(X)Vp(x)dx = — J :[__.Qu(x)v(x))ﬁ’ (X)ds
Q

Etapes 4

On considere v € C£°(Q) fonctions testes telle que vy, = 0

fVu(x) - Vv(x)dx — f p(x)Vv(x)dx = ff(x)v(x) dx
Q Q Q
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Gl Formulation variationnelle: Exemples

Equation de Stokes

—puAu+Vp=f dans L
divu=0 dans
u=20 sur 00

Formulation variationnelle du probléeme de Stokes

Chercher la solution (u,p) € C1(Q) x L?(Q) telle que uy, = 0 et

f Vu(x) - Tv(x)dx — f p()Vv(x)dx = ff(x)v(x) dx, vv € {w € C1(Q): wy, = 0}
Q Q Q
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Gl Formulation variationnelle: Exemples

Equation de Stokes

—puAu+Vp=f dans L
divu=0 dans
u=20 sur 00

Formulation variationnelle du probléeme de Stokes

Chercher la solution (u, p) € C1(Q) x L?(Q) telle que uy, = 0 et

j Vu(x) - Vv(x)dx — f p()Vv(x)dx = ff(x)v(x) dx, vv € {w e Ct(Q):wy, = 0}
Q Q Q

Remarquer que cette formulation ne tient pas compte de la 2-iéme équation (di vu = 0). Pour corriger cette
défiance technique, on va définir dans un chapitre suivant ce qu’on va appeler la formulation variationnelle mixte
qui sera valable pour les problemes couplés (stokes, Navier-stokes, lamé...)
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Gl Formulation variationnelle: Remarques

REMARQUE 1

Ce que nous avons établi précédemment comme formulations variationnelles n’étaient
pas équivalentes aux problemes d’origines : c’étaient des implications
Pour terminer, il faut démontrer I'implication inverse en se basant sur le résultat suivant:

Soit F € C(Q).Siona

f F(x)v(x)dx =0, vv € CZ°(Q),
Q

alors la fonction F est nulle dans Q)
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Gl Formulation variationnelle: Remarques

REMARQUE 2

Par la suite, on présentera la formulation variationnelle sous la forme
(FV) {Chercheﬂ asol uti an€ X tel | que:
a(u,v) = 1(v), Vv EX
Oou
* X l'espace ou l'on cherche la solution du probleme.
* a(s): X XX —> R une forme bilinéaire
* I(:) : X > R une forme linéaire

FV du Laplacien (en 1D FV du Laplacien (en 2D FV de Stokes
p

X = {w € ¢1([0, L]): v(0) = v(L) = 0}, X = fu € CL(Q): uy, = 0}, X = {u € CL(): up, = 0} X 12(Q),
a(wv) = [ D o2 (ax a(wv) = [ Tut) - o a((wp), (v, ) =27
[0,0] dx dx Q

(v, q)) = j Fw(e) dx
l(v) = fv(x) dx l(v) = fnf(x)v(x) dx e
]

[0,L
— —
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Gl Formulation variationnelle: Remarques

REMARQUE 3

La formulation variationnelle est connue, en mécanique, sous le nom du principe des
travaux virtuel

REMARQUE 4

* La formulation variationnelle permet de montrer I’existence et 'unicité de la solution
du probléme d’origine (moyennant la remarque 1) avec moins de régularité
demandée.

* Le cadre théorique qui nous permet cela est le théoreme de Lax-Milgram qu’on va
définir par la suite (pour d’autres théorémes, voir le polycopie).

* Néanmoins cette théorie ne marche que si "espace X (dans la remarque 2) est un
espace de Hilbert, ce qui n’est pas le cas si "espace X est définie sur ’espace C¥,0 <
k < +oo.

 L’alternative est d’utiliser d’autres espaces, a savoir les espaces de Sobolev H™ et H{"

Ce qu’on va introduire par la suite.
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Gl Espace fonctionnel de Sobolev

On rappelle que
veEL*(Q) @ vO-R, jlv(x)ldx<oo
Q

’espace H' La norme de I’espace H'

L’espace H'(Q) est muni de la norme

N
e = (]
i=1 "%

= <f||7u(x)|2dx+j |u(x)|2dx>
Q 0

On définit ’espace de Sobolev H!(Q) comme suit

N =

u € L?(Q)

€HY(Q) & { du
veH @S VM 20y vim12 N

2

dx+f|u(x)|2dx
Q

axi

au()
Oxi x

N =

La dérivation est a comprendre au sens des distributions.

’espace de Sobolev H!(Q) muni de la norme |1l 71 (q) est un espace de Hilbert
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Gl Espace fonctionnel de Sobolev

Soit F: Qc RN — R
x = (xy,%xp, .., xy) — Fx)
On définit la dérivée généralisée comme suit:

a1 F(x)
0“1x10“2x2 G“NXN

D%F(x) =

oua = (aj,ay, .., ay) ERN et |a]| =a; + a, + -+ ay

L'espace H™,m € N* La norme de ’espaceH™, m € N*

L’espace H™(Q) est muni de la norme

lullam = (Y[ 1pouldx
173 Q

|alsm

On définit ’espace de Sobolev H™(£)) comme suit

N[ =

u € L?(Q)

u€H"(Q) <
@) {D“uELZ(ﬂ) a €RN,|a| <m

La dérivation est a comprendre au sens des distributions.

L’espace de Sobolev H™(Q) muni de la norme ||-||zym est un espace de Hilbert I

Anas RACHID | ENSAM-Casablanca | Université Hassan Il de Casablanca MEC4122: Méthode des éléments finis




Gl Espace fonctionnel de Sobolev

On définit aussi les espaces de Hilbert suivants:

Lespace H} La norme de I’'espace Hj
Soit ) ouvert borné. On définit I’espace de Hilbert ’espace Hj () est muni de la norme
H}(Q) comme suit /s
— _ 2
u=20 sur 0.2 ]

« L’espace H}(Q) munidelanorme ||-||H01 est un espace de Hilbert

* Lanorme ||-||H01 est équivalente a la norme usuelle de H1((2). Ce résultat est
un corollaire de I'inégalité de Poincaré

Soit Q0 un ouvert borné. Alors il existe une constante Cp > 0 ne dépendant
que de () telle que:

Yu € Hi(Q),

Inégalité de
Poincaré

llull,z< CpllVull 2
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Gyl Rappel d’analyse fonctionnelle

Soient (E, ||*||g) et (F, ||*||r) deux espaces normés tels qu’il existe une application linéaire
injective de E dans F, qu’on notera E < F.

* Une telle application permet de considérer E comme un sous espace vectoriel de F
* Ondira que cette inclusion est:

= Continue etonnotera E < F si:

continue

3C > 0,Vu € E, ||ullr < Cllullg

= Dense si pour tout u € F, il existe une suite (u,), € E telleque limu, =u (la
n—>00

convergence est pour la norme de F)
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AuG=l  Rappel d’analyse fonctionnelle

L'inégalité de Sobolev

Lorsque Q est un ouvert régulier avec dQ borné ou lorsque & = RY , ona:

1. Sim> §+ k, k €N, alors H™(Q) © CK(Q).

continue

continue

2. Sim= % alors H™(Q) & L1(Q) pour tout q € [2, +|.

2N
N-2ml’

continue

3. Si0<m S% alors H™(Q) < L9(Q) pour tout q € [2,
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AuG=l  Rappel d’analyse fonctionnelle

Rappel 3

V désigne un espace d’Hilbert de produit scalaire noté (:,-);; et de norme associée
lully = +/ (W, w)y. V' désigne le dual de V. On définit :

La forme bilinéaire: La forme linéaire:
aC,): VxV - R L(): v - R
(w,v) +» a(uv) u +~ L)

La forme bilinéaire est coercive (elliptique):

La forme bilinéaire est continue:

Siona

Qa > 0,Yuev, a(u,u) = 6¥||u||v2

Siona
M > 0,V(u,v) EV XV,

la(u, v)| < Mllullyllvily

La forme linéaire est continue:

IC >0,vveV, L) <Clvlly
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aGyl Théoréme de Lax-Milgram

La résolution d’un probleme d’équation aux dérivées partielles se raméne en général a celle
d’un probléme variationnel sous la forme

Trouveru € H

a(u,v) =L(v), VveV
Dans le cas particulier ou H = V (c’est-a-dire, la solution et les fonctions tests appartiennent
au méme espace fonctionnelle) on présente un outil de base et puissant que nous permet de
démontrer l'existence et I'unicité de la solution du probléeme variationnel:

Théoréme de Lax-Milgram

Soit a(+,-) une forme bilinéaire, continue et coercive sur un espace de Hilbert V et soit
L(-) une forme linéaire continue sur V (autrement dit L € V'). Alors il existe un unique
élément u € V solution de

a(u,v) = L(v), Vv eV

De plus la solution u vérifie

1
lully < — LIl
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L’existence et I'unicité du Laplacien avec les conditions de Dirichlet

Soit Q un ouvert régulier de RN qu’on suppose borné dans une direction et soit f € L2(().
—Au=f dans
{ u=0 dans 0Q
Alors existe une solution unique de sa formulation variationnelle:

Trouver u € Hj (Q) telle que
j Vu(x) - Vv(x)dx = jf(x)v(x) dx, Vv € H (Q)
Q Q

De plus, il existe une constante C > 0 ne dépendant que de () telle que
lull g2 < CIf 2
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el Application: Preuve

On applique le théoréme de Lax-Milgram avec V = H}(Q), a(u,v) = fﬂ Vu(x) - Vv(x)dx et
L(w) = [, f()v(x)dx.

- L’espace H} (Q) est un espace de Hilbert

- Les inégalité de Cauchy-Schawrz et Poincaré donnent

a(.,.) est continue L() est continue

Soit (u, v) € H3(Q) x H}(Q) tel que Soit v € H}(Q) tel que
a@nl < [ I7u@)-rv@dx L@l < [ IFEveldx
Q Q
1 1 1 1
2 2 2 2
< f |7u(x)|?dx ] Vv (x)|?dx < f |f (x)|?dx ] lv(x)|?dx
Q Q Q Q
< lullgglivilgg ) < lifllzlivliz < Cellfllz IVullz < Gillvligs

Cy
— La coercivité, dans ce cas, est immédiate:

a(-,") est coercive

vv € H(Q), a(v,v) = f |Vv(x)|?dx = ||U||12q§
Q

= on applique le théoreme de Lax-Milgram, ce qui
prouve le résultat.
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