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Probleme modele

Mettre en évidence les techniques de calcul par éléments finis sur le probleme modele
suivant:

alu(x,y) + BV - ulx,y) + yulx,y) = f(x,y), V(x,y) € Q
u(x,y) =0, V(x,y) € 0Q

ou Q est un domaine assez régulier de R2.

Dans un premier temps, on prends f =y = 0.

Formulation variationnelle

Chercher u € Hj(Q) telle que:
[ vuGey) - oGendxdy = [ feyweendndy, e H@)
Q Q

2
Anas RACHID | ENSAM - Casablanca | Université Hassan Il de Casablanca H"; lm



Procédure éléments finis

Matrices Technique Systeme

Création du
maillage

élémentaires d’assemblage linéaire

La procédure de 'approximation par la méthode des éléments finis  —
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Procédure éléments finis

Création de maillage

Définition (maillage admissible)

Un maillage (triangulation) de Q est une famill eJjf EnfTe),<;<y, d’ ouvert borné tel
que:
- Vie{l,..,N,},T;est nodégénéré,
+ Q= Uév=e17_wi

I'ensenbl evi de
* Vij€e{l,..,,No},i#j, T;nT; = lunsomet conmun
un cot é& onmun
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Création de Maillage

Définition (maillage admissible)

Un maillage (triangulation) de est une famil] eJjf #n(§);<;<y, d’ ouvert borné tglle
que:
- Vie{l,..,N,},T; est nodégénéré,
- 0= U§V=617Ti

I'ensenbl evi de
e Vi,je{l,..,N.},i#]j, T; ﬂTj = lun sommet conmun
un cot & onmmun

On pose

h= {{E%‘h h; h est appelé la taille du maillage.

Avec h; = diam(T;) = max [|x — y||.
X, yET;
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Exemple de maillage non
conforme (non admissible).

Maillage triangulaire
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Maillage quadrilatere .
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Exemple de maillage triangulaire
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Procédure éléments finis -

Calcul des matrices élémentaires

m==== |es fonctions de forme

memem L'élément de référence

mmsss L3 matrice élémentaire
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En deux dimensions d’espace les fonctions polyndmiales peuvent étres présentées de deux
manieres: P, ou Q

Les polynomes de type P}, Les polyndmes de type Q;

Pr=1p:Q->R|px,y) = z aijxiyj}

0<i+j<k

Qe=1p:Q->R|pxy) = Z aijxiyj}

0<i,j<k

Ou: Ou:
* Polynonme de degré 1 * Polynone de degré 1
v, €EP; ©v(x,y) =ax+by+c v, €Q, vp(x,y) =ax+by+cxy+d
* Polynone de degré 2 * Polynone de degré 2
v, €EP, ©vp(x,y) =ax?+by?+cxy+dx+ey+f v, € Q, & v(x,y)

= ax? + by? + cx?y? + dx?y + exy? + fxy + gx + hy

A A BB

Fonctions de forme




_J Fonctions de forme

Espace d’approximation

Soit 7, () = (Tx)1<k<n, une maillage de () par des triangles ou des quadrangles. Sur Jj, on
définit I'espace d’approximation V}, dans le quel on approche la solution u de (1):

- Si 75, (2) est un maillage triangulaire - Si 7;,(2) est un maillage quadrangulaire
Ve = {vec®@ | vjreP,VTET(Q)} Ve = {vec®@ | vr€Q,VT e}
= Vect({pi}1sismn ) = Vect({dihi<ism )
Ou, dans chaque triangle T}, la fonction de forme @; Ou, dans chaque quadrangle T} la fonction de forme
vérifie: @; vérifie:
1. ¢@i(x,y)=ax+by+c 1. ¢i(x,y)=ax+by+cxy+d
(x3,¥3) (x3,¥3)
(x4,y4)
(x1,71) (x2,72) (x2,¥2) 10
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Espace d’approximation: cas des triangles

Soit 7, () = (Tx)1<k<n, une maillage de () par des triangles. Sur Ty, on définit I'espace
d’approximation V;, dans le quel on approche la solution u de (1):

- Si 75, (2) est un maillage triangulaire

Ve = {vec®@ | vjreP,VTET(Q)}
= Vect({pih<i<m )
Ou, dans chaque triangle T}, la fonction de forme @;
vérifie:
1. ¢@i(x,y)=ax+by+c
(x3,¥3)
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Espace d’approximation: cas des triangles

Dans I'élément T, nous avons 3 fonctions de forme ¢;:

16 Nceud @ Neeud @ Noeud @

01(x,y) =1 (02(x1,¥1) =0 (@3(x1,¥1) =0
01(x2,7,) =0 S02(x2,¥,) =1 {@3(x3,¥2) =0
©1(x3,73) =0 |92(x3,¥3) =0 (@3(x3,¥3) =1

P2

Q
=
L
(@)
[ P
Q
©
(7))}
c
2
)
(®
o=
(@)
LL
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Espace d’approximation: cas des triangles (x3,73)

(x2,¥2)

(x1,¥1)

Dans chaque élément T}, les 3 fonctions de forme ¢;
Vérifient:

GEJ Noeud @

—

‘E ©1(x1,y1) = a1x1 + by + ¢ =1

) ©1(x2,y2) = a1x3 + b1y, + ¢4 =0

© ©1(x3,y3) = a;x3 + b1y3 + ¢, =0

(7))

(= ;

o

e Neeud @ Noeud ©

e

c

() @2(x1,¥1) = azx1 + byy1 + ¢, =0 @3(x1,¥1) = azxy + bzy; +¢c3 =0

L @2(x2,¥2) = azx; + by, + ¢ =1 @3(x2,¥2) = azx; + b3y, +¢c3 =0
@2(x3,¥3) = azx3 + bys +c; =0 @3(x3,y3) = azxz + bzyz; +c3 =1
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Espace d’approximation: cas des triangles
Dans chaque élément T}, les 3 fonctions de forme ¢; vérifient:

Nceud @ Nceud @ Nceud ©
@1(x,¥1) = ayx; + by, +¢p =1 @2(x1,y1) = azx; + byy; +c; =0 @3(x1,y1) = azx; + b3y; +c3 =0
01(x2,¥2) = a1x; + b1y, + ¢, =0 02 (x2,¥2) = azx; + by, +c; =1 @3(x2,y2) = azx; + b3y, +¢c3 =0
¢1(x3,¥3) = a;x3+ by + ¢, =0 @2(x3,¥3) = azx3 + byys + ¢, =0 ¢3(x3,y3) = azxs + b3y; +c3 =1

Q
g D'ou: D’ou: D’ou
E X1 V1 1 al 1 X1 Y1 1 az 0 X1 Y1 1 a'3 O
Q x; vy, 1| |bi| =10 x, y, 1| [b2]=]1 x, y, 1| |bP3]=1]0
- Xz y3 1 1 0 x3 y3 1 Co 0 X3 y3 1 C3 1
(7]
= ]
o; X1 WM 1 aq a, as 1 0 0
— X, Y2 1||b1 by b3|=(0 1 0
g x3 y3 1|l ¢ ¢3 0 0 1
L A
a; ap; as ) »H—Y N+ NN
IC91 IZZ 3|= det (4) BrE 0§ :"3 e i "
1 2 3 XV =% XV +%) 50— %Y
1 o l Hi= 1T




Fonctions de forme

Espace d’approximation: cas des triangles
Dans chaque élément T}, les 3 fonctions de forme ¢; vérifient:

Nceud @ Nceud @ Nceud ©
@1(x1,y1) = ayx; + byy; + ¢ =1 @2(x1,y1) = azx; + byy; +c; =0 @3(x1,¥1) = azx; + b3y, +¢c3 =0
01(x2,¥2) = a1x; + b1y, + ¢, =0 02 (x2,¥2) = azx; + by, +c; =1 @3(x2,y2) = azx; + b3y, +¢c3 =0
¢1(x3,¥3) = a;x3+ by + ¢, =0 @2(x3,¥3) = azx3 + byys + ¢, =0 ¢3(x3,y3) = azxs + b3y; +c3 =1

Uy ap as Hh—¥ Nty n=x»
1
bl b2 3 ) + X3 X, — X X 2
det (A)
1 G 3 1 QYV; =X TRy ) 0N

https://frwikipedia.org/wiki/Aire_d%27un_triangle
L'aire du paraliélogramme défini par deux vecteurs ‘ij‘ 5} est la norme de leur produit vectoriel
Sp=||T AT

On peut calculer I'aire d'un triangle & partir de cette formule -

L R —

lj— —
S=2||[ABA AC||
2
A 3 Un repére orthonormé étant donné, I'aire du triangle ABC peut &tre calculée & partir des coordonnées des
sommets.
L'aire d'un friangle est calculé a partir dun Dans le plan, si les coordonnées de A, B et G sont données par A(x__\‘ yA), B(g:B, yB) et C(IC, yc), alors
paraliélogramme. I'aire S est la moitié de |a valeur absolue du déterminant
1 T —Ta To—Ta 1
5= |det = Z|(@p—za) We—va) —(2o—24)(Ys—ya)l. :
2 Yp —Ya Yo — Ya 2 ==) |det(A)| = ZALT'(Tk) = |Tk|
1

L'aire du triangle ABC peut aussi se calculer 3 parlir de la formule

5
1 T4 Tp Te 1 '
det (y.a YB yc) = 5‘I.;yc*IAyBerByA*Isyc*lcy}?*-’ﬁc.@"ﬂ- H"; lm
1A

§=3




Espacelgl’approximatiolr;: cas des quadrangles
16

18
9 \ 4 ! Dans chaque élément T}, les 4 fonctions de forme ¢;
T, Ty 12 Ty . Vérifient:
11 13 M Nceud @
61 I T3 14 $1(x1,y1) = a1x1 + b1y + 16y, +dg =1
Te 7 8 10 Tg $1(x2,¥2) = a1x5 + byy, + c1xy, +dy =0
(<)) T, Te T7 ¢1(x3,¥3) = a1x3 + byyz + c1x1y1 +dy =0
E 4 $1(X4,Ys) = A1X4 + b1Ys + C1x4y5 +dy =0
= .
o 1 2
‘; Nceud @
o) $2(x1,¥1) = azxy + by, + c3x1y; +d; =0
(7, ¢h2(x2,¥2) = ayxy; + by, + cox1y +dy, =1
g $2(x3,¥3) = azx3 + byys + c3x1y; +dy; =0
= G2(X4,Va) = azx4 + byys + x4y, +dy =0
(& (x1,¥1)
g Noeud @ Neeud @
LL ¢3(x1, 1) = azxy + b3y, + 31y, +d3 =0 $4(x1,¥1) = agxy + bayr + c4x1y; +dy =0
$3(x2,¥2) = azx; + b3y, + c3x1y; +d3 =0 $a(x2,y2) = asXy + byy, + cax1y1 +dy =0
$3(x3,¥3) = azxz + b3ys + c3x1y, +ds =1 $a(x3,¥3) = agx3 + byys + cax1y1 +dy =0

¢3(x4,ys) = azxy + b3ys + c3x4y, +d3 =0 Ga(x4,Y4) = Qyxy + byys + Cax4ys +dy =1 Ensam
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Espace d’approximation: cas des quadrangles

Dans chaque élément T}, les 4 fonctions de forme ¢; vérifient:

Noeud @ : ¢, est donnée par Noeud @ : ¢, est donnée par Noeud @ : ¢; est donnée par
X1 Y1 %y 1\ /oy 1 X1 Y1 oxyp 1\ /a; 0 X1 Y1 %y 1\ /a3 0
X2 Y2 x3y, 1\[bi|_ |0 X2 Y2 xy, 1\[b2|_|[1 X2 Y2 xy, 1\[bz)_[o0
X3 Y3 x3y; 1]\ ¢ | \0 X3 Y3 x3y3 1| ¢ | |0 X3 Y3 x3y3 1\ ¢ | |1
Xo Vo Xy, 1 dq 0 Xo Vi x4y, 1/ \d2 0 Xo Ya x4y, 1 ds 0
Noeud @ : ¢5 est donnée par
X X 1 a; a, as a
X v oxy, 1\ /a 0 1 Y1 X1y 1 Gz a3z Qg 1 0 0 O
X2 Y2 X3y, 1\[Db1 Dy b3 b, 0 1.0 0
X2 Y2 xy, 1\[bs)_ [0 =
X3 ¥3 xzy; 1]\ ¢ |1 X3 Y3 x3y3 1\ & C2 (3 G 0 010
Xye Ya Xy, 1/ \da 0 Xa Vo x4y4 1 di dp d3z d, 0O 0 0 1
a; Qa; daz Qag X1 Y1 oxy; 1\ '
by by, by by | _[X2 Y2 xy, 1
€1 C2 €3 C | \x3 Y3 x3y; 1
dy dp dz d, Xa Yo x4y, 1
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Quadratures de Gauss en 2D

— Cas des triangles

A t

0,1

TR

(0,0)

= G ypaxdy

Q

10 °

jo 1 jo FGey)dx dy

if(xi»%')wi
i=1

- Cas des quadrangles

(_ 111)

at

(1,1

Yon

(_1v _1)

I = f fT Rg(x, y)dxdy

Q

(11 _1)

1 1
ffg(x,y)dxdy
-17/-1

n

Zn: Z 9(x1,yj) w; w;

i=1j=1
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Quadratures de Gauss en 2D

Exacte pour les polynomes de degré 1

- Cas des triangles

0,1
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(0,0) 0 °

1O 1 O1
(i' )*af( *i)
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Quadratures de Gauss en 2D

- Cas des quadrangles

at
Example: Gaussian quadrature of order 3 for the standard quadrilateral element Ry = [—1,1)%:
Lo 5.5 V3 _V3), 85 v3) .55 (V3 _V3
) dedp a2 2 [ 22 VY2 L 22 A 2.2 X2 V2
ﬁl[ly(in) Etnggg(ﬁ \/3)4-999(0 \/5)+999(‘/§ 7 TR .
5 8 V3 8 8 58 (V3 >
+a§ ( E0)+6 6 g(U,U)+§-§ g(ﬁ U)
505 V3 V3\ 8 5 V3 55 (VB V3
+§'§'9(_E —5)+§ a'y(“‘ﬁ)w [ 9(?%

1= jfT gCoydndy = | 1 | by
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Elément de référence : cas des triangles

‘ \ Q!)\@ 533 (914)
Lelom
Conrnh \] F: F. : Ta — T
T. (s, )= (%
| Cx‘ﬂ) T Ta (8 —> FRiGE)=0%9)
(s e
Q"“") $.=(0,9 “,0=5
chﬂ9 n- -/ 2

Qﬂm):\:.-cs,b) & @ [ﬂ [L—XQ‘ ZZ' JHX Xa% Js .
X Xy
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Elément de référence
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Elément de référence : cas des quadtrangles

= Ta — T

(s,6) —> R GE)= (1Y)

% Y
( *) ‘:‘ (-1,1) 1,1
® ®
(s©) | Tr S
Q‘s .“\D '
9] ®
e (-1,-1) ,-1)
o)

Fi(se)= (kM) < {

Pour debeminer a.= [a, 1,050 % o 19{%4,1,,«;,1,@,4]‘:
@vlll.&ouﬂl ) MQ,:X ?): Mb: Y 9’:):

9,
v % Mo
IY- \9;. / M-lt
I

1
4
1
1

-1 =1 4
1 -1 —
R
-1 1

X=0ayt4,S+ 6B+ sk
3: by + Lz/s-e 'o3l:+ B4_Sb

P’Loycmawr Nafib :

B R S

Xy X — X — Xy

X, tx —x x|

e R

¥+ ¥+ |
Yy +¥ =~

LR R R

BT Y
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Fonctions de forme dans I’'élément de référence

- Cas des triangles

53—_' (0,1

TR

S (0,0) OENN

L?,,‘.{ond:\ov\eo(ﬂ-'gofmu d,a,v\,TR 3 Cﬂ Cei,

& ()1 %(Sz) 1 ie3css)_ 1
Gu(Si)=0 i G (80)=0 2 | G5 =0 i
Mayomant-page i

AT

b, by b3 =[-1 0 4 :V a&(s.’c\=5

/\
100 G, =&

- Cas des quadrangles

(-1,1) (1,1)

Yo

(-1,-1) 1,-1)

Lw ’(Dnll:mno Ae“fofmwﬁ(am 7;2 - @4 / Qa. / @3 / @4-

MO en awv(: .
A okl

- 3 -4
04 Qg q3 qu —44-_ -1 14 1

b'\ b:. lpj bq = -1 14 =
CL cy ¢y 1 4 2 A

d1 dp d3 dy| [ 14

: N
b =1 (-8-beskn)

(o (5/5) = 1(s~t: sk +7)

Cch,b)Jﬁ (S TErob42) C’ar&,tB :i@sfc _st +’l)



Matrices élémentaires

Lo‘;eow‘“‘ﬂﬂ Géj Aonne 2
1) E’”“"—h S&Con’a‘ MWE"& %(X,Jr‘XS)
jiw) ®.Cay) olx = | J f gcs+) Cq (s,) dsdb

J“) EWF Lo C&Q,(wo ") ﬂﬂm&»l‘(\(n &Umem)fmre,,% zb)b zm,[u.e( :
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-a—;’(.xl‘ﬂ)’ ‘3—3— "o ¥ —é_b a—; = V(P;z 2 V(P;
20, ) = 2% 00 08 gq.(s y % 25 2t
T_-1
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- IS AL AL Uz |




Procédure éléments finis -

Technique d’assemblage

mm==m Séance de TP
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Assemblage
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Assemblage

Matrice globale Second membre global

Q
oo
(0
=
o
@ o )
2 | o e
. * E % rogen e e 9 F: ?":':?'7
< K= 0 * « 0 + | O (4]
0 = #x 0 * + /@ A -
0 0 =+ =+ = =/ @ 0 27
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Procédure éléments finis

Systeme linéaire

memmm Séance de TP

28
HI= | EXE



29
HI= | EXE

- o0 OO

(%]
% 2
* o o £
e *> * ¥ =
-
oo D % O m 6
=
o o T ©
(@)
...fn...-.l|ll.\_\..
o Q oc "HoO
.Wml
@ <o Lrry
®
=

- o o0 OO

Systeme linéaire
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* Lextension du cours aux cas des éléments
finis de degrés élevés est facile.

* La condition aux limites de type Neumann
est une intégrale qui s’ajoute au second
membre.






