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Position du probleme

Le systeme de Stokes est un probleme elliptique fondamental en mécanique des
fluides

Modeéle mathématique pour écoulement stationnaire et lent d'un fluide visqueux
incompressible:

—vAu—gradp=f in(},
divua=0 inQ,
u=40 ohd.

(2 : computational domain C RY, d = s

u : velocity field (2 — Hi (Champ de vitesse)
P . pressure, (Pression)

f : force density, (Densité de force )

v > () : kinematic viscosity, (Viscosité cinématique)
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"(La condition d‘incompressibilité)
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—vAu—gradp=f inQ,
dvu=0inQ,  Pgsjtion du probleme
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Formulation variationnelle mixte

—vAu—gradp=f inQ, "= Pour construire la  formulation
divd <B inD variationnelle de ce probleme, on
' N 5 introduit l‘espace:
u=0 ondf.

L2(Q) = {v e L*Q): [ovdx =0}

= La formulation variationnelle mixte pour le probleme de Stokes: Chercher

(u,p) € (H(l,(ﬂ))d x L2(Q) tels que:

vVu:Vvdx + [pdivv:-pdx = f-vdx Vve (HYQ)?
Q Q Q 0
[ divugdx = 0 Vg € L(9) .

Mixte <—— deux espaces différents utilisés Hg(Q) et L3(Q)
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Formulation variationnelle mixte

JovVu:Vvdx + [qdivv-pdx = [f-vdx Vve (Hé(Q))d
[ divugdx =0 Vg € L2(Q) .

Uy = Bv”’&x &v.fﬂy
"=\ ava/ox  avo/dy

2
A:B= ZAUBU’
i,j=1

. . 3A1|/Bx+ﬂﬂlgf8y
div 4 ‘( OAy, [0x + DAy | Dy )
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Formulation variationnelle mixte
Cadre Général

= La formulation variationnelle mixte pour le probleme de Stokes: Chercher

(u,p) € (H(l)(ﬂ))d x L2(Q) tels que:

JovVu:Vvdx + [odivv-pdx = [f.vdx VvE(H&(Q))d
[ divugdx = 0 Vg € L(9) .

= Espace de Hilber, V. Q,
= Formes bilinéaires a : V x V= R, b:V x Q — R,
= Formeslinéaires f: V=R, g: Q— R

ucV  a(u,v) + b(v,p) = f(v) VveV,
PERQ  b(u,q) =g(g) Vge@.
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Formulation variationnelle mixte
Cadre Général

Theorem If the bilinear forms a, b are continuous, and satisfy

e the inf-sup condition

b(v,q
36>0 s 120 2 Blldlg Ve Q.

e and the ellipticity on the kernel

da>0: a(v,v)>a |[v||%/ Vv e N(B) :={w € V:b(w,q) =0Vq € Q}

then for any r.h.s. f.g (6.21) has a unique solution (u,p) € V x (Q, which satisfies

il 2 gt Ly L (1 +g) sup 9.
avey |[vily B scollallo’

llg < 5 (sup £+ caluly)

Prof. Anas RACHID | ENSAM |UH2



Formulation variationnelle mixte
Cadre Général

Theorem If the bilinear forms a, b are continuous, and satisfy

e the inf-sup condition

b
43 > 0: sup ——— ( )

> 3llq Yq€Q,
b oy = Pl

e and the ellipticity on the kernel

da>0: a(v,v)>a |[v||%/ Vv e N(B) ={w e V:b(w,q) =0Vq € Q},
then for any r.h.s. f.g (6.21) has a unique solution (u,p) € V x (Q, which satisfies

sk i J (1+CA) 900

|al| — sup
Ve N w0 llallg
1 f(v) )
P sup +C'y || .
Il < 5 (sup -+ Calully

@ R.Temam, Navier Stokes Equations, third ed., Theory Numer. Anal., North Holland, Amsterdam, 1983.
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Formulation Mixte discrete

 La méthode de Galerkin:

VoaVyCV,N:=dmVy <o

+
Q—oQNCQ M =dmQy < o0 vases

* Chercher une solution approchée = Remplacer (V' x Q) parV}, x Qy,

Trouver (up,pp) € Vi, X Qp, -

/ Vup : Vop, — / prdiv vy, = / foon, Yo, €V
2 Q 2

/ qhdiv u, = 0, \vd qn € Qh,-

0

* Formulation mixte discrete
uy € Vy  a(uy,vy) + b(vy,pn) = f(vny) Vvny € Vy,
p‘:\r e Q‘E\F b(ui\rt q;'\.'r) s g(‘:?_"\'r) v@ﬁl‘r e Q;‘\'r *
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Formulation Mixte discrete

 La méthode de Galerkin:

V-oVyCV,N:=dimVy < o0
Q—oQNCQ M =dmQy <

*  Formulation mixte discrete

uy € Vy . (alun,vn) + b(vn,pN) = f(vy) Vvy EVN, }
PN €N [b(uy, qn)

* Systeme linéaire de N+M équations

N
e 2 ( A B) (ﬁ)
B T 2
R = %'«P" % B0 "
R RN’N, B c RN.;‘U
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Formulation Mixte discrete

Theorem 2 (BabusSka-Brezzi theory). Let the assumption of Thm. 1 be satisfied and
assume the Babuska-Brezzi conditions

By >0:  sup NN 5 gl Van € Q. (LBB1)
\’j\'EIf'r_\r " V_.n,r-' || ‘I
Jay >0: a(vy,vy) > anl|lvyl} VYvy € N(By), (LBB2)

are satisfied, where
N(BN) ={vy € Vxy: blvy,qn) =0Vgn € Qn} -

Let(u,p) € V x Q and (uy.py) € Vy x Q) the unique solutions
Then

lu—uxlly +lIp—anllg <

C(C4,Cr,an, BN inf |lu—vyllyy+ inf |[[p—gn .
(Ca,CB,an, Bn){ e | ~liy r;,x-ef;‘,x-”p avllo }

VYNEVNA

Moreover, if N'(B ) € N(B), then

la—uyllyy LC(Cy,Cp,an,By) inf |lu—=vyl|ly .
vyeVy
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Le choix des Eléments finis:
Stabilité

. Le Choix de (V}, x Q},) est conditionné par

 LBB1
* LBB2

« Un schema E.F. est dit stable si le choix des parametres ay et [y estindépendant
Des parametres de discrétisation.

* Troisieme condition
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Le choix des Eléments finis:
Contre-exemple

Si (Vi x @Qp) ne vérifie pas la condition Inf-sup = (V}, x Q},) est instable

Concréetement :
(Vi, Qn) = (P1, Py) conforme (c-a-d V}, C V))

Solution Pression

A

FIGURE: Vitesse stable

FicuRrE: Pression instable
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Le choix des Eléments finis:

Le choix

Stable

Les élements finis
nonconforme
Taylor hood P2/P1
Mini element

..etc

L‘ élément finis
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instable

Pk/Pk
P1/PO
Qk/Qk

* ..etc

l

Stabilisation



Eléments finis instables
Stabilisation

SEI uts de pression . D.J. Silvester, Stabilised vs stable mixed finite element methods for
incompressible flow, Numerical Analysis Report No.307, 1997,

radient de pressinn . D.J. Silvester, Stabilised vs stable mixed finite element methods for
incompressible flow, Numerical Analysis Report No.307, 1997,

Pénalisation : E. Burman, M. Fernandez, and P. Hansbo, Edge Stabilization for the
Incompressible Navier-Stokes Equations : A Continuous Interior Penalty Finite

Element Method, Tech. Report RR-5349, INRIA, Le Chesnay, France, 2004.,

6EKh-§{{?ph — ¥ th}H

€(Pe, ) /v
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Eléments finis instables
Stabilisation

= Introduire un terme G (stabilisant)définie comme suit :

G(ph, qn) = p; (Mk — M1)gq; = p] Mkq; — p/ Miq; J
N—

ou

o Mj = [, ¢i¢; calculée en utilisant I'intégration e Gauss d’ordre k

o pn="3"""pidi ol pj = pu(x;) Vpn € My, i, j+0,1,... N-1

v’ ne nécessite pas des approximations
our les dérivées — —
P ees \ A B\ g\ _ (¢
v et elle conduit toujours a un probleme BT _'b = | = | =
symétrique. " )

v’ entiérement locale (au niveau de I’élément)
v’ indépendante de tout parameétrecHio Ensam|uH2




V4

Eléments finis instables
Travail a faire: Programmation

Travailler dans une cavité carrée ([0,1]x[0,1], par exemple),
Approcher le couple vitesse/pression (u,p) solution de I‘équation
de Stokes moyennant les éléments finis P{/Pq

Remarguer l‘instabilité de la pression.

Introduire le terme stabilisant G.

Commentaire
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