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4.3 Ossatures souples (& noeuds mobiles)

4.3.1 Rotations inconnues d’une ossature

Soit un portique & deux étages sollicité par un systéme de chargement
extérieur quelconque (S) (voir figure 4.12).

(S
o A0 b

]2-1

i),g

A7 = F

FIGURE 4.12 — Portique & deux étages solicité.

Si les nceuds ne sont pas fixes, Papplication du chargement extérieur (S)
provoque un déplacement horizontal A, de la barre CD vis-a-vis de la barre
BE et un déplacement A, de BE vis-a-vis des sections d’encastrement A et
F (voir figure 4.13).

La déformation la plus générale de ce portique peut étre définie par :

— les rotations 0g, f¢, Op et g des nceuds;
— La rotation Q; des cordes BC et DE et la rotation Q, des cordes AB

et KF, avec :
Ql =
Qs
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FIGURE 4.13 — Déformée du portique.

Dans le cas général d’une structure présentant n nceuds et p étages,
le nombre de rotations inconnues est (n +p).

Cles inconnues sont déterminées par le biais des deux groupes d’équations
définies dans les sections suivantes.

4.3.2 Groupe I d’équations

1l est constitué par les équations qui expriment les équilibres de chaque
neeud. Ces équations sont obtenues comme indiqué précédemment pour les
ossatures rigides & nceuds fixes mais en prenant les rotations Q); des barres
verticales # 0 (£2; # 0 nceuds mobiles).

Le nombre n d’équations du groupe I est égal au nombre n des nceuds
pour lesquels les rotations sont inconnues.

Dans le cas de exemple précédent du portique, il est égal & 4.
ZFB=ZFC=ZPD=ZFE=0 (4.178)
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4.3.3 Groupe II d’équations

1l est constitué par les équations qui expriment I'équilibre horizontal de
la structure.

Soit T une section horizontale coupant les barres verticales et H la ré-
sultante des forces horizontales appliquées & la structure au dessus de cette

section.
Si ST désigne la somme des efforts tranchants dans la section ¥ des barres

verticales, on doit avoir :

> T=H (4.179)

Le nombre de relations indépendantes de ce groupe d’équations est
égal au nombre p d’étages (voir figure 4.13).

4.3.4 Calcul d’une ossature a nceuds mobiles

Les groupes d’équations I et II forment un systeme linéaire de (n + p)
équations qui nous permettent de déterminer les (n+ p) rotations inconnues.
Cela nous permet de déterminer d’une fagon entiére les efforts internes de la
structure étudiée.

Remarque : Dans | ’eo:emplé du portique précédent, st les barres AB

ét EF par ezemple ne supportent aucune charge horizontale, la si)mme des
 efforts tranchants S>T dans ces barres ont pour valeur :
Mii o Mo Miie Mot
ZT =Tag+Ter = i A + ,FE 2 (4.180)
b2 ha
d’aprés les conventions de signes, on a pour le parcours ABEF :
Msp = Dan Mgp = Tpr
i 4.181
{ Mpsy = —T'pa Mpg = —TrE ( v )
ce qui donne :
1
S T=-—=(Cap+Tpa+Ter+T 4.182
L hg( A +TBa+TEr+TrE) (4.182)
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4.4 Exercices

= Exercice 3 :

Considérons le portique de la figure (4.14).

P
B 21 27 ¢
L P—— ) A Jom p ] M— kY §
\‘;,_ Q S 2 \“.A, l
\“ I \“ ] 1
A 2 X

FIGURE 4.14 — Schéma de l'exercice 3

Déterminer les éléments de réduction en tout point du portique en utili-
sant la méthode des rotations?

& Solution 3 :

Facteurs de rigidité :

4FT

Kap=Kpa=——= K (4.183)

4F 21 K
] A v Y. 4.184)
Kpc = Kcs i 5 ( )

I
Kip =220 = 2K (4.185)
Facteurs de transmission :
1

AaB = Apa = ABc = AcB = 5 (4.186)

Moments d’encastrements parfaits de la poutre chargée BC :

Pab?> P4l Pl

e B EE 4.187
YBC = —YOB 7 z 5 (4.187)

Groupe I d’équations_: (2 #0)
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Neeud B :
I'pc+Tpa=0 (4.188)

= Yo — Kpclp— )\BCI{BCGC“—]{BAQB+KBA(1+/\BA)QBA =0 (4189)

-3 (K’BC’ + KBA)QB + ApcKBcbc = vBc + KBA(l + /\BA)Q (4.190)
3 K Pl 3

- ~-K8 —fo =——+=-KQ 4.191
BT e 7 73 (4.191)
Neeud C

Fep+Tep=0 (4.192)
i YeB KCBQC — AC‘BKCBQB = KICDQC + K,ODQ =0 (4193)
-3 MepKogls + (KCB"}’I{/CD)GC :’)'CB-i—Ké;DQ (4.194)

K 5 Pl 3

-» g +-Kbo=—+-K 4.19

i B 7 fc 3 + 1 Q ( 5)

Groupe 11 d’équations :

Le déplacement de la traverse BC est tel que la somme des efforts hori-
zontaux au droit d’une coupure traversant les 2 béquilles AB et C D soit nulle
car il 0’y a pas de forces horizontales extérieures appliquées au portique :

Tug+Tcp =0 (4.196)
ona: Mpa—M Lpatl
Tag = Ba—Mss __ _Llpatlas .
{ Fp == MQQ%MQD _ _L?Ql (4.197)
(4.196) 2  Tps+Tag+lep=0 (4.198)
K 1 1 3
» ——=f 1+-]Q-Kg+K |1+ )Q—--K0
23+K<+2> KoOp + <+2> Pl
+ %KQ =0 (4.199)
3 3 15
5 fp + i 0c 1 (4.200)
reprenant les équations (4.191), (4.195) et (4.200) :
60g + 0o — 602 = —-Q;
0 +50c—30 = L (4.201)

20 +0c—52 = 0
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aprés résolution du systéme on obtient :

g = —2B = _0,53%
_ uBt _ Pl
o = L = 0,43%
- 0P __ Pl
Q = -82 = 0,138

Les moments des noeuds sont donc :

Tag = —AapKaplp+ Kap(l+ Aap)Q

1 42 Pl 3 10 Pl
= % (‘?5?) ok (*?9";?)

_ g _Bp_Sp
790 79 79

= 0,076 Pl
Tpa = —Kpabp+ Kpa(l+Apa)fd
l
R
= %Pl — %Pl = %Pl
= 0,342 P!
I’équilibre du nceud B nous dqnne :
I'pa+Tpc=0

. 1 Tpp a2 =g = —0,342 Pl

on a aussl :

Tep = —Kgopbe + Kopfl
() (8
= —%Pl - %Pl = —%Pl
= —0,418 P!

Péquilibre du nceud C donne :
I'ep+Tep=0

=  Teg=-Tpp=0418F

)

)

(4.202)

(4.203)
(4.204)

(4.205)
(4.206)

(4.207)
(4.208)

(4.209)
(4.210)

(4.211)

(4.212)

(4.213)
(4.214)

(4.215)
(4.216)

(4.217)

(4.218)
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Les moments féchissants aux nceuds sont donc :

6 33
Mag = =PI * Mep = Mgp = — Pl (4.219)
79 (i
2
*’MBC = A’IBA = —-,T—g‘Pl (4220)

Calcul des moments fléchissants en tout point du portique_:

Le moment fléchissant sur une branche du portique est exprimé par la
formule (2.29) :

T z

> + Mj; (4.221)
L i

]VI@(I) = sz(I> + Mij (1 ==

on a pour les branches AB et CD : m(z) = 0.

Les courbes des moments sur les deux branches sont donc des droites variant
de Msp & Mpa et de Mcp a Mpc = 0.

Pour la branche BC :

T T
J\/[BC(JC) = ch(CE) + Mpe (1 - ZZ> + .M[CB—ZE (4.222)

pour les surcharges locales de la branche BCona:

T 0<z<?2

mpo(z) = % 5
{ mpo(T) = % 4l — ) A<z <4 4:228)
valeur du moment fléchissant & z =20 :
P 27 21 33 _ 2
2) = —20—— - — —Pl.— 224
Mpc(20) 5 21 79Pl (1 41\) iy (4.224)
27 33
— pPl—-Z2_pl—-— 4.225
: 158Pl 158Pl ( )
49
e =P 4.226
= 0,62PI (4.227)

la courbe du moment sur la branche BC est composée de 2 parties de droites :
la premiére de Mpc & Mpc(2l) et la deuxiéme de Mpc(2l) & Mcs.

Le DMF du portique est présenté sur la figure (4.15).

Calcul de Veffort normal en tout point du portique :

Pr. M. RGUIG Cours : Calcul des structures ﬁ\ EHTP
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g 0P >

1.0,418P1

FIGURE 4.15 — Diagramme des moments fléchissants - Exercice 3

Réactions d’appuis :

En considérant V4 et Vp comme efforts verticaux appliqués aux points
B et C de la poutre BC et en considérant 'équilibre de cette branche (voir

figure 4.16), on a :
lP .
1C

Hp %D
v

D
FIGURE 4.16 — Réactions d’appuis - Exercice 3
l
Mep = Valsc+ Mpe — P-;%Q (4.228)
Mpc = Vp.pc+ Mcep— P.EE
i - 33Pl 27 1
P Mgg—M —2Pl+ 5P
'\/A:—+M:£+——79————79—— (4.229)
2 lgc 2 41
38
- Vg = —7—§P =0,481P (4.230)
- B pl— ZPl
Vi == _]i + Mpc Mcg - E + 79 79 (4231)
s Isc 2 4]
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41
- Vp = %P = 0,519P

I’équilibre de la branche AB donne :
Mps = Musp— Halsp

Mag—Mss 16 27
5  Hy="2B" "B _ | —Pl+P
4 l 1(79 79 l)

33
B H, = —P =0,418P
a=mgl=0
1’équilibre de la branche C'D donne :

Mep = Hpllep =1Hp

Mep 1[( 33 33
- Hn = - {-2=p])=—-—P=-0,418P
b= ! ( 79 ) 79 ’

’équilibre des trois poutres composant le portique nous donne :

Nag = Va
Npc = Ha
Ney=, Vo

Je DEN est présenté sur la figure (4.17).

418P

(4.232)

(4.233)

(4.234)

(4.235)

(4.236)

(4.237)

(4.238)

FIGURE 4.17 — Diagramme des efforts normaux - Exercice 3

Calcul de Peffort tranchant en tout point du portique

Branche AB :

Mpa—Map 1( 21, 6 33

. 1\ 79 79

Tp = .2 <.___pl _ ._pl> = —==P=-0,418P (4.239)

Pr. M. RGUIG Cours : Calcul des structures
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Branche BC' :
Ozl
P Meg— Mpe P 1 33 27
Tho = — 4 —————— = — + — ——Pl+—PI 4.240
BO= 5 T T s Ta\lUe T (4.240)
38 :
2l <z < 4l :
P Mep — Mpge P 1 33 27
P — 22 7 o — |~ — 4.242
B0="3 ¥ T g SRR CH A2
41
-» Tere = —%P =—-0,519P (4.243)
Branche CD :
Mpc — M, 1
Top =226 —"C2 — [0+ Bpp) = 3—3-13 —0,418P (4.244)
lep ! 79 79

Le DET est présenté sur la figure (4.18).

FIGURE 4.18 — Diagramme des efforts tranchants - Exercice 3

= FExercice 4 :

Considérons le méme portique de 1'exercice précédent mais en changeant
Veffort appliqué (figure 4.19).

Déterminer le diagramme des moments fléchissants du portique en utili-
sant la méthode des rotations ?
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4 3
___________________________________________ o=
21 |
Qg
[p) X

FIGURE 4.19 — Schéma de ’exercice 4

& Solution 4 :

Facteurs de rigidité :

Kap = Kpa = f{?{- =K (4.245)
Ko Kop = %2—1 - % (4.246)
Kby = g = ZK (4.247)
facteurs de tr ansmission 1
AAB:ABA:ABC=ACB=% (4.248)
Groupe I d’équations ; (2 #0)
Equilibre du nceud B :
I'pa+Tpc=0 (4.249)
> — Kpifp+ Kpa(l+284)Q — Kpcls — AscKpcbe =0 (4.250)
5> —Kog+ K—‘;isz - %K@B = %éK@C ~0 (4.251)
- %93 + ieo - %Q =0 (4.252)
Equilibre du neeud C :
Tog+Ton=0 (4.253)
5  —AopKepls — Koo — Kppfc + Kept =0 (4.254)
Pr. M. RGUIG Cours : Calcul des structures A\ EHTP
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11 1 3 3
- g + 500 — 30 =0 (4.256)

Groupe II d’équations :

Le déplacement de la traverse BC' est tel que la somme des efforts ho-
rizontaux au droit d’une coupure traversant les 2 béquilles AB et CD sont
égal & l'effort horizontal —P :

Tap+Tcp=—FP (4.257)

on a t;; = 0 pour toutes les barres.

T,p = Meapln - _faagies 4.258
Tep = Mpo-Mop — _Iep (4.258)
- Tap+Tga+Tep = Pl (4.259)

-3 —/\ABKABGB"IF‘KAB(:L‘{“/\AB)Q_KBAGB”}'KBA(l"!‘)\BA)Q

3

5> - %K()B + K%Q — Kop+ Kot - %K@C +2K0=PL  (4260)
s 3 15 Pl
293 + 490 1 Q 7 ( 6 )

* les équations (4.252), (4.256) et (4.262) forment un systéme de 3 équations
a 3 inconnues g, fc et Q) :

p+ic—30 = 0
fp + 56c — 302 = [ (4.263)
105+300- 50 = &
. la résolution du systéme donne :
g = BB = 0,4557%
° _ RE _ £
e = =3 5 0,2025{3, (4.264)
Q = 6P — 048959
les moments des nceuds sont :
Tiup = lwAB = _‘)\ABKABQB‘JFKAB(l“}‘)\AB)Q (4.265)

1 _36PL 3 116 Pl

= ——K——+4+-Kez+ 4.266
279K 2 TR S

4
= 7—8Pl = 0,506 PI (4.267)
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I'sc = Mpc=—Kpcls — ApcKpclc (4.268)
1._.36PI 11_16 Pl
= gD o2 4.269
2 9K 22 19K ( )
22
— _Zp|=_0,278 Pl (4.270)
79
FC‘D = A{CD = “K/CDOC + I{/CDQ (4271)
3 _16P1 3_116PI
= SR SO 272
1 x Tk (d2m2)
- %Pl — 0,215 Pl (4.273)

I'équilibre des nceuds B et C nous donne :
Mgy = Mpc = —0,278 Pl (4.274)

Mgg = Mgp = 0,215 Pl (4.275)

Récapitulatif des moments fléchissants sur les noeuds :

Mas — 0,506 Pl
Mgs = Mgc = —0,278Pl (4.276)
Mo = Mgp = 0,215Pl

les moments féchissants en tout point du portique sont exprimés par la for-
mule :
% 7 -

\ iJ 1j
les moments d’encastrement parfait m;;(z) sont nuls pour les trois barres du
portique. Les courbes des moments fléchissants sont donc des droites entre
les valeurs caractéristiques au niveau des nceuds.
Le DMF est présenté en conséquence dans la figure (4.20).

= Exercice 5 :

Considérons le portique de la figure (4.21).

Déterminer le diagramme des moments fléchissants du portique en utili-
sant la méthode des rotations?

On prend EI = 1 en considérant des inerties variables pour les branches
verticales et horizontales (voir figure 4.21).

Pr. M. RGUIG Cours : Calcul des structures _& EHTP
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0,215P1
FIGURE 4.20 — Diagramme des moments fléchissants - exercice 4
- . 47 47
P=>75 ) F
41m > 4m
2m
2]
dm 777
o E
P2
21
21
=
C
P=10kN
Yy A
FIGURE 4.21 — Schéma de ’exercice 5
 Solution 5 :
Facteurs de rigidité;
4E.2] 8
Kap=Kpa=—F—=7 (4.278)
5 5
4F 41
KBD:KDB:T:4 (4.279)
4F 21
Kep = Kpe = S—— 2 (4.280)
4F 41
Kpr=Kpp = = 4 (4.281)

Pr. M. RGUIG
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4F .21
Kpp=Krg = 2‘ =4 (4.282)
facteurs de transmission : i
A A A
P B 75 D 4T Fi
4 R SR s S 8 i SeSs BREEW T e & s e R -1
! 4 e dm 1)
PRV R N SR e Lojoes
@ : ot Sl 4
"' :,4 m '77};1‘3
5m || ;
9
; 21 '
3 [
¥ I
211 ;
: C,‘/777_>/_
]
| _
Mol A P=10kN

FIGURE 4.22 — Déplacements horizontaux et coupe : exercice 9

Groupe I d’équations_:

Equilibre du nceud B :
Ipa+Ipp=0 (4.284)
-» — Kpafp + KBA<1 -+ )\BA)QBA — Kpplp — A\gpKppfp =0 (4.285)
8 83 1
> —COst g — 405~ 540p =0 (4.286)
2 12
5
Equilibre du nceud D :
I'pg+Tpc+Tpr=0 (4.283)
= —M\ppKppls — Kpplp — Kpclp + Kpc(l + Apc)ipc
- [{DFGD — /\DFI{DFQF =0 (4289)
A\ EHTP
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1 1
2 205+100p420F —3Q2 =0 (4.291)
Equilibre du nceud F :

T'rp+Tre=0 (4.292)

>  —A\ppKrplp — Krpp — Krghr + Kre(l + Arp)Qre =0 (4.293)
- - %493 —40p — 40p + 4:;1Q3 =0 (4.294)

2 Op+40r—3Q3=0 (4.295)

Groupe II d’équations :
Considérons la coupe (I) de la figure (4.22) et appliquons I’équation (4.179) :
Tap+Tecp+Ter=P (4.296)

_TIap+TBa Top +Tpc Ter+Tre _
5 4 2

10 (4.297)

1
= I g(_/\ABKABGB + Kap(14+2ap)us — Kpabp + Kpa(l+ Apa)lBa)
1
— Z(_/\CDKCDQD + Kep(14 Aep)Qep — Kpefp + Kpe(l + Apc)ipe)

1
- 5(—“/\EFKEF9F + Kgr(1+ Apr)Qer — Krefr + Kre(1 + ArE)QEF)

=10 (4.298)
18 38 8 38 1 3
> —fg— ——0+—0p— —=0; +=20p — =2Q
1052 105 257 105 1+ g20p — g%k
+19 —§2Q +l49 —§4Q + 26 —§4Q =10 (4.299)
VD = gata T yA0r — s PR = .
12 9 24 3
2 —Zhp+= — = — =y — 603 = -
2593T4@D+39F 2591 292 6Q13 = 10 (4 300)
les rotations 2, Qs et ()3 sont exprimées par (voir figure 4.22) :
M o=0 =2
A 5
Qg == 5 = §Q

Pr. M. RGUIG Cours : Calcul des structures gﬁ{\ EHTP
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les équations (4.287), (4.291), (4.295) et (4.300) deviennent :

2—58-93—}—291)—;52{2 =0
205 +100p + 205 — —115_(2 = 0
Op + 405 — BQ — 0
%93+%9p+39p— 17,8352 = 10

(4.302)

il s’agit d’un systéme de 4 équations & 4 inconnues 6, 0p, Op et Q. Aprés

résolution, on trouve :

0p = —0,3866
fp = 0,0814

0 = —1,5845
2 = —0,8342

les moments appliqués par les nceuds sur les poutres sont donc :

18
Pap=Map = ———2-5(—0, 3866) + —i—g(—o, 8342) = —1,693kN.m

3 83
I'pa=—Mpa= —g(——O, 3866) + :—5(—0,8342) = —1,384kN.m
o

7]

Tap = Mpp =<4(—0,3866) = %4(0, 0814) = 1,384 kN.m

1
Fpp = —Mpp = —54(~0,3866) ~ 4(0,0814) = 0,448 kN.m

Tpe = Mpg = —2(0,0814) + 2-29

1 (—0,8342) = —3,29kN.m

1 35
Top = —Mop = —52(0,0814) + 25-4(-0, 8342) = —3,21 kN.m
1
Ipr = Mpr = —4(0,0814) — 54(—1,5845) = 2,843 kN.m
1
I'rp=—Mpp = —54(0, 0814) — 4(—1,5845) = 6,175 kN.m

3
Trg = Mpg = —4(——1, 5845) + 452, 5(-—0, 8342) = —6,175 kN.m

1 3
Igr = ‘MEF:—7)4(~1,5845)+4§2,5(—0,8342)
= —9,344kN.m

(4.303)

(4.304)

(4.305)
(4.306)
(4.307)
(4.308)
(4.309)
(4.310)
(4.311)
(4.312)

(4.313)
(4.314)
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Récapitulatif des moments fléchissants des nceuds :

JWAB == —1,693 kEN.m

_ MDC = —3,29kN.m
My "= 1,858ENm 2 Mgp = 3,21kN.m (4.315)
Mgp = 1,384kN.m Mo o 843 ENm
Mpg = —0,448kN.m L '
Mpp = —6,175 kEN.m
Mpg = —6,175kN.m (4.316)

Mgr = 9,344kN.m

Du fait qu’on a qu’un seul effort extérieur concentré appliqué au portique,
toutes les courbes des moments fléchissants sont des droites entre les valeurs
caractéristiques calculées précédemment.

Le DMF est présenté sur la figure (4.23).

-1,693

A

FIGURE 4.23 — Diagramme des moments fléchissants - exercice 5

= Exercice 6 :

Considérons le portique de la figure (4.24).

Pr. M. RGUIG Cours : Calcul des structures 5\}\ EHTP



4.4 Exercices 109

g =5 N/m

C

A ~—AD
4

FIGURE 4.24 — Schéma de I’exercice 6

Déterminer le diagramme des moments fléchissants du portique en utili-
sant la méthode des rotations?

& Solution 6 :

FIGURE 4.25 — Déplacement des nceuds - exercice 6

5
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FIGURE 4.26 — Diagramme des moments fléchissants - exercice 6
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