Chapitre 4

Calcul des ossatures

41 Méthode des rotations - Ossatures rigides
(4 nceuds fixes)

La méthode des rotations suppose que les déformations dues aux efforts
normanx et efforts tranchants sont négligeables devant les déformations dues
aux moments fléchissants (voir cours RDM). '

Un neeud est fixe ou rigide lorsque les éléments qui y aboutissent forment
entre eux des angles constants avant et aprés déformation.

4.1.1 Convention de signes des moments fléchissants

La convention de signes des moments fléchissants adoptée habituelle-
ment est :
Le moment est pris positif s’il tend & comprimer la fibre supérieure et a tendre
la fibre inférieure de la poutre flechie (voir figure 4.1).

Muap >0 Mps >0
N ¥\
¥ g
A B

FIGURE 4.1 — Convention de signe des moments fléchissants
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4.1 Méthode des rotations - Ossatures rigides (& nceuds fixes) 72

4.1.2 Convention de CROSS

Cette convention considére un couple appliqué sur un nceud, ou transmis
par un nceud, comme positif s’il est dirigé dans le sens anti-trigonométrique
(sens horaire) (voir figure 4.2).

FAB >0 I'pa > 0
A B

FIGURE 4.2 — Convention de signe de CROSS

On peux conclure donc les relations entre les couples et les moments
fléchissants :
Lup = Mas
4.1
{ I'pa = —Mspa (4.1)

Notons que I'4p est le couple appliqué par le nceud A sur la poutre AB et le
couple I'p4 est appliqué par le nceud B sur la méme poutre AB.

4.1.3 Relation entre couples transmis par les neceuds et
les déformations '

Considérons les équations (2.13) et (2.14) définissant les rotations d’une
poutre chargée par deux moments a ses extrémités.

QA = —*a]\ffAB—bMBA (42)
fp = bMAB+C]VIBA ’

avec a, b et ¢ sont les coeflicients de souplesse de la travée AB.

Si, en plus, la travée AB est sollicitée par un systéme de chargement
extérieur et les appuis subissent une rotation et sont dénivelés, les rotations
des nceuds A et B sont exprimées par :

04 = HQ—GIMAB—I)]\/IBA-{—Q (43)

g = 9b+bMAB+CIWBA+Q '
ot §, et 05 sont les rotations dues au chargement extérieur appliqué et {2
est la rotation due a la présence d’une dénivellation.
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4.1 Méthode des rotations - Ossatures rigides (a4 nceuds fixes) 73

En prenant en compte les relations (4.1), on a :

{ 04 = 04— alap+blpa+d (4.4)

g = 9;3+6FAB*CFBA+Q

Dans le cas général d’une poutre bi-encastrée avec des encastrements
¢lastiques, le schéma mécanique correspondant peut étre décomposé en deux
schémas (voir figure 4.3) :

[ Encastrement parfait avec chargement extérieur appliqué ]
+ [ Rotations d’extrémités # 0]

FIGURE 4.3 — Décomposition d’une poutre bi-encastrée élastiquement

Considérons le systéme (D) de la figure (4.3) correspondant au cas de la
poutre parfaitement encastrée et chargée par le systéme extérieur (S). Les
rotations des points A et B sont donnés par :

{ QAenc = 914 - a’,‘/AB + b’YBA = O (4: 5)
0. = Oz+byvap—cyBa = 0 '

avec Yap et ypa sont les couples de Iencastrement parfait.
Les rotations 6’y et §5 sont donc exprimeées par :

/

W = ayap—bysa :
e (4.6)
03 = —byap+crBa
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reportons les valeurs de (4.6) dans le systéme (4.3) :

04 = —a(las—748)+b(TBa—VBa) = (47)
05 = b(lap—7vaB) — c(Tpa—vBa) + 8 )

il s’agit d’un systéme de deux équations a deux inconnues ' 45 et I'pa.
Aprés résolution du systeme, on trouve :

{ Tap = V48— pfa— mwls + ool (4.8)
Tpa = Y8a— pfa— 22wls + aor? '
on pose :
C a
Kap = &  Kpa= 4.9
AT e — b2 ) (4.9)
b b
Aap=- *  Apa=-— (4.10)
C a

K 45 est le facteur de rigidité de A vers B de la poutre et Kpa est le
facteur de rigidité de B vers A.

Aap est le facteur de transmission de A vers B de la poutre et Aga
est le facteur de transmission de B vers A.

En remplacant dans (4.8), on obtient :

{ ITap = 7YaB— Kapla— AapKaplp + Kap(1+Xap)QaB (4.11)
Tpa = A — A BaKpala— Kpabp+ Kpa(l+ Aga)lBA

Remarque : Pour une poutre de module EI = cte, on a:

' [
a=2b:c:-3—E—I ] (4.12)
ce qui donne :
Kas = Koa= 225 (4.13)
AAB = ApAa = % (4.14)
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4.1.4 Cas d’une poutre articulée a une extrémite

Considérons une poutre encastrée en A et simplement appuyée en B (voir
figure 4.4). On a :
Mpa=Tpa=0 (4.15)

Ypa =0 (4.16)

FIGURE 4.4 — Poutre articulée & une extrémité

La deuxiéme équation du systéme (4.11) deviens alors :

b : b
BTy XA TP - (1 " -—) Q=0 (417
ac

= B
aac — b? ac — b2 — )2 a

- 93:—90A+ <1+§)Q (4.18)

a

On reporte 'expression de §p dans la premiére équation du systéme (4.11) :

: b ¢ b b ¢ b
Tup = 7ag— ——30a— 5 (—=04) =~ L+=) 0
4P TAB T Gec—-B2 A cac—62< aA> cac—bz( +a>

4" <1+§>Q (4.19)

ac — b?
, ac — b? —ba — b? + ac+ ab
= 1 - —— — Q 4.20
fag a(ac — b?) AT a(ac — b?) (4.20)
1 1
ooty 1g (4.21
Tap — 7AT \ )

cette derniére expression peut &tre formulée par :

I'ap = A/.IAB 25 K;BQA -+ jYi&BQAB (4.22)
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ou :

1
Kip =~ (4.23)

Remarque : Pour une poutre & section constante :

K= il;i{ (4.24)

4.1.5 Déplacement d’appui

Si on ne considére que l'influence de la rotation €2 due & la dénivellation
d’appui sur une poutre bi-encastrée (voir figure 4.5), on a:

Tap = Kap(l+ )R .
4.25
{ Tpa = Kpa(l+Apa)Q (4.25)

—

P A
N
\ N
| I
A B

FIGURE 4.5 — Déplacement d’appui d’une poutre bi-encastrée

la rotation due & la dénivellation 2 est exprimée par :

A

Tap = Kas(1+Xap)g
- 4.27
{ Tpa = Kpa(l+Apa)T (427)
Pour une poutre & une extrémité articulée (voir figure 4.4), on trouve :
A
P (4.28)
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figure 4.4) = e
: 3EIA
AB =

4.2 FExercices

¢ Fxercice 1:

Soit 1a poutre continue schématisée sur la figure (4.6).

o) :4 Hn P=10N

f—a—dAa -~ , _ ‘:J] i
Iy =9 m——e——ly = 12—

A 19 A 3

FIGURE 4.6 — Schéma de 'exercice 1

1. Déterminer les moments sur les appuis,
2. Calculer et tracer le diagramme de effort tranchant,

Calculer et tracer le diagramme du moment fléchissant,

B

. Calculer les réactions d’appuis.

& Solution 1 :

Remarque : Pour une poutre bi—encastrée 4 section constanle
(EI = cte), les moments dus a une dénivellation d’appui sont donnés
par : ' : ‘

‘ . 6RIA
Tap=Tpa=—p5 (4.29)

Pour une poutre & une extrémité articulée et a section constante (voir

(4.30)

A S htanl
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1. Les facteurs de rigidité des trois travées sont :

AET 2

Ko = Ko = 6 = “3*E[
4FE 21 8

Ky =Kg = —Q— = §EI
. 3E3I 3

Kpy =Ky =—75-=73%

les coefficients de transmission sont :

—

>‘01 :/\10 :AL‘Z = A?l = ?)"

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

A partir du formulaire des moments (voir annexe A.3), nous obtenons

les moments d’encastrement :

qu% 162
Yo1 Y10 12 1 m
Pa? Pl 10.9
oy e e Z A T = 11,25 N,
V12 Y21 Z 3 g ’ iy
A —_ — = —— = :“36N
Y23 Y32 3 3 e

L’équilibre du nceud A; est exprimé p'ar :
IFp+Tli2=0
- Y10 — K1001 + 7112 — K261 — M2Ki262 =0
3 - %Elé’l — 11,25 — gEIé’l — %Elé‘g == {)
- 1,556 E16; +0,444E10; = —8,25
I’équilibre du nceud A, est exprimé par :
Iy +T23=0
- o1 — Ko1a — A1 Ko + 723 — K02 =0
- 11,25—S—E102~%E191—36——2E162:O

-+ 0,444E18, + 1,638E10, = —24,75

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)
(4.39)

(4.40)

(4.41)
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Do

les deux équations (4.41) et (4.45) forment un systéme de deux équa-
tions & deux inconnues. Sa résolution nous donne :

1,077 14.8 ,
By = — 5 e 4.46
. EI B2 Bl LA4T)

Les couples appliqués par les nceuds et les moments fléchissants sont
donc :

FOl == ]\/[()1 =1 — )\01]{0191 = -3 — 07333(—1 077)
~2,64 N.m (4.47)
Ty = —Mip = 710 — K106y = 3 — 0,667.(—1,077) = 3,72 N.m (4.48)

la raison de 1'équilibre du nceud A; nous donne :

Flg = —Fm = M12 = —3, 72 N.m (449)
ey = —May =1 — K102 — M1 Knh
= 11,25 - 0,889.(—14,8) — 0, 444.(—-1,077)
= 24,88 N.m (4.50)
la raison de I'équilibre du nceud A, nous donne :
Fgg = __P21 = M23 = —24, 88 N.m (451)
récapitulatif :
17\4’01 == "“2, 64 N.m
PV{IO = 1"\4—12 = *’3, 72 N.m (452)
My = Myz = —24,9N.m
sachant que : '
Mgg =0N.m (453>

Calcul du diagramme de effort tranchant :

— En considérant une position z sur la premiére travée, Peffort tran-
chant correspondant est exprimé par :

(]111 My — My 1x6 —3,72 + 2,64
Pade) = e - S P I e Rt
01(7) 5 1T I 2 & 5

= 2,82 — & (4.54)

pour z =0,ona:
Tgl (0) = 2, 82N (455)

pour T ={j, on a:
Tor(l;) =2,82—6=-3,18 N (4.56)
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— Pour la travée 2, on a :

si0l<z<a:
P My — M —24 3,72
T =D MM _ 5, Z29F5T 564N (457)
2 la 2!
sia<z <ly:
P My, — M —24,9+ 3,72
Tia(z) = ———P+——21————12—=5—10+———’——+——’——
2 lo 9
= —-T7,35N (4.58)
— Pour la travée 3 :
- Qng ]\/{32 = ]\/123 - 2 x 12 0+ 24,9
Tos(z) = T"inﬂ—i— L =3 — 2z + 5
= 14,07 — 2z (4.59)
pour z =0, on a:
Tag(0) = 14,07 N (4.60)
pour z = I3 :
T23(13> = 14, 07 —-2x12= —9, 93N (461)

Le diagramme des efforts tranchants est schématisé sur la figure (4.7).

14,07

-9.93%

FIGURE 4.7 — Diagramme de Peffort tranchant - Exercice 1
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3. Diagramme du moment fléchissant :
les expressions du moment fléchissant peuvent étre calculées en inté-
grant les expressions de Peffort tranchant.

— Travée 1 :

1 1
My(z) = 2,82z — 5332 + My = 2,82z — sz — 2,64 (4.62)

1
= --—2—172 + 2,82z — 2,64 (4.63)
pour z =0, on a :
Mo, (0) = —2,64 N.m (4.64)
pour  =1l;,ona:
1
My (L) = ——2—62 +92,82.6-2,64=—372N (4.65)

calcul de 'optimum sur la travée 1 :

dﬂ/fm&ﬂ?) -

dzx

0o - —2+2,82=0 (4.66)

2  =28m (4.67)
d’otu :
1 ,
Mormin = —5(2, 82)% +2,82.2,82 - 2,64 =1,34 N.m (4.68)

— Pour la travée 2 :

sil<z<a:
Mio(z) = 2,647z + My = 2,647x - 3, T2 (4.69)
sta<z<ly:
My(z) = —7,35z 4 (M2 + Pa)=—17,352—3,72+10%4,5

= —7,35z 441,28 (4.70)
moment &z =a:
Mis(a) = 2,647.a — 3,72 = 2,647.4,5 — 3,72=8,19N.m (4.71)
moment & z =y :

Miyg(ly) = —T7,35.1,+41,28 = —7,35.9+41,28 = —24,9 N.m (4.72)
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— Pour la travée 3 :

Mays(z) = 14,07z — z* + Mas (4.73)
—z? + 14,07z — 24,9 (4.74)

calcul de optimum :

= > - 4,07 = 47
= 0 92z + 14,07 = 0 (4.75)

- r="17,035m (4.76)
d’ou :
Mosin = —(7,035)2 + 14,07.7,035 — 24,9 = 24,6 N.m (4.77)

Le diagramme du moment fléchissant est présenté sur la figure (4.8).

i -24,9

24.6

FIGURE 4.8 — Diagramme du moment fléchissant - Exercice 1
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4. Calcul des réactions d’appuis :
sur la travée 1, on a :

> Mya, =0 (4.78)
. 2 -
My = My — %l 4+ Ro.ly (4.79)
1 ¢l 1 6>
2 Ry = —|(Mpo—Mn+-)==|-372+2,64+~
0 ll 10 01 9 ) 6 ( 3,72 + i 2)
= 2,82N (4.80)

travée 2 :

l
A’[gl = ]\ng + RO-(ll -+ lg) g q1l1 <'2l + l2> -+ Rl.lg — Pa

— 9264428215 —6x 124+9R; —10.4,5
= —T77,34+9R; (4.81)

1 1
»  Ry=g(Ma+77,34) = 5(-24,9+ 77,34) = 5,83 N (4.82)

travée 3 :

| !
Msy = Moy + Ro.(ll + 1o + ld> s (2151 (-1" + 1y + l3> -+ Rl.(lQ =+ fg)

2
7:
——P(a -+ lg) -+ RQ.lg = Qng"; (483)
— —92,64+2,82.27—6.24+5,83.21 — 10.16,5 + R5.12
—24 % 6 (4.84)
=" 119, 31 4 12Ry (4.85)

sachant que M5y =0 :

119,31
Ry = 1'2“ =9,94 N (4.86)

la somme des efforts verticaux est nulle :
2,82 —-6+583—10+9,94—-24+ R3=0 (4.87)

- Ry=21,41N (4.88)

le moment de encastrement est :

My = My, = —2,64 N.m (4.89)

P )
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Récapitulatif des réactions :

= -2
Mo _,64N.m R2 _ 9,94N
B = 282N & R = 2,41N
R, = 5,83N g = |
=¢ Exercice 2 :
Considérons le portique de la figure (4.9).
7 T,/L
Ay 3o Ay 30 Asl 24y ‘
3 m 7 m———f——3 m—rv
A:l&
Iy 4m
215 6m 21 6m
s
Ay
sl ﬂ.”_._L
A, g
FIGURE 4.9 — Schéma de 1’exercice 1
Déterminer le diagramme des moments fléchissants du portique?
& Solution 2 :
Calcul des facteurs de rigidité :
4F .31,
Ko = Ko = 0 —4EI,
4E31, 12EI
12 21 - 7
3E.21
K}y =~ =2EI

(4.90)

(4.91)

(4.92)

(4.93)
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4F.1,

Koy = Kyo = = Fl, (4.94)
3E.21
Kl = ° = EIl, (4.95)
45 .21 4E]T
17(25 = ng == E6 0 = 3 2 (496)

Pour toutes les poutres (V i et j), les facteurs de transmission sont :
Aij = (4.97)

Les moments d’encastrements parfaits sont (voir annexe A.3) :

ql.lz . 2 % 49 . 49

Y1z = —Ya21 = — = —— = —8,16TEkN. 4.98
Yiz Y21 12 5 6 8, 16TkN.m (4.98)
/ qg.l2 1 x 32 9 ~
= = = — =—==-1,125kN 4.99
pour le reste des poutres, puisqu’elles ne sont pas chargées, on a :
Equilibre du nceud Ag .
Fog+To1 =0 (4.101)
-» s Ko/;@() 00 1{01@0 - /\()1](0191 = O (4102)
1
-3 509 + 26, =0 (4.104)
Equilibre du nceud Ay _:
Fp+Ti5+T12=0 (4.105)
i 4 = )\10}(1060 = I\floel - K';E)Hl -+ Y12 — [(]2(91 = /\12[(12(92 =0 (4106)
1 , 49 12F]
¥ — ZAEIBy — AELf: — BIgfy — — — =6,
2 6 7
112F1]
= g %9, =0 (4.107)

; r
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49 12 6
-3 — 90 148 + 0y + —— + —f; + =0 =0
o +40t; + 1+6E,10+791+72
47 6 49
> W 4+ ooy 4 =y = ———
o+ bt 7% 6L1,

Equilibre du nceud A,

oy + T+ T23=0

- o1 — Aa1 K161 — K12 — Kog02 + V3 — K340, =0

49 112EI, 12E1, AEI, 9
-» e = — —= = =
= 6, Tt —— 0 — 5 — 2EIof> 0
49 6 12 4
20, + 20, + =0 20, =0
6EIO+7 1h bty 2+SEIO+ 2
6 106 169
- P yip o
Tt 5T T R

(4.108)

(4.109)

(4.110)
(4.111)

(4.112)
(4.113)

(4.114)

Les équations d’équilibre des noeuds nous donnent le systéme suivant :

590 + 201 = 0
9 47 6 - -1
ot R — g
01+ 5002 = 4Bl
[ PR . i __ 0,6492
0 T 128412E = TEl.
3 9, — -—-Adlesls . -l 23
1 256824 F 1o Bl
g, = 95347 _ 1,6706
2 57072EIp — El

(4.115)

(4.116)

Remarque : La résolution du systéme d’équations (4.115) sous le
logiciel de calcul mathématique MATLAB se fait comme schématisé sur la

figure (4.10).

Calcul des moments sur les nceuds :

FO4 = —M04:—K0490 (4117)
0, 6492
= —El.— 4.118
" El (4.118)
= —0,6492kN.m (4.119)
—0,65kN.m (4.120)
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s> A= 15 2 0; 2 &3/7 &/7; 2 6/7 106/211 [Erueni

z =
5.04080 2.00880 a
2.90200 4] 3 £.8571
e 0.8571 5.947&
>> B = | -49/ (A*E*IC};: 1638/ (24%E*10}1]
B3 =

—49/ (6XE*I0)

. 163/ (24%E~IO0)

>> X=inv (&) <3 [ErE]

F4Q = 1\140::-A40K4090 (41213
1 . 0,6492

s 2 T 4122

27" Ely (4.122)

— —0,3246 kN.m (4.123)

~0,33kN.m (4.124)

FOl = 11«1’01:—](0190~)\01K0101 (1123)
0,6492 1 —1,623

= —4FEly.—— — - 4L1. L 4.126

“"EL, 2 0( El ) (4.120)

= 0,6492kN.m (4.127)

~ 0,65kN.m (4.128)

' = —114[10:—)\1()}(1000—[\/1091 (4129)
1 - 0,6492 -1,623

= ——A4Elj.——— — 4E],. e 4.130

T °< Bl ) 4130}

— 5,1936 kN.m (4.131)

~ 5,19kN.m (4.132)
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Flg == ]\/flg :’)’12—K1261—)\12[<1292 (4133)
— 2FI; 1
_ 49 12EL (-1,62) 11 El, 1,6706 (4.134)
6 7 Ely 2 i El
= —6,81632kN.m (4.135)
~ —6,82kN.m (4.136)
Iy = —My =721 — AnKnby — K102 (4-137)
49 1 12FEL, (—1,623 12F1, 1,6706
= e . : = . 4.13
6 2 7 ( El, > P o By 188
= 6,69392kN.m (4.139)
~ 6,69kN.m (4.140)
F15 = —ﬂ/[w:——K;_S(?l (4141)
—1,623
= —Ep - 4.142
o (21 ) (4142)
—~ 1,623kN.m (4.143)
~ 1,62kN.m (4.144)
F51 = M51 =0kN.m (4145)
Fgg = 17\/[23 :";’/23'— Kéggg (4146)
9 1,6706
= —= —2EI,.> 4.147
: BT (4.147)
— —4,4662kN.m (4.148)
~ —4,47TkN.m (4.149)
Fgg = '—[\/[32 =0kN.m (4150)
FQG = -MQGZ *1{2602 (4151)
__4EI, 1,6706 (4.152)
3 El
— —2,2274TkN.m (4.153)
~ —2 23kN.m (4.154)
Fgg = MS'Z :'—)\GQK(;QQQ (4155)
14F1, 1,6706
= e S 4.156
2 3 Ely ( )
= —1,11373kN.m (4.157)
~ —1,11kN.m (4.158)
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Récapitulatif des moments sur les appuis :

f Moy = 0,65kN.m My, = -519kN.m
My = —-0,33kN.m % My, = -6,82kN.m (4.159)
I —’7"’/[01 = 0, 65kN.m 17\/[21 = -——6, 69kN.m
Mis = -1, 62EkN.m Mzs = 0 EN.m
Ms;, = 0kEN.m & Mo = 2,23kN.m (4.160)
17\/[23 = '—4, 47EN.m A/:[GQ = —1, 11kN.m

Tragage du diagramme des moments fléchissants du portique :

Le moment est linéaire (parties de droites) sur toutes les poutres du sys-
teme sauf pour les poutres (A;A4s) et (A2A43) a cause des charges réparties.

Sur la poutre (A;4>), on trouve :

i My — M
2.7 z —6,69+6,82
O P ! i i il 2
= i 21:.2 + Z z— 6,82 (4.162)
= —z2 47,02z — 6,82 (4.163)
recherche de I'optimum du moment fléchissant :
AMlE) < (4.164)
dz
-3 —2z+7,02=0 (4.165)
7,02
+ =1 2_3mm (4.166)
-> M(3,51) = —(3, 51)% +7,02.3,51 — 6,82 (4.167)
= 5, 8kN.m (4.168)
Sur la poutre (A2A43), on trouve :
l Mzy — M,

Mz} = gi—:c — qzx.-;—: o+ —iz——zga; 4 Mss (4.169)

1.3 2?2 0+4,47 .
- Qm__é_+____.13 T — 4,47 (4.170)

x?

= = + 2,992 — 4,47 (4.171)

4
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recherche de I'optimum du moment fléchissant :

dM(z)

W) g 4172
dz ( )
5 —2+29=0 (4.173)
- z= 2,99m (4.174)
1
5> M(2,9) = -5(2,99)?+2,992,9 4,47 (4175)
~ 0kN.m | (4.176)

Nous présentons le diagramme des moments fléchissants sur la figure (4.11).

6,69,

1115

£

FIGURE 4.11 — Diagramme des moments fléchissants - Exercice 2
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A < m ¥ s 3
A.3 TFormulaire des moments

Ci-bas le formulaire des moments fléchissants :

Ces tableaux nous permettent d’avoir les moments fléchissants aux ex-
trémités de poutres bi-encastrées et de poutres & une extrémité simplement

appuyée pour différents types de chargements.

Pour toutes ces formules, on considére que : &I = cte

LA R g - - g g B b S T T o g g g g g g i o
IR RBRDDRBRDDEERRRERBBHRRD
?UUUUUUUUUUUUUU‘UUUUUUUUUUU
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| Tableaudes M Map Mgpa
P
ﬁﬂr;—bwﬁ‘ﬂ __ Pab? Pa2b
Ay——%B | F
fe—ril |

_a? a?

30 20

_q? g2

12 12
_5q12 5q1%

96 96

Ch(21—3b) Ca(2l-3a)
lZ 12

Pr. M. RGUIG Cours : Calcul des structures _é‘s}., EHTP



A .3 Formulaire des moments 121

" Tableaudes M | Mup () Mpza ()
[)
et ) Pa(l®—a?)

_35(1@_0) Sga(l _ a’)

_TQl 201
0 15
_a? a2
8 )
_ 15q12 15q12
192 192

S -30%) | Z(®—3a%)

(*) : Encastrement & gauche,
(**) : Encastrement & droite.

, ) A ‘
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