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les coefficients de I’équation sont :

k
o = ci+ag+ 73— (2.145)
l k
= — 4+ = 2.14
3EI T {2 ( 6)
k
A = 0/ -0 — l—ng (2.147)
ql3 kql
— = it 2.14
24ET 12 (2148)
g® kg
= - - — 2.14
24FE1 2 PR
l k ql3 kq
2.14 -> _— 4 = =———— == 2.1
(2.144) <3EI T 12> Mi=-9F1 2 2150
813 + 24kEI gl® + 12kqEI1?
—_— = — 2.151
aEIE 24ETI 151
PP+ 12kEI
M =-——— 2.152
Y778 B+3kEI (2.152)
La réaction de 'appui Ap est :
M, — M, M
Ry, = RO+———°2_ = (2.153)
l1 l()
gl qlP+12kEI
= - 2.154
2 8 3+ 3kEI ( )
3ql*
-2 By= ————————— 2.155
07 83 + 24kFI (2.155)
2.6 Meéthode des foyers
2.6.1 Foyers de gauche
Considérons une poutre continue (Ao, Ai, . . -, An) soumise & Paction d’un

moment M, appliqué & son extrémité de droite A, (figure 2.14).

I’application de I’équation des trois moments a Pappui A; donne :

biiy\li—l + (Ci -+ ai+1>]\/[i + bi_l_l.AL'_H = 0 + 0
trav\éefs-;on trav\éeg;on (2 ‘ 136)
chargées dénivelées
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2.6 Méthode des foyers 38

FIGURE 2.14 — Définition des foyers de gauche

En appliquant I’équation (2.156) & ’appui A;, on obtient :

M,
bl\(% —+ (Cl + CLQ)Ml + b2M2 =0 (2157)
s Me-—-—2_y (2.158)
! c1+ aq 2 '

M, et M, sont donc de signes contraires.

En faisant la méme chose sur les autres appuis, on constate que les mo-
ments changent de signe alternativement sur les travées de la poutre continue.
D’ow, sur chaque travée 4, la courbe du moment coupe la ligne moyenne de
la travée en un point F; appelé : Foyer de gauche.

En divisant I'équation (2.156) par le moment intermédiaire M;, il vient :

M;_ M;
bi_M;‘l‘ + (e +ain1) + bi+1_]\/ji;l =0 (2.159)
on pose :
M; 4
;= — 2.160
2 7 (2.160)
on en déduit :
biy1
=bitp; + (e + asa) — =] (2.161)
Pi+1
- Vi1 = L) (2.162)
(ci + aiy1) — b
Le foyer de gauche F; de la travée ¢ est défini par :
M1 Ak
;== — = 2.163
"2 M, - A (2.163)
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2.6 Méthode des foyers 39

avec 0 < ; < 1 pour toute travée i.

Les valeurs de ; ne dépendent que des caractéristiques mécaniques des
travées. Elles sont indépendantes des chargements extérieurs appliqués.

On peut constater que :

— Les foyers de gauche sont obtenus par récurrence depuis leur position
dans la travée la plus & gauche Fy = Aj a l’aide des coefficients ¢; en
partant de ¢; = —%11 = 0 (équation 2.162),

— Les moments fléchissants se déduisent de M, (moment le plus & droite)
par récurrence & l'aide des coeflicients ¢; (équation 2.160).

2.6.2 Foyers de droite

Considérons une poutre continue (A, 4y, ..., A,) soumise & I’action d’un
moment M, appliqué & son extrémité de gauche Ay (figure 2.16).

FIGURE 2.15 — Définition des foyers de droite

On pose :
M.
A . 2.164
i v (2.164)
comme pour les foyers de gauche, on obtient :
of=: bs (2.165)
(e + aig1) — biniwin

En désignant par F le Foyer de droite (point de moment nul) de la
travée i, on peut constater comme pour les foyers de gauche que :
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— Les foyers de droite sont obtenus par récurrence depuis leur position
dans la travée la plus a droite F!, = A, & laide des coefficients ¢; en
partant de ¢;, = _MA%T = 0 (équation 2.165),

— Les moments fléchissants se déduisent de M, (moment le plus & gauche)

par récurrence 3 ’aide des coefficients ) (équation 2.164).

2.6.3 Calcul des moments sur les appuis & l’aide des
foyers

On considére une poutre continue sollicitée uniquement par des charges
agissant sur la travée i (figure 2.16).

My
y

M;_; M,

FIGURE 2.16 — Calcul des moments sur appuis

En appliquant I’équation des trois moments aux appuis A;_; et A; :

{ bi1Mia + (cio1 + i) Mi_y + biM; i1 (2.166)

I

biMiq + (¢ + aip) M + b1 My = —0;
4 partir de (2.160) et (2.164), on obtient :

My = —pi1Mia ‘
; 2.167
{ Miyy, = —@iaM; ( )

le systéme (2.166) devient alors :

[~bi10i1 + (cim1 + @) My, +b:M; = 67,4 (2.168)
biMi_1 + [(Cl + a;41) — bi+190§+1] M, = -0 '

a partir de (2.162) et (2.165), on a :

{ —bi_1pi-1 + (Cim1 + 05) (2.160)

Blss|e

(ci + Gir1) — big19ip
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on obtient :

o (2.170)

My o 0y
Pi +M; = b
M1+ %;4«‘ = -3

on obtient un systéme de deux équations & deux inconnues M;_; et M;. Aprés
résolution du systéme, on trouve :

01 | g
145 +0;
¥ g
o’
10+ o
¥ i)
ou : .
1 ;6" T
Mi—l — _(P i—1 + L4 faz i (2173)
b; 1 - wiy;
1 ;016" T
Mi — ___SO Vi1 +/g01, 3 (2174)
bi o 1—pig

Sur les autres appuis, les moments sont calculés directement & partir des
foyers de gauche pour les appuis situés a gauche de A;_; et & partir des foyers
de droite pour les appuis situés a droite de A4; :

M os=—pi 1M1 My, = “‘90§+1Mi
M 3=—pioM; o Mo =—0; M1, (2.175)

Remarque :

Dans le cas ou d’autres travées sont chargées, on opére par principe
de superposition en considérant chaque travée seule chargée a la
fois. :

Sur la figure (2.17), on présente un exemple d'une poutre continue & cing
travées chargée successivement par un moment I' & son extrémité gauche Ay,
une force concentrée F' sur la travée centrale A, A; et un moment I' & son
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extrémité droite As.

Le premier schéma présente les cing foyers droites de la poutre (Fi,...,F3).

Le troisiéme schéma présente les cing foyers gauches de la poutre (F1, - . ., F5)-

Le deuxiéme schéma présente deux foyers de gauche (Fy, F») et deux foyers

de droite (F}, Fs)-

M,

FIGURE 2.17 — Exemple d’une poutre continue & 5 travées

2.7 Exercices

o> Exercice 6 :

1. Déterminer, par la méthode des foyers, les moments sur appuis de la
poutre continue de la figure (2.18),
9. Tracer le diagramme des moments fléchissants.
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On prend EI = cte.

([ = 0.8V 'm.' j'p — 6N

| Z0=6 msl A%Az /%AB
—ly =12 777—‘4“_—_—]3 = 18 m—l3 = 9m>

FIGURE 2.18 — Schéma de 'exercice 6

& Solution 6 :

. Calcul des foyers de gauche :
La rotation au niveau de ’encastrement Ag est :

90 = 9{)’ - alMo = b1M1 =0 (2176)

pour déterminer les rapports focaux ¢;, la poutre est considérée non
chargée. Donc on a : 6 =0, d’'ott :

—a1M0 e blMl =0 (2177)
MO o b]_ 1
M1 ai 2 ( )

sachant que pour EI = cle, on a a; = 2b;.
En reprenant I’expression (2.160), on a :

1
=1 =5 (2.179)

on utilise I'équation (2.162) pour déterminer les autres rapports focaux :

= b = 351 _ 3 1 (280
T Gt a—bipr st —amrs 261 3
bs G%I % 3
— s = =— (2181
P Gt as—bupn e tai—ems O6t3-1 16 (2381)
Calcul des foyers de droite :
on utilise (2.164) :
M
oh = 'X/[TB; = (2.182)
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puisque M3 = 0.

L’équation (2.165) nous donne :

ph = L = 3 _ 2 1 pasy)
27 ¢y + a3z — bsyh 31_1_518‘1-‘4—5%1:—6%1".0 6+3 3 ’

by i 2 2
== = L = == (2184
e ks s e 5 b e T R B

Calcul des moments sur appuis :

Travée 1 chargée :

Les équations (2.173) et (2.174) nous permettent de calculer respecti-
vement les moments des appuis de la travée chargée. Dans notre cas, il
s’agit des moments M et M, -

1 i 9/
_ 1obo s (2.185)

Mot
T 5 1-w»my

on a d’aprés les tableaux des rotations des poutres :

ql3 0,8.123 57,6
0y =— =— = — 2.186
0 24E1 24ET EI ( )
; 7,6
g D (2.187)

1= 24ET ~ EI
et le coefficient de souplesse by :

b il 2 B (2.188)

le moment est donc :

EI0,5. (=%F) +0, 5.2.508

s 2.189
T2 1-0,5.2 (2.189)
- My=-12,6 N.m (2.190)
le moment de droite M est calculé par :
16 2

b 1—py 2 1-0,5.2
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- M; =-3,6 N.m (2.192)
on a aussi :
1
M;=0N.m (2.194)
Travée 2 chargée :
ona: L onf + »
M, = —2EL TP (2.195)
by 11—
le coefficient de souplesse et les rotations sont :
lo 18 3
by = —— = —= = 77 2.196
2T 6EI 6EI EI (2.196)
Pa , 6.6
9 = — Iy —a)(2ly —a) = — 18 — 6)(36 — 6) (2.197
=m0 Sis Bl e — i —6) 2190}
120
-> ¢ = —— 2.198
Pa 6.6 96
g = (l—-d®)= 182 = 6°) = — 2.199
A 6181 )= (2-199)
on obtient donc : v '
1(_120y L 11 96
M]_ZE{IS( E'I)-i—ii'3' I (2200)
3 1 - g.'é
- M; =—-11N.m (2.201)
les autres moments sont :
by 1—pah 3 1-33
- M, =—-TN.m (2.203)
1
- My =5,5N.m (2.205)
Les moments sur appuis dus au chargement total sont :
My, = —-12,6+5,5 = —7,1N.m
M, = -36-1 = -14 6 N.m
b ) f)
M, = 1,2-7 = —58Nm (6:206)
M3 = O0N.m
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9. Le développement du DMF est le méme que la deuxiéme question de

I’exercice 2.
Le DMF correspondant est présenté sur la figure (2.19).

%123

FIGURE 2.19 — DMF - Exercice 6

¢ Exercice 7 :

Calculer les moments au niveau des appuis du schéma de la figure (2.20).

P=210N P=210°N P=21°N P=210°N

A B AL ”

g - a —a—

F———zl — 9 m—k——ly = 3m fn =2 777.7_*_.l4 — 277r-J
Az

FIGURE 2.20 — Schéma de V'exercice 7
& Solution 7 :
Calcul des foyers (rapports focaux) :
Ona: .
My=0 = ¢1=—-—=0 (2.207)
M
Cours : Calcul des structures A’\\.\ EHTP
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by oo
= = =0,3 2.208
P2 cl—l—ag—blgol gj%+3—%7—0 ( )
bs =7
= = =0,21978 2.209
s 02+a3——b2<,02 5%74—3—;7—52—[07 ( )
ba 57
= = —0,264535  (2.210
P s baws g+ 327 — 5ar0,21978 (2:210)
on a encore M
M,=0 = ¢,= —‘—M‘; = (2.211)
oy = = ___ s __qg2  (2212)
3T tai— bty st 0

/

by 6?31
= = —0,315789 2.213
P e —bady  5ir e aer 02 ezl

b 2

/ 1 6E1 ‘

= = =0,22093 2.214
1= ot ar—bady 5+ 37— eo1-0, 315789 @iy

Calculons les moments par travée chargée 3 la fois :

Travée 1 chargée .

n Y4
MO il _1‘@10() =+ (101(101191 (2215)
by 11—y
le coefficient de souplesse by et les rotations sont donnés par :

P2 2000.22 500
f = =2 = ——— = —— = 2.216
d 16E1 16E1 EI ( )

PI? 500
g = —+ = — 2.217
17 16E] EI ( )
2 1
by = —— = —— 2.218
1= 6EI  3EI (2:218)
on a donc :
My=3EI0=0N.m (2.219)
1 0,00 + 6" 0+ 0,22093.3%
M, = =P TAR _ 3py EL — _331,395 N.m
by 1—pipy 1-0

(2.220)
M, = ~phM = =0, 315789.(—331, 395) = 104,651 N.m (2.221)
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M, = — @My = —0,25.104,651 = —26,16 N.m (2.222)
M, = - M;=0Nm (2.223)

 Travée 2 chargée :

On a:

" ! Al

M, = lﬁﬁiﬂ%‘ﬁl@l (2.224)
by 11— 2
le coefficient de souplesse by et les rotations de la travée sont :
Pa 2000.1 1111,11
g = — T e 2], — —_ = —1)=— : 2.225
Pa 2000.1 888, 889

0, = ——(13—a®) = ) =— {2.226
= Em ) =g m VT B (2226)

3 1
B 2,207
b2 = $EI  2EI 2221)

d’ou :

3 (—1LLiL) 4 ( 30,315789. 2552

M; =2EI- (-*g) +0.30, El _ _ _550,387 N.m (2.228)
1-0,3.0,315789
7 I 0l
M, = __1_90290291 +(€292 (2.229)
by 1— 20,
0,3.0,315789. (—354) +0 315789, 888889
= —2BE][— (g ) +0 EL_ (2.230)
1-0,3.0,315789

— —387,597 N.m (2.231)
My = My;=0N.m (2.232)
M, = —g, My, = —0,25.(—387,597) = 96,8991 N.m (2.233)

Travée 3 chargée :

Ona: L sl + 93!
M, = 232173033 (2.234)
b3 11— 3p;3
le coefficient de souplesse b et les rotations :
; , 500
0, =6 = ~E7 (2.235)
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500
=6 =Fr
b 2 o]
3= 8EI 3EI
on trouve :
0,21978. (—39) +-0,21978.0 g5 800
lwz = 3EI ( EI) + . ’

1-0,21978.0,25

1 3303 + 303

(2.236)

(2.237)

El _ 961,628 N.m (2.238)

M; = — 2.239
’ bz 1-— P33 ( )
0,21978.0,25. (—3%2) +0,25%7
- I ( EI) EI (2240)
1—0,21978.0,25
— 309,593 N.m (2.241)
Travée 4 chargée :
Ona: L osf” o
| o L Pds T PP (2.244)
by 11— papy
coefficient de souplesse by et rotations :
, ) 500
6; = g = ~E7 (2.245)
500
| = § = B (2.246)
2 1
b= — =707+ 2.247
T 6EI 3EI e
d’ou :
0,264535. (—322) +0
M;=3EI 1 ( OEI ) — —396,803 N.m (2.248)
1 1 ol IG/
My = _ L paplfs + #4% Pa4 — O N.m (2.249)
by 11— papy
My = —p3Ms = =0, 21978.(—396, 803) = 87,209 Nm (2.251)
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M, = —po M, = —0,3.87,209 = —26, 163 N.m (2.252)
Moments dus au chargement total :
My, = 0
M, = —331,395— 550,387+ 78,488 — 26,163
M, = 104,651 — 387,597 — 261,628 + 87,209 (2.253)
M; = —26,16+ 96,8991 — 309,593 — 396, 803
My =0
Mo =0 N.m
M, = —829,46 N.m
-> M, = —457,3TN.m (2.254)
M; = —-635,66 N.m
M4 = 0 N.m

> Exercice 8 :

Déterminer les moments sur les appuis et tracer le diagramme des mo-
ments féchissants (DMF) de la poutre schématisée sur la figure (2.21).

| -

; A
], = 2molely, = 2mo—TI3 = 3m—kly = ZmQ(j Z 9m
Ag Ay Ay Az Aq As

FIGURE 2.21 — Schéma de exercice 8

& Solution 8 :

Ona:
My=0 -3 =——=0 (2.255)

Calcul des foyers des travées de la poutre :

by &7
_ _ ~0,25 2.256
e c1+ a2 —bipr 3%1--!-5}237-—0 ( )

bs o
_ — ~ 0,316 2.257
& Cz+&3-b2§02 3%3—1—{—-3%—1—6—]22—10,25 ( )
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by a7
_ = = 0,221 2.258
i cs + as — baps 3EI + 387 3EI 62‘1 0,316 | )

b5 GEI
= = = [}, 265 2.259
L& Cy + Q5 — bapy 5’%} + 5% 6%1 B, 271 ( )

la rotation de encastrement & Pappui As est :
05 = 0% +bsMy+ CsM5 =0 (2.260)

la poutre est considérée comme non chargée pour déterminer les rapports
focaux, donc : '

6. =0 | (2.261)
- 6—2M+2M—-O (2.262)
s=gEI *T3EI ° :
1
> M+ M;=0 (2.263)
M

8 = 2.264

M,
> o = _—2-=0,5 (2.265)

gy 4

/ b4 612‘31
o, = = 0,286 (2.266)

= / = -2
cs+ a5 — bsgs 3EI + 387 SEI — 5510

: bs 3
! 6E1
= = : = 0,318 2.267
(103— C3 + a4 — b4(,02 ’—'321 =+ ——3}2_7,’1 6EI 0 286 ( )

b _2_
o, = 2 i B =0, 221 (2.268)
Cz+a3—b3@3 3E1+3E’I 6EI .0,318

by 2
= = 371 = 0,265 2.269
LTt as—bavh 53+ e — ser-0:221 ( )

Déterminons les moments sur appuis par travée chargée :

Travée 1 chargée :

on a : L oyf + orghf!
My=—222 T 2011 = (2.270)
b 1—p¥
coefficient de souplesse b; et rotations de la travée isostatique :
B 9 93 2
gl = — L = - (2.271)

To4EI  24EI  3EI

Pr. M. RGUIG Cours : Calcul des structures _5?:\\ EHTP



2.7 Exercices

52

qll? 2
g = 2L = 2.272
17 94E]  3EI ( )
2 1
B e oo 58 et 2.273
' 6EI  3EI (223
calcul des autres moments :
105 + 10 0+0,265.527
My = Lo+ A0 g D TR o 53Nm (2274)
b1 1-— (,01(,01 1 = 0
My = —gyM; = —0,221.(—0,53) = 0,117 N.m (2.275)
Ms = —@yMy = —0,318.0,117 = —0,037 N.m (2.276)
My = —¢|,Ms = —0,286.(—0,037) = 0,011 N.m (2.277)
Mz = —¢. My = —0,5.0,011 = 0,0053 N.m (2.278)
Ona: | 0// U
M2 :._903 2 + (103(1?3 3 (2279)
bs 1— @33
rotations de la travée isostatique et coefficient de souplesse bs :
| Tgol? 7.2.33 21
gy == 3 — = — 2.280
2 360E1 360E1 20E1 ( )
8g:l3  8.2.3° 6
g} = 3 — = 2.281
37 360EI 360EI 5EI ( )
- 3 1
By b 2 e 2.282
3T B6EI 2EI (2:282)
moments :
0,316. (—52-) +0,316.0,318.557
M, = 2EI- 081 : 7 SBL — (0, 4696 N. 2.283
2 1-0,316.0,318 ’ m (235
1 1 nlt! /I 0!
M; 1 gty +S€383 (2.284)
by  1-—3p3
0,316.0,318. (—52%) +0,318.557
- 9EI 2 ( 2OEI) + 5ET (2285)
1-0,316.0,318
= —0,6139N.m (2-286)
M, = —@s My = —0,25.(—0,4696) = 0,1174 N.m (2.287)
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]M-O = _(PIMI =0N.m (2288)
M, = - M3 = -0, 286.(—0,6139) = 0, 1756 N.m (2.289)
M; = —pt My = —0,5.0,1756 = —0,0878 N.m (2.290)
Ona: . g
M= e Pelfs (2.291)
bs 1— w505
rotations de la travée isostatique et coefficient de souplesse bs :
P 4.2? 1
g = ——2- = — =—— 2.292
+T 16EI  16EI = EI (2:292)
PE 1
= S = — 2.293
% = 1651 EI ek
4 1
o s B s 2.294
b= 6E1 ~ 3EI 2225
d’ou :
0,265. (—2;) +0,265.0,5.5
M, = 3EI- BLL »EL — (,4582 N. 2.295
. 1 0,265.0,5 ! m o (229)
‘ : al 1 nl
M 1 5050y + 9?595 (2.296)
bs 11— 505
0.265.0,5. (— =) + 0,5.27
- T ) ) ( EI) + Bl (2-297)
1—0,265.0,5
= —1,271N.m (2.298)
My = —psMy = -0, 9221.(—0,4582) = 0,1013 N.m (2.299)
M, = —p3 M3z = —0,316.0,1013 = —0,032 N.m (2.300)
M; = —pa My = —0,25.(~0,032) = 0,008 N.m (2.301)
My = ——(,OlMl =0N.m (2302>
Les moments dus au chargement total de la poutre sont donc :
( Mo = 0N.m
M; = —0,53+0,1174+0,008 = —0,4046 N.m
M, = 0,117 —0,4696 — 0,032 = —0,3846 N.m (2.303)
) M, = —0,037—0,6139+0,1013 = —0,5496 N.m '
M, = 0,011+0,1756 —0,4382 = —0,2716 N.m
| M5 = 0,0053— 0,0878 — 1,271 = —1,3535 N.m
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Tracé du DMFE :

0.83

FIGURE 2.22 — DMF - Exercice 8
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