Chapitre 2

Calcul des poutres continues

2.1 Rappel du théoréme des travaux virtuels
Enoncé du théoréme :
& Le travail externe 7T, des actions d’un syStéme sollicité dans
les déplacements d’un systéme déformé est égal au travail interne
T. des contraintes internes dans les déformations internes du sys-

téme déformeé.

L’égalité T, = T; est exprimée par I’équation :

! ool
Z(in,-+Hiui+I’i9i)+/ (qv+hu+79)dx=/(Nu—i—VA—{-Mw)dm (2.1)
. 0 0

ouon a
Q; . force verticale ponctuelle d’abscisse z; (¢ =0,--- ,n);
H; . force horizontale ponctuelle d’abscisse z; (i =0,--- ,n);
T; . couple ponctuel d’abscisse z; (1 =0,---,n);
q(x) . force verticale répartie;
h(z) . force horizontale répartie;
v(z) couple répartie;
u(z),v(z),0(z) :  déplacements d’un point G d’abscisse  ;
u;, Vi, 0; . déplacements d’un point G; d’abscisse z;;
p(z),w(z), AM(z) . déformations d’un point G d’abscisse z;
N(z),V(z),M(z) : Sollicitations ou efforts internes.

i TII Y
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2.2 Méthode des trois moments (Méthode de CLAPEYRON) 17

2.2 Meéthode des trois moments (Méthode de
CLAPEYRON)

2.2.1 Coefficients de souplesse d’une travée

On considére une poutre continue ayant plusieurs appuis pour laquelle on
extrait une travée AB de longueur [, de module de YOUNG E et d’inertie de
flexion I (voir figure 2.1).

®)

FIGURE 2.1 — Schéma des coefficients de souplesse

systeme

En appliquant un moment unitaire 1 sur Iappui A du systéme (1), on
obtient les rotations —a et b sur les appuis A et B.
En appliquant un moment unitaire 1 sur appui B du systéme (2), on obtient
les rotations —b et c sur les appuis A et B.
Les rotations ainsi définies a, b et ¢ sont les coefficients de souplesse de
la travée AB. L’application du théoréme des travaux virtuels donne les ex-
pressions de a, b et c.

S dem.

= Considérons le systéme (1) comme systéme sollicité et le méme systéme
comme systéme déformé et appliquons le théoréme des travaux virtuels :

F@z/o M(z)w(z)dz (2.2)

> (<1).(-a)= /0 (@) (e)de (2.3)
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olt n1(z) est le moment interne et wi(z) est la déformation angulaire.

! )2
1( )
-3 —_— 2
a . T EI dz ( 4)

sachant que w(z) = m}g?).

-3 a:/OlEl—I<1-—§)2da: | (2.5)

& Considérons le systéme (1) comme systéme sollicité et le systéme (2)
comme systéme déformé et appliquons le théoréme des travaux virtuels :

/m1 Jewa( x)dx ' (2.6)
> b= / @2, (2.7)

> b_/ .51 (1— 7) flfdx (2.8)

& Considérons le systéme (2) comme systéme sollicité et le méme systeme
comme systéme déformé et appliquons le théoréme des travaux virtuels :

lg= / ma(z)wa(z (2.9)

’ — — Z d .

> e= /Ol—El-f (-:lf)zdg: (2.11)

— fin dem. —

Dans le cas particulier ot EI est constant sur la travée, les valeurs de a,
b et c sont :

l

Les coefficients de souplesse sont des caractéristiques d’une travée.
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Si la poutre est chargée & ses extrémités par les couples My et Mp appli-
qués aux points A et B, les rotations 64 et §p aux points A et B sont (voir
figure 2.1) :

[04 = —aMs — bM;5]| (2.13)
IQBII)MA—%—CMBJ (2.14)

2.2.2 Equation des trois moments (CLAPEYRON)

La poutre continue de la figure (2.2) a n travées de longueurs (1, . .., li; - - -, In)
et n+1 appuis (Ao, - - ., 4, .. ., An). Elle est chargée par des forces verticales
quelconques.

Les coefficients de souplesse de la travée ¢ sont :

b \?
;= Bl o, B 2.1
a _/0 i (1 li) dz (2.15)
ko T\ T
. o0 o N, [P 2.
bi /0 %7 (1 li) lidx (2.16)

: Lo \?
.= e | 2 2.17
c /o i (li) dz ( )

En introduisant une articulation (coupure partielle) & chaque appui in-
termédiaire (A; & A,_1), on obtient le systéme isostatique associé (0) chargé
par les mémes forces que le systéme réel (S). Il y’a donc (n — 1) inconnues

hyperstatiques qui sont les moments (M, ..., M, ... , M,,_1) aux appuis in-
termédiaires.
On considére ensuite les (n — 1) systémes (1), ..., (i — 1), (i), (i + 1),

., (n — 1) qui consistent & exercer sur la structure, rendue isostatique, les
couples égaux & 1 aux droits des appuis intermédiaires coupés. Le systéme
(S) est la combinaison des systémes (0) & (n — 1) par I'équation :

(8) = (0) + Z(i)Mi (2.18)

Appliquons cette équation a I’angle que font les deux bords de la coupure
ménagée & 'appul ¢ :
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(S) Ay 4 A ¥ l Ag—y L & 3 '1' A1 é | A,
S A AN A A A Ay 2

bbb oLy e e
O 4F BTN PN P

O0i—1,i+1 =0 “ 5\ 5’£+1,i+§\%} P
A /o A AN 7 A

1185 ’ i

FIGURE 2.2 — Schéma de ’équation des trois moments

: n—1
0= 9: — 9;’ + Z(Sij]\/fj (219)
j=1
En fait, une simple observation de la figure (2.2) montre que les seules

valeurs de é;; non nulles sont d;;—1, iz et Op441-
L’équation (2.19) devient alors :

0iim1 My + 65 Mi + 6511 Mo = 6; —0; (2.20)

L’application du théoréme des travaux virtuels donne :

L L

t M1 | T\ T
5.”'_ = dz=[ —|[1——+ —dz = i 2.21
’1/0 EII/OEI< zi>zi”"b (2.21)

i i j Y LY
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l; liz1 2
m? m
0,8 = td Ld:
: /0 El ‘H/O EI°”
l; 2 l 2
1 [z i | T
e =i = d:c+/ — (1— > dz
/o El <li> o EBI lita

= g+ Qi1 (222)

b+ mum; el | T T
Oiit1 = / — g = / s <1 - ) dz = b; (2.23)
SR EI o EI liy1) lin *

D’ou ’équation des trois moments :

biMi—l + (Ci + CLZ‘_H)M,; + bi+1Mi+1 = 9;/ - 8; (224)

Cas particulier :
Si le terme EI est constant le long de la poutre, on a :

li l‘L li+1 li+1
6E1 %= 3Rl %+ = 3ET n=gpr (22)

d’ott la nouvelle forme de I’équation des trois moments :

LM;_1 + 2(lz + li+1)Mi + LMy = 6EI(9§’ - 9;) (2.26)

Remarque : Sozent Vil v et Vis1 les denwellatzons ( ou tassements)“
des appuis (t—1), ¢ et (i+1) par rapport a une lzgne de reference L’équa-
tion des trois moments peut etre reformulee en prenant en compte ces
demvellatzons comme suzt e ' ,

el (227)

s Vi—Vi—1

[ Mioy +2(5 + ZM)M + l,+1M,+1 — 6EI (o" 0+ v

e

L’expression du moment M (z) dans la travée i, avec = étant 'abscisse du
point par rapport a ’appui de gauche de la travée, est (voir figure 2.2) :

M(z) = mo, (z) + ms-1(z) Mi-1 + mi(z) M, (2.28)

- M(z) =mg,(z )+<1—l—) M;_ 1+<lz> M; (2.29)

1
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2.3 exercices

> Exercice 1 :

1. Calculer les moments des appuis du schéma de la figure (2.3).

2. Tracer le diagramme des moments fléchissants (DMF').

FIGURE 2.3 — Schéma de 'exercice 1

& Solution 1 :

1. En reprenant les équations (2.13) et (2.14) et en considérant les rota-
tions 6; dues aux charges appliquées aux poutres isostatiques associées,

on a:
Oio1 = 2'_1 —a;M;_1 — b M;
{ 0 = Gi+biMig+ oM (2:30)
Les rotations d’encastrement sont :
9() = eg-—alMo—blM]_ = 0
2.31
{92 = O+ bM + M, = 0 2.31)
Pour des travées qui vérifient EI = cte, on a (équation 2.12) :
L
s =2 == 2.32
a; =2b; =¢ SET (2.32)
6! — A My—==M; = 0
- 07" 3pr 07 3pI 1 233

avec {; =2l et o = 1.

2t );; T %
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2.3 exercices 23

En considérant le tableau des rotations des poutres (annexe A.2) et en
prenant le cas d’une poutre bi-appuyée simplement et chargée unifor-
mément sur toute sa longueur, on obtient :

o p(2l)? 8pl? pl®
0 24E1 24EI ~ 3EI 23)
, 2P pP
- — 2.
%2= 94B1 ~ 12EI (230
13 1 ! _
-5 { ‘léfﬁ - §§3—,Mo B T';@Ml = 0 (2.36)
1127_EI- + G—EfMl + ’:;EIMQ =0
2M0 + M1 = —pl2
->
{ 2M1 +4M2 = -—pl2 (237)
Dans la suite, on applique ’équation des trois moments pour le point
Al . :
LMy +2(ly + lo) My + 12 My = 6EI(6] —67) (2.38)
On a (tableau des rotations) :
2pl3 pl3
"
- = — 2.
% 24E1 12E1 (2:39)
, _ p(2)* _ pl®
= = = 2.40
%= %4ET T 3EI (2.40)
5> 2AMy+2(2+ )M +IM; =6EI [ — PP PN (g4
. Al 12EI  3EI '
» 1
-3 AMy + 61M; + M, = —5pz3 —2pl® (2.42)
= AM, + 12M; + 2M;y = —5pl® (2.43)
On a donc 3 équations & 3 inconnues :
2M0 + M1 = —pl2
2M; + 4M, = —pl? (2.44)
4M0 e 12M1 + 2M2 = —5pl2
aprés résolution du systéme, on obtient :
13 5 pl?
My =——pl®2 ; M;=——pl = e 2.4
0 A 1 18Pl et M, 9 (2.45)
AN.:onprendp=1letl=1
My=-036 ; M;=-028 et M;=-011 (2.46)
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9. Tracé du diagramme des moments fléchissants (DMF) :

On reprend Dexpression du moment dans (2.29) :

My(z) = mo(z)+(1—F) Mo+ M (travée 1)

(2.47)
MQ(:E) = moz(ﬂf) +1{1- i— M1 + %Mg (travée 2)
les valeurs de myg, () sur les 2 travées sont respectivement :
mo, (z) = plz — 22 et mo,(z) = plz — pz?.
Mi(z) = plz—2z%+ (1—2) (—8pl) + & (—5pP%) s
2 5
My(z) = plz—pz®+(1— z) (—%plz) £ (—Bé—
My(z) = —22%+ Zplz — 2pl° }
-3 2 4 36 9.
{ My(z) = —pz*+ zplx— Zpl? (249)
AN.: , ,
Miy(z) = —0.5z%+ 1.04z — 0.36 (2,50
My(z) = —2*°+1.17x—-0.28" n

-0.36

-0.28

7 0,062
0.594
A

14 2

- 1.04—0.181
FIGURE 2.4 — DMF - exercice 1

Les maximums des moments fléchissants sur les deux travées sont :
M{(a:) =0 = —z4+1.04=0 =2 z=104 (2.51)

1.17
Myz)=0 * —2+117=0 * z=——=059 (252)

on obtient donc :

My oy = Mi(1,04) = —0,5.1,04% +1,04.1,04 — 0,36 = 0,181 (2.53)

My oy = My(0,59) = —0,59% +1,17.0,59 — 0,28 = 0,062 (2.54)
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> Exercice 2 :

1. Calculer les moments des appuis du schéma de la figure (2.5),
2. Tracer le diagramme des moments fléchissants (DMF),

3. Tracer le diagramme des efforts tranchants (DET).

On considére que ET = cte.

P=gN Iy =6m

!
;L—ll =12m—F—2—], = 18 mr—j——lg = 9 m—

A

0 £11 2 <13

FIGURE 2.5 — Schéma de ’exercice 2

& Solution 2 :

1. Ona:
91-1 = 9,7_1 = _aiMi—l — biMi (255)
la rotation d’encastrement est donc : '
90 = 96’ - alMo — b1M1 =0 (256)
puisque EI = cte, on peut écrire :
L.
s =2bh =c; = —— 2.57
fy == 2h; = ¢ SE] (2.57)
Iy I
-> gy — My — M, = 2.58
o~ 3prMo~ gprh =0 (2.58)
ona: "
" q 1
0] = — 2.
g 24F1 (2-52)
ql:{’ l b
— — —My— —=M;, = 2.60
5451 ~ 351 ~gEr = 260
- ql3 +8My +4M; =0 (2.61)
'application de I'équation des trois moments aux points A; et Az nous
donne :

{ WMo+ 2(h + )My + LMy = BEI(@] — 6)) (2.62)

LMy + 20y + 13) My + 1sMs = 6EI(04 — 63)
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les rotations aux points A; et A, sont données par :

13 Pl
9/ — q 1 X " s _ l/ 2l 2.
=21 ¥ = sEnL 2) (22 = 1) (2.63)
!
g, = i GB-12 ¥ 0;=0 (2.64)

6E1l,

- 6EI<6EH 2 —1b)

> @h-l)— ) (265)
LMy +2(ls + U5) M, = BT (mz(zz 1'22))
LW My + 2(l1 + lg)Ml + LMy, = —lelz(lg — lé)
3
- (2 — 1) — % (2.66)
ZZMI + 2(l2 + lg)Mz = *‘ﬂlz(ﬁ - llz)
les équations (2.61) et (2.66) forment un systeme de 3 équations & 3
inconnues :
8Mo+4M; = —ql?
LMy +2(ly + )My + LMy, = —_P’zl -1
- 1Mo + 2(Iy + Ip) My + 12 M (la—15) s (267)
. .(212—1{2)——11
l/
LMy + 2(ly + 13) M, = -2 -1?
AN.:
8My + 4M; = ——0 8 T7e
12Mo + 60M; + 18Ms = & 6 12.30 — 2812 (2.68)
18M; + 54 M, = —88(182 - ¢?)
8My + 4M; = -115,2
-> 12M, + 60M; + 18M, = -—1065,6 (2.69)
- 18M; + 54 M, = —576
aprés résolution du systéme, on obtient les valeurs des moments :
My=—-7,1N.m <% M;=-14,6N.-m % M;=-58Nm (2.70)
2. Tracé du diagramme des moments fléchissants :
Les expressions des moments sur les travées sont données par :
Mi(z) = mo,(z)+(1—F) Mo+ M travée 1
My(z) = mo,(z)+ (1—F) M1+ LMy travée 2 (2.71)
Ms(z) = moy(a)+(1— ) Ma+EMs  travée 3
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les moments mq(z) sont :

( mo,(z) = Lz — iz’ travée 1
= 4.8z — 0.42% :
mo,(z) = 4z travée 2 (0 < z < 6) (2.72)
mo,(z) = 4z —6(z —6) travée 2 (6 <z < 18) '
= —2z+ 36
[ mo,(z) = 0 travée 3

Mi(z) = 4.8z—042%+ (1 - &) (-7.1) + {5(-14.6)

S ) Mo(z) = 4z+ (1- %) (-146)+H(-58) (0<z<6)
My(z) = 36—2z+ (1—£)(—14.6) + &(-5.8) (6 <z < 18)
Myfz) = (1-2)(-53)

(2.73)
Mi(z) = —0.4z*+4.175z—7.1
_ My(z) = 4.49z—14.6 (0<z<6)
I My(z) = —1.51zx+21.4 (6 <z <18) (2.74)
Ms(z) = 0.644z —5.8 '

déterminons la position du maximum pour la travée 1 :

Mi(z)=0 = —08z+4.175=0 (2.75)
-3 £=5.22m (2.76)
le moment maximal sur la travée 1 est :

My, = M(5.22) (2.77)
= —0,4.(5,22)% +4,175.5,22 - 17,1 (2.78)
= 3,79N.m (2.79)

le moment au niveau du point d’application de la charge P est :
M,(6) = 4,49.6 — 14,6 = 12,34 N.m (2.80)

Nous avons donc tous les éléments pour tracer le DMF. Ce diagramme
est présenté sur la figure (2.6) (premier schéma).

3. Nous savons que :

oM (z)
ox

on peut donc facilement trouver les formules des efforts tranchants de

la structure qui sont :

V= (2.81)

Vi(z) = —0.8z+4.175

Va(z) = 449 (0<z<6)

Vo(z) = —1.51 (6 <z <18) 2.82)
Vi(z) = 0.644
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—5.425
FIGURE 2.6 — DMF et DET - exercice 2

Le diagramme des efforts tranchants est présenté sur la deuxiéme partie
de la figure (2.6).

> Exercice 3 :

1. Calculer les moments des appuis du schéma de la figure (2.7),

2. Tracer le diagramme des moments fléchissants (DMF).

4t/m b=1m  p _ 94
¥
dly = 3m—wly = 3m—icl"

A As

FIGURE 2.7 — Schéma de ’exercice 3

& Solution 3 :

1. On a:
91'_1 = 9,11 - (I,illlﬁri~1 = bl.h/j? (283)

2

i A
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la rotation d’encastrement est donc :
90 = (9(,)’ = alMg — b1M1 =0 (284)

la rigidité de flexion étant constante EI = cte :

I
g =Ty = = 2.85
a YT (2.85)
[y L
> _ _ s 9.
b — 3p1M ~ g™ =0 .85)
a partir des tableaux des rotations (Annexe A.2), on a :
" pl? Pa '
= — — —a)(2l, — 2.BT
© = T24ET ~ 6EIL (h-a)2h—a) , (287)
pli3 Pla ll
2. -5— — 2l ——M ———M; =0 (2.88
(286) *~ 5057~ 5n, (1~ —a)~gpp Mo ggp M =0 (288)
3 P l
- Pél 1“(11 —a)(2h —a)+ LMo+ 5M =0 (289)
AN.: it e
=2 2226+ 4My+2M; =0 (2.90)
8 24
2> 4AMy+2M; = —50 (2.91)
On applique ’équation des trois moments aux appuis A; et Ay :
LMy +2(l + )M, + .My = 6EI(0] —6) (2.92)
LMy + 2([2 + l3)M2 +I3M; = 6E](0’2/ — 9/2) '
a partir des tableaux des rotations on a :
' pli” Pa 2 /
= I3 — 4+ 6/ =0 2.93
1= 5457 T om0 ) ! (293)
0,=0 4 6/=0 (2.94)
WMo +2(h + )My + bM; = 6EI (—5;
» ~oh (o >) (P)
LMy +2( + 13) My + 5Mz = 0
LMy + 20+ )My + bM, = —BL— Be(p
- _— (2.96)

Iy My + 2([2 + l3>lw2 +13M; = 0
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AN. :

AMy+14M; 4+ 3M, = 42 82(42_ 92)
- = —100 (2.97)

(2.91) et (2.97) forment un systéme de 3 équations & 3 inconnues :

4M0 + 2M1 = —50
4My + 14M; +3M, = —100 (2.98)
3M, +12M, = 6

sachant que M3 = —2t.m
Aprés résolution du systéme on trouve :

My = —1021N.m
M, = —458N.m (2.99)
M, = 164N.m

2. Diagramme des moments fléchissants :

~10.21.

i

FIGURE 2.8 — DMF de l'exercice 3

o
o
»
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A.2 Rotations des poutres

Nous présentons dans le tableau ci-bas les valeurs caractéristiques des ro-
tations des poutres avec différents types d’appuis et différentes dispositions
de sollicitations :

!%%%%%%%%%%%2@%%%%%
!%%%%%%%%%%%%%%%%%
POOLUUULULUULLLLLLLLLY
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Poutres isostatiques

Ba=— 12183EI' 0a=
. 1q -
08 = zipm » dp =

Ba=—

@Gt (912 _ p(2¢ + b) — 2¢7]
fp = sio=[—4lc® + (2c + b)?b 0g =

+(2¢c + b)(2¢* + 4la)]

Pr. M. RGUIG
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charge parabolique
v et i Ses |
A 9[? 65 Z?s A fa 0B ?
8q1+7g2) ml
4= 4 =
Op = s 05 = foar
e———a,*—i]—”)
o 7 \é‘___‘;/ I
A 04 4B B A 04 6B B
BA——ﬁgE—I(ZS—QaQI%—a?') OA—_GEI}J(Z’"“)(ZI—@)
0 = 24F‘T(l3 — 2d%1 1 a?) bp = ﬁPll(l2 %)

A~3__ - A~i_
A 64 63 B A 6a 6B B
HA————%SZ%T : 9A= QEI(l—a)
93 = 1_}6)—;77 93 = OF‘I(Z = CL)

raip, 05 , Zb—gp Py

~TEN
S~ ¥V =5 7
A 94 Loip A~ 6B B
04 = — L0 0n=—fp(l-a)2 -~
Pa(i-a)(1-2a) —eenl - )2 = b)
o0 == GEIL 5 0 = ﬂF‘Il( 2) + 'ﬁrl‘ﬁ(lz 2)
r(lalP ,.{iB c
Ay\L/ lt %
ALE Mg ==
b— ’PlB 04" 0B B
B -y .
93_615?1@2—“)“'5@172(12—52) 0B = g57
v
= rC B G4 Coy
BoA _>~7= AST3 T
7B ffrﬂ%fh
9A— 6EH(6al—3a — 202) f4=— EI(20A+CB)
g = 6F1'l(30’ =) Ip = ;5208 + Ca)
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g, !
a3
4}—*6‘4 0B
04 = 5:(2C4 — CB)
QB = g‘g—\(QCB = CA‘

—( )
AAQﬁ’ 5
Ny
04 = —57 (6al — 302 - 20%)
g = GER(&Z — 12)

{) é—b———%;
? ,@% 4,4T =2
“ s < A~
0. 4(:' %}’ 0A A~ C1 %\S
4= EIl (6al 252) 04 = 6EIl (6al 3a2 — 212)
~ g (601 - 3b2 2P) GEH i (6b] — 3b% — 212)
05 = — 0 (302 — ) + ;2 (30 — 1) | Op = Sy (302 — 1) + ;2 (3 — )

04 = 3 (20° — &%) — B2 (21 — )
O = 5iEm e (20 5‘%—”(21 b)*
0a= 360Ell(20l2 + 3a® — 15al) 04 = — 577 [10cl?(2¢ + 31 — 3b)
~15(1 = a)t + £[(1 — 0)* ~ (1= )]
05 = 787 (1012 — 3a?) 05 =04+ ;gﬁ(Zc + 31 — 3b)
— S + il - a)*— (- b))
éf_“—%l/Q
do (]O
Ab___A-T <
vA" 0B B A 9 rul T
0.4 = —srgomr (821 + 5300) 04 = 582> (200° — a®l — 400%)
+36OEH2 (31@2l + 10a 75&&2 e 2053)
05 = sraqmr (6801 + 3700) fp = s (31a% 4 100® + 100°)
4 (— 16071 + 20a® +201%)
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A.2 Rotations des poutres
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17¢13
04 =~ TasonT OA - 901311(512 3°)
— 3608T] (40l2 4+ 12a® — 45al)
41413
05 = Fas057 93 = B0BTI sz (5% — 3a%)
+%‘0F’Il (4012 + 12b> — 45bl)

0a = 360EIl o (200 + 3a® — 15al)
2
363?311(1“2 3b°)
0p = 360EII(1Ol2 3a )
+'%6(1)bEIl (2012 + 3b* — 15bl)
q1
1E e 94 = ~3ig1 ~ bapr
0 = s + d8ET ; 08 = 5057 + @ani
Lsk—C—4-b
C _l_.'e ‘ e §
Axo B
A"~ 4B
04 = —50p7a [100212(35 +2¢) — 15¢(l — a)* + 3(1 — a)® — 30°]
— 53 [2c12(2b + ¢) — (I — a)* + ']
fp =04+ ﬂgﬁ‘ [2lc (3b+2¢) — 4e(l — a)* + (I - a)* — b4l
+g [3el(2b+¢) — 2(1 — a)® + 2b°]
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Poutres hyperstatiques

04 = —zizm (6l2 — 8al + 3a%) fa= 48EII(4l 3a)

Jiee 1
s

64 = —S7 [(1 — a)(l — 3a)]

FRXYFXY XY FXY

4
Pr. M. RGUIG Cours : Calcul des structures A\ EHTP



