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Chapitre 1

Gênêralités et rappels

1.1 Rappel du théorème de CasrIGtIANo

L'énoncé du théorème de CasTIGLIANo est Ie suivant :

ie La projection du dêplacement du point d'application d'une
force sur la direction de cette force est égale à la dérivêe partielle
de l'énergie de déformation par rapport à cette force.

tc Le vecteur rotation du point d'application d'un couple quel-
conque, projeté sur l'axe de ce couple, est égal à la dérivée partielle,
par rapport au moment de ce couple, de l'ênergie de déformation.

II est traduit par les deux formules :

(1 1)

où [/ est 1'énergie de déformation du système étudié, ô est Ie déplacement

clu point d'application cle 1'efTort extêr'ieur P suivani la direction de P"

(1 2)

où É et la rotation du système suivant I'axe d'application du couple M.

L.2 Rappel du théorème de MÉNABRÉA

Le théorème de MÉNaBRÉA, appelé aussi Théorème du travail mini-
mum, est un cas particulier du théorème de CastIcLIANo, son énoncé est

Pr. \,1 RGIIIG C'ours ; []alcul des structures § onre

lau--1
I _ lt

laP-"1

lara-_.ll__ : /|
14.11-___l



1.3 Exercices

Ie suivant :

«- Les valeurs que prennent les réactions hyperstatiques cor-
respondant aux liaisons surabondantes, ou les efforts hypersta-
tiques correspondant aux barres surabondantes, rendent station-
naire l'ênergie interne"

Ce théorème est traduit par les deux formules suivantes :

ffiw-]
lr*:'l

hSrperstatiques inconnus
réactions hl,perst atiques

(1 3)

(1 1)

dans les barres sur-
inconnues au niveau

où les X, sont les efforts
abondantes et les Ë; sont les

des liaison-. surabondantes"

1.3 Exercices
.§ Exercice 1 :

I'rctlRn 1.1 - Schérna de 1'exercice 1

L Déterminer le degré d'hyperstaticitê du système
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1"3 Exercices

Résoudre Ie système en déterrninant les réa,ctions d'appuis

Tracer le DN'IF (Diagramrne des Nlornents Fléchissants)

e Solution 1 :

1. Les inconnues du système sont : IIn" \is, Mla, Hc, Vs"

Les équations d'équilibre sont :

( L,p, : 0

{ »ri : o

I t.r1,, : o

On a donc 3 équations à 5 inconnues, d'ot\ le s.vstème est h1'perstatique

de degré 2.

2. Soient Hç et V6 les inconnues hyperstatiques du problème.

En appliquant ]e principe de superpositipn, on obtient Lrois s.vstèmes

isostatiques comme schématisé sur la figure (1.2).

8x Ov

F'tc;uRn 1.2 - Décomposition des efTot'ts et DNIF correspondants

En négligeant l'efÏet de l'effort normal par rapport au rnornent fléchis-

san1,, i'ênergie potentielle de défbrmation rlu svstème s'ér:rit :

2.

3.

(1 5)

-3{)

=u
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1.3 Exercices

En appliquant le théorème de MÉNaeRÉA, avec EI : cte, on obtient :

(1 8)

f \t2
ff I elr" I 2Er"*

/ t.tt' + X.\l' -Y )[")2 À^
I 2Er

Remarque : Po'ur un systèm,e hyperstati,rlue. de degré 3,

inconnues hy'perstatiques sont X, Y et Z, le système des

canonirlues s'écrit sous la forme :

(1 6)

(1 7)

+ {Ï^(lt"+xLt'*\'Lt")lI'dr : o

I lir" + x ÿt' \'M")t[" d,r : o (1'9)

+ { { 1")l'2dr+) J'-1/'-l1".dr : -/.\1"-\1',d,r r1.10)' I x[.\l'.\l"dr-Y.[ \t":dr: -l-\l'-\t"d-r \1'f,\//

Le système (1.10) représente les équaiions canoniques de la méthode
des forces.

Ce système peut être écrit sous la forrne symboliclue suiva,nte ;

{#:01ài' 
^Lav- u

I 6rrx - 6nY : -drp
I olX - ôrr\' - -ôzp\ '.

[ ôr,-f - ôpY -f ôsZ : -ôrp
1 ortX + ô22Y + 6.à2 : -ôrp
[ ôrrX - ô32Y * ôzsZ : -d:p

u, -- .[ 
M'2,Jr: (] -,

(1.11)

dont les

éçluatr,ons

(1 12)

Le système (1.11) est un systèrne de 2 équations à 2 inconnues qu'on
peut résoudre en calculant les intégrales, puisqu'on a les équations de

,l,1(r), ou en utilisant les intégrales de NIoHn (méthode graphique).

Calcuions les termes du svstème en utilisant les diagrammes de la fi-
gure (1"2):

.4: 27.33 (1 13)
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1.3 Exercices

6tz:6zt: f »r',u"a,

f m"'a*:
45

:(l*,-rl) +:-,4

(] ,-r, ,-r)) + (-B) (*:r) 4

: f ,,. r,,dr: (] t-ro;.n) ,:

(1.14)

i_
l)))

:

6rp -240

(1.15)

( 1.16)

6zp : f ru"u"a,

: (| t-rol t2 (-3) - ,, t)) 1,5 + ((--s0) (-3))'4

: 416.25

Le sr-srème devient :

{ zt.z:tx - 24Y
| --2tx + 15)'\

(1 " 17)

240

-416.25
(1"18)

(1.1e)
( Y lll1+ 1:: L' ly: -8i25r

En utilisant les équations d'écluilibre statique (forrnules l.5) et les sché-

mas de la figure (1.2), on perit donc conclure 1es valeut's des efforts à

l'encastrement A :

(H^:x
i rr, : 2o+Y
|. ,r, : -(-30-x.r-]'.(-3))

( H^ : 2"lLt
J t' i\ r.r ,1.875/
I n,( -rl; : -2 81'ô I tn

(1.20)

(1.21)

3. trn réalisant la superposition des diagrammes élénrentaires des moments
flêchissants de la figure {'1.2) et en remplaçanb les valeurs de X et ÿ,
on obticnt lc DNIF final du système (voir figurc 1.3)

Dans la figure (1.,1), nous présentons le DNIF du svstèmc sltr un axe

continu.
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1.3 Exercices

12.19

2.815 /.rr

FIcunp 1.3 - R.éactions d'appuis et DMF

Ftcunp 1.1 - DN,IF sur un axe continu

.+ Exercice 2 :

Caicr.rler les réactions et les rnoments d'encastrement du systeme présenté

clans la figure (1.5).

e Solution 2 :

Les inconnues du système sont: Ht,Vs, N[a, Hs. -ys et .4,/6. Soit rrn
nombre d'inconnues de 6"

12" 19

-i:.(i25
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1.3 Exercices I

F-Icunn 1.5 - Schéma de I'exercice 2

Puisqu'on a 3 équations d'équilibre, le système est donc tryperstatique de

degré 3.

Soient H,q, Vt et ,11.a les inconnues hyperstatiques dr-r problème.

I)écomposon-s ie système en 4 systèmes isostaticlues simples comlne présenté

dans la figure (1.6).

f§)
1 a--'. -l_) \ ",

D, \-/' ^
_rt

C,'

ffi;Y
.t i)t

..-1 \:l
1

FtctlRB 1.6 - t)écornpositioii des eflorts et DNIF correspottdaitts

Le théorème d'énergie potentielle de déformation s'écrit :

(r _ I 
- 

o,: f (\/, - x.r1, *)L: t)!t 6, tt D)" J 2Er"- J 2Et
Err appliquant le théorèrne de NIÉN,reRÉl, avec El : cte, an obtient :

( 1 .23)
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1.3 Exercices

(1.26)

Calculons les terrrres ciu s.ystèrne en utilisarit 1es diagralr]lrles cie la fi-
gure (1.6) (utiliser 1es intégrales de N,'IoriR pâr'exemple) :

10

( f (ntn+ xt'h+Yt'[2* ztu\)t\'t1dr : o

+ (.ift',f.+XM+Y,\,tr*ZLfi)NI2dr:0 (1"24)

l. .It,ul. + xÀÂ +Y M2* zvfi)tfidr : o

( X j ilfidr +Y I l,tùI2dr*Z I l,tr],trdr : -[ lloùrrd:r
+ { x J' lltJt2dr +Y I M} dr + Z I N'tzl,Itdr : - J' l,[ovrdr

I x.t-11rÀ13dr-FY "[ 
lltrttrdr*ZIl,I§dr : -!ù'[oùIrclr

(1.25)

Le s-vstème (1.2ô) représente les éqlLations «:anoniques de la méthode cles

forces.

Cle s),'stèrne peut être écrit sous la forme slrmboliqr-re suivante :

( àrtX - ô,rY - ùtjz : drp
I "( àr,X - ôz,Y - ôr3Z : -6zp
I ô,;,-Y - ôszY : ôsZ : -ôsp

ur, : / tll dr :'r.L.t.t + t.L.(z.i) : +
6 tz : 6r, : I urrt, a, - !U.t "tzt) .ç21) : 2f

ôrs: ôer : I urttrar:|.1"r./ r- L.t"(21):+

u,, : I x,rl dr: ] {r,l et) (2t): T
dz: : ô:z : I ntrrtro, : 

L"Qt).7"(2t) 
: 2t2

.§ - [,,2,=r: .l ,V;dr:1.1./+1.1.(21) :31

drp: [ .rnsrrdr:lçpt).t.t: *+
.l

ciz,, : 
.[ 

rrourra,: 
ul"i*r 

t).(2.(2r) + L1 t - -#

ô-ep: Irrorro,:*ePi).1.1 
: +

(1.27)

(1"28)

(1.2e)

(1.30)

(1.3 1)

(1"32)

(i,33)

(1.34)

(1.35)
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1.3 Exercices 11

Le système devierit :

PI
2

5Pl
ô

Pl
2

D

4

th
Pl,

L2

(1 7).

(4x+2tY+
| ùx+*Y+
I ix +2ty +

(x:
â {}:-lz:

Nous présentons ces eiTorts clans la,

5ry
2u
2Z
ôL

Hs
Vt
Mn

figure

(1 36)

(1 37)

P

FrcunB 1.7 - Présentzrtion des inconnues iiyperstaticlues

.+ Exercice 3 :

FIcuns 1.8 Schêma de l'exercice 3

Calculer les rrrornents aux rrtpuds rlu sl"ste-\ure présenté ilans la frgure (i.8).
On prend EI : l.

e Solution 3 :

I
.1

llrr
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1.3 Exercices

On a 5 inconnites, donc le système est hyperstatique de degré 2.

Soient les rêactions d'appuis Vt et \ra ies inconnues hlrperstatiques du pro-

b1ème.

+ Pre*r!yJ!!!91!poliÿio! . (frgure 1.9)

Dans cette preniière décomposition, le systèrne est équiralent à 4 systèmes

isostatiques (voir figr,rre 1.9).

!v

-+,:\ "Ilt

L2

iÀ

ûrf*

-4() Àr.rrt

-.i,\.///

Ë,\

-3 ,\.rl

F'tcuRB 1.9 - Premiêre décornposition des efforts c1e I'exercice 3

trn appliquant le théorèrne de NdÉNaeRÉ-q, on obtient Ie svstème des

équations canoniques qui a la forme :

(1.38)

Calcu.ions les termes du système :

n)
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l-.3 Exercices 13

r'\t7 -1, e\i"r,,1 1il:zo.; 
11"39)U,': 

.l ù0, :5.{-3).(-:i) 3, + (-3) (-3) 8: n
avec j est dû à l'inertie 21 de la barre horizontale.

drz : ôzr : [ #dr: (-3).(-3).4:36 (1.40)

ôor: t )!ia, - I ,,-?) /-:i\:r 1-,-?\ /-?, r: 81

.t Ll 
: T'\-Ô/ t-r/ Ù, r(-3)'(-3)'4: 7 : l05 (1'll)

. t.110,-i1r, 1 1

uro:.1 Ë0,:, (--10) (-3t l+i(-s) (-i0- l0)'4:360 (1'4'2)

,rrn : t !!*a,: ].1-s).(-i6)'8: 128 (1'43)
JEI'ô

u*: | ryd, : i (-3) (-10 - 40) 4 : 3oo (1 ,14)

ôt,: t $;ar:1 (_-3) (-16).8 - 1 t-r; (-l) r: rlJ (1.r5)Le 
J EI 3' 3

Le sy'stème (1.38) devient alor-" :

f ryx + 36Y : -las
\:ox-'jv : -Jt2

(1 46)

(1 47)
( x : -2.,37+ {.;t y : --7.7J

+ I)eurr,Ùme décomposi,ti,on : (flgure 1.10)

I)ans cette cleuxième décomposition, le système est êquivalent à 5 sys-

tèrnes isostatiques (voir figure 1"10).

L'enchaînement des calculs est le même. Seuls les termes d1,r et d2q qui

changent :

ô1n,, -F rl1q,

[ )[ur,\[, 
,1., _ / ]{qn,lr, 

0.,
"l EI I Er
lil
= f-s).(-lt.-t-= 1 3).(-l).1- : (-3) ( 12- {r.l
a .) t,
)rlL

128 (1"48)

,\, :

:

:
:
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1"3 Exercices L4

') \-
-a) * \ .

,w,

-i -\.r

-12 ù "rrt

!'tçttnn 1.10 - Deuxièmc décompositjon dcs efforts c1c l'exercicc 3

ùz,t : lzsrr,\zq,

: [ -\run,.\[/ *L _ / -r1or,]/, d,I Er .l Er

: 1tB) (--1) ++lr-s).(-12-4)4
') r,
,, L

lr')

Le s1,'stème des équa,tions canoniques devient 1e même.

Sur la figure (1.11), nous pr:ésentons le D\IIi du svstème"

(1.4e)
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1.3 Exercices 15

8.22 J.rir

:?24
23.22 À "nr

-5.78 'tT 
"1:1 B

FtcuRB 1"11 - D\,11,' r]u système
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Annexe A

Complêments du cours

4.1 Intégrales de Mosn
Les r,-aleurs pararnêtriques des intêgrales de \'IoHR, qui ont la iorme de

i'équation (A.1), sont données dans le tableau (A.l) :

. rl,
r:+ | :tçr1*(.r)ct.r.

L Jo
(A.1)

'K€BJ**)
**)
**)
**)
**)
**)
**)
tktB)
*.*)

'K?BJ**)
**,
**)
**)
**)
**)
D) D) D)
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A.1 Intêgrales de Mosn 1,L2

I : I f"' \,t (r)m(r) dr

\u(-r)
\{(x) \

(:
AC To, !c(a + b)

(-,1!

L, ïs#=- Io, \a,r:
f) lc(.2a + b)

,"r

-.,---t 
' 

" 

$ ào, ào" lc(a + 2b)

;a(c+ d) la(c + 2d) *(zo, + zbd 1- bc + ad)

?o, lo, jc(o + b)

?ru" 5

r2ac Sc(3a + 5ô)

?oc
J io, $c(5a + 3ô)

"t't|r.
n!l) 1

***.ffi,,.fr
*ac lo, $c(a + 3b)

To, ,tro' $c$a + b)

T"q.els A"1 - Vaieurs des intégrales de \'lonn
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