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Chapitre 1

Généralités et rappels

1.1 Rappel du théoréme de CASTIGLIANO

L’énoncé du théoréme de CASTIGLIANO est le suivant :

@ La projection du déplacement du point d’application d’une
force sur la direction de cette force est égale & la dérivée partielle
de I’énergie de déformation par rapport a cette force.

@ Le vecteur rotation du point d’application d’un couple quel-
conque, projeté sur I’axe de ce couple, est égal a la dérivée partielle,
par rapport au moment de ce couple, de ’énergie de déformation.

Il est traduit par les deux formules :

ou
— =9 1.1

9P (2
ol U est 'énergie de déformation du systéme étudié,  est le déplacement

du point d’application de l'effort extérieur P suivant la direction de P.

ou _
oM

ou f et la rotation du systéme suivant 'axe d’application du couple M.

(1.2)

1.2 Rappel du théoréme de MENABREA

Le théoréme de MENABREA, appelé aussi Théoréme du travail mini-
muimn, est un cas particulier du théoréme de CASTIGLIANO, son énoncé est
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1.3 Exercices 4

le suivant :

@ Les valeurs que prennent les réactions hyperstatiques cor-
respondant aux liaisons surabondantes, ou les efforts hypersta-
tiques correspondant aux barres surabondantes, rendent station-
naire 1’énergie interne.

Ce théoréme est traduit par les deux formules suivantes :

oU \
5% =" (1.3)
U

_ 1.4
5 =0 (1.4)

ot les X, sont les efforts hyperstatiques inconnus dans les barres sur-
abondantes et les R; sont les réactions hyperstatiques inconnues au niveau
des liaisons surabondantes.

1.3 Exercices

¢ Exercice 1 :

< 3m

idm

A

7777

FIGURE 1.1 — Schéma de 'exercice 1

1. Déterminer le degré d’hyperstaticité du systéeme
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1.3 Exercices 5

2. Résoudre le systéme en déterminant les réactions d’appuis

3. Tracer le DMF (Diagramme des Moments Fléchissants)
& Solution 1 :

1. Les inconnues du systéme sont : Ha, Va, M4, He, Ve
Les équations d’équilibre sont :

SSFy = 0
S F = 0 (1.5)
Z‘/prt = O

On a donc 3 équations & 5 inconnues, d’ou le systéme est hyperstatique
de degré 2.

2. Soient He et Vg les inconnues hyperstatiques du probléme.
En appliquant le principe de superposition, on obtient trois systémes
isostatiques comme schématisé sur la figure (1.2).

FIGURE 1.2 — Décomposition des efforts et DMF correspondants

En négligeant 1'effet de 'effort normal par rapport au moment fléchis-
sant, ’énergie potentielle de déformation du systéme s’écrit :
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1.3 Exercices 6

M2

U = ;ﬁ dz (1.6)
_ [ XM Y MY

- 2ET o

(1.7)

En appliquant le théoréme de MENABREA, avec EI = cte, on obtient :

U —
(& -0 0
Y
- 'f(AM°+XM’+YM”)M’dx =="4) (1.9)
JMe+ XM +YM")M"dz = 0 '
- XfM’Qd:r+YfM"J[”dx = — [M°Mdz (1.10)
XfM’M”d:v—FYfM”2 dr = —-fA/["]V[”d:v "

Le systéme (1.10) représente les équations canoniques de la méthode
des forces.
Ce systéme peut étre écrit sous la forme symbolique suivante :

{(511X+512Y - _51p

R - 1.11
0n X +022Y = —02p ( )

Remarque : Pour un systéme hyperstatique de degré 3, dont les
inconnues hyperstatiques sont X, Y et Z, le systéme des équations
canoniques s’écrit sous la forme :

duX +01Y +013Z = —d1p
(SQIX + (522Y -+ 5232 = “‘“62P (112)
531X + 532Y -+ 5332 = —-‘(53p

Le systéme (1.11) est un systéme de 2 équations a 2 inconnues qu’on
peut résoudre en calculant les intégrales, puisqu’on a les équations de
M (z), ou en utilisant les intégrales de MOHR (méthode graphique).

Calculons les termes du systéme en utilisant les diagrammes de la fi-
gure (1.2) :

611 = /M’2 dz = <%‘4.4> A= 2133 (1.13)
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1.3 Exercices 7

S1p = Gyt = /M’JV " dz = (%4.(-3)) 4=—24 (1.14)
Sy = /JLI”Z dr = (%.(—3)(—3)) 3+ (—3).(=3).4
— 45 (1.15)
fip = /M"M/ = (—;.(-_30).4> 4=-20  (116)

dop = ‘/\/\/[OIMINC].ZU

= <é,(—30),(2.(~3) - 1,5)) 1,5+ ((—30).(=3))-4

= 416.25 (1.17)

Le systéme devient :

21.33X — 24Y = 240 (1.18)

—24X +45Y = —416.25 "
R 211t

2 {Y 2 =8.125¢ (1.19)

En utilisant les équations d’équilibre statique (formules 1.5) et les sché-
mas de la figure (1.2), on peut donc conclure les valeurs des efforts a
I’encastrement A :

Hy = X
Vi = 20+Y (1.20)
My = —(=30+X4+Y.(-3))
Hy = 211t
Vi = 11.875¢ (1.21)
My = —2815t.m

3. Enreéalisant la superposition des diagrammes élémentaires des moments
fléchissants de la figure (1.2) et en remplacant les valeurs de X et Y,
on obtient le DMF final du systéme (voir figure 1.3).

Dans la figure (1.4), nous présentons le DMF du systéme sur un axe
continu.
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1.3 Exercices 8

[N)

0t
s l C 211t B,,f; 5.6

8.125¢ -5.625

77 N2.8151.m __
2.1 'H”f’ﬂ 2.815
11.875¢

FIGURE 1.3 — Réactions d’appuis et DMF

FIGURE 1.4 — DMF sur un axe continu

¢ Exercice 2 :

Calculer les réactions et les moments d’encastrement du systéme présenté
dans la figure (1.5).

& Solution 2 :

Les inconnues du systéme sont : Ha, Va4, Ma, Hg, Vg et Mp. Soit un
nombre d’inconnues de 6.
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1.3 Exercices 9

Iy
c 4 5
e ——
/
1777

FIGURE 1.5 — Schéma de 'exercice 2

Puisqu’on a 3 équations d’équilibre, le systéme est donc hyperstatique de
degré 3.

Soient H4, V4 et M4 les inconnues hyperstatiques du probléme.
Décomposons le systéme en 4 systémes isostatiques simples comme présenté
dans la figure (1.6).

N I—

FIGURE 1.6 — Décomposition des efforts et DMF correspondants

Le théoréme d’énergie potentielle de déformation s’écrit :

M? (/V[Q + XM, +Y M, + 21\43‘)2
= | —dz= ; .22
U= | gg7 3@ / 9EI de (122)
En appliquant le théoréme de MENABREA, avec EJ = cte, on obtient :
aU
U —
o (1.23)
A
o2
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1.3 Exercices

10

[(Mo+ XM, +Y My + ZM3)Msdz = 0
X [M2dz+Y [MiMsdz + Z [ MiMsdz = — [ MoMdx
2 { X[MMdc+Y [Mdz+2Z [ MoMsdz = — [ MoM,dz
X [MMsdz +Y [MyMsdz + Z [ Mide = — [ MyMsda
(1.25)

Le systéme (1.25) représente les équations canoniques de la méthode des

forces.
Ce systéme peut étre écrit sous la forme symbolique suivante :

X +61Y +613Z2 = —o1p
521X =+ 522Y ot 523Z = —52]3
531X + 532Y + (533Z = -—63]3

(1.26)

Calculons les termes du systéme en utilisant les diagrammes de la fi-

gure (1.6) (utiliser les intégrales de MOHR par exemple) :

1 P
81 = /_]\/_[12 dr = glll -+ ll<2’7> = 73—

012 = 01 = /1\/[1M2 dr = =.1.(20).(21) = 2

[N

. 1 51

) 1 81°

093 = 030 = / MyMsdz = %"(QZ).L(QZ) =2

S35 = /M§ dz = 1.1.0 + 1.1.(20) = 31

- 1 P

Sip = /MOM1 dz = 5.(~ Pl ==
. 1 . —5P[3
Sop = /MOM2 dz = =.(~P1).(2.20) + 1)1 = 56

- 1 — PJ?

ng = /]\/foﬂfg CLE = fé("Pl)ll = 2

(1.27)

(1.28)
(1.29)
(1.30)
(1.31)
(1.32)
(1.33)
(1.34)

(1.35)
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1.3 Exercices 11

Le systéme devient :
AX+ar+3z = £
2AX +3Y +2Z T (1.36)
X +2ay+32 = §

Il

X = Hy = f
- Vo= Vi =I5 (1.37)
7 = My = L

Nous présentons ces efforts dans la figure (1.7).

P
b

[

F)
4N
7P

1

FIGURE 1.7 — Présentation des inconnues hyperstatiques

> Fixercice 3 :

FIGURE 1.8 — Schéma de l'exercice 3

Calculer les moments aux neeuds du systéme présenté dans la figure (1.8).

On prend ET = 1.

& Solution 3 :
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1.3 Exercices 12

On a 5 inconnues, donc le systéme est hyperstatique de degré 2.
Soient les réactions d’appuis V4 et Vp les inconnues hyperstatiques du pro-
bléme.

= Premiére décomposition : (figure 1.9)

Dans cette premiére décomposition, le systéme est équivalent & 4 systémes
isostatiques (voir figure 1.9).

O

FIGURE 1.9 — Premiére décomposition des efforts de I'exercice 3

En appliquant le théoréme de MENABREA, on obtient le systéme des
équations canoniques qui a la forme :

01X +012Y = —0d1p — 014
- — 1.38
{ OQIX -+ 522Y = —ng — OQq ( )

Calculons les termes du systéme :
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1.3 Exercices 13

= %f A = %.(—3).(—3).3% b (—3)(=3)8 =" _765 (1.39)
avec % est di & I'inertie 2/ de la barre horizontale.

b1o = 091 = / Méjy? dz = (—3).(-3).4 =36 (1.40)

5y = % dn = %.(-—3),(—3)(3;% F(-8).(-B)4=0 =405  (141)

b1p = / M%’yl dz = %((—-10).(»—3)‘4 + %.(—3)5(—10 —~40).4 =360 (1.42)

oy = /M—?E‘??—ﬁ o %.(—3).(—16).8 _ 128 (1.43)

@,:/%dzz %.(-3).(-10—40)4:300 (1.44)

A Mo, M. 1 1
82 :/—%——zdx = 3(=3).(-16).8 - 2.(-3).(-4H4 =112 (145)

Le systéeme (1.38) devient alors :

18X 436 = —488
2
{36X+ gy = —412 (1.46)
X = —2737
2 {Y —n (1.47)

= Deuzieme décomposition : (figure 1.10)

Dans cette deuxiéme décomposition, le systéme est équivalent a 5 sys-
témes isostatiques (voir figure 1.10).

L’enchainement des calculs est le méme. Seuls les termes ;4 et dyq qui
changent :

(Slq = 616]1 +51Q2
_ /_MoqlMl ot / Mog, My

ol Bl
- % (-3).(-4>.4 + %.(ﬁg)w(_4).4 + %(-3).(42 )4
— 128 (1.48)
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1.3 Exercices 14
2.5 N—»
5\
—10 Nom,
—12N.m” @
FIGURE 1.10 — Deuxiéme décomposition des efforts de 'exercice 3
52@ 62(11 + 52(12
.Z\J()(I1 M, Moy, Mo
—=d —
/ BT T / EI
1 1 v
g.(~3).(—4),4 -+ 5.(—3).(—12 -4)4
112 (1.49)

Le systéme des équations canoniques devient le méme.

Sur la figure (1.11), nous présentons le DMF du systéme.
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Annexe A

Compléments du cours

A.1 Intégrales de MOHR

Les valeurs paramétriques des intégrales de MOHR, qui ont la forme de
I'équation (A.1), sont données dans le tableau (A.1) :

= z/o M(z)m(z)dx (A.1)

9 % % o % % % % % % % X X % % % % %
IRRRRBRRBRRRRBBBBRHHHDH
TOLOLOLLOLOLLLLLOLLLLY
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A.1 Intégrales de MOHR 112

Lac tac sc(2a+b)

sac ac sc(a +2b)
la(c+d ia(c+2d 1(2ac + 2bd + bc + ad)
2 6 6

Zac sac sc(a+b)

2ac Zac +c(3a + 5b)

2ac ac c(5a + 3b)

sac zac Sc(a+ 3b)

sac Lac =c(3a+b)

TABLE A.1 — Valeurs des intégrales de MOHR
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