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Réseaux

Formalisation mathématique du concept de réseaux

Réseaux

Graphe
Un graphe orienté G = (N, A) est constitué d’'un ensemble N de noeuds et
d’un ensemble A de paires de noeuds distincts, appelées arcs.

Aréte
Une aréte est un arc dont on ignore I'orientation.

Graphe non connexe

Chaine
Une suite consécutive d’arétes est appelée une chaine.

Chemin
Une suite consécutive d’arcs est appelée un chemin.

Graphe connexe
Un graphe G = (N, A) est connexe si, quelque soiti,j € N, il existe une
chainedei aj.

Graphe fortement connexe

Un graphe G = (N, A) est fortement connexe si, quelque soiti,j € N, il
existe un chemin dei a j.

Graphe connexe mais pas fortement
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Graphe fortement connexe Réseaux

Cycle
Une chaine dont les deux sommets extrémités sont identiques est un cycle.

1 6 o e

Circuit
Un chemin dont les deux sommets extrémités ne sont pas identiques est un circuit.

: 030
Réseaux Réseaux
Forét Arbre
Un graphe sans cycle est appelé une forét. Un graphe connexe sans cycle est appelé un arbre.
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Réseaux

e On supposera qu'’il existe au plus un seul arc reliant deux
noeuds dans une méme direction.

o Dans ce cours, un graphe est un graphe orienté.

Réseau
Un réseau est un graphe, pour lequel des valeurs numériques ont été asso-
ciées aux noeuds et/ou aux arcs.

e Longueur d’une route.

e Capacité d'un tuyau.

o Nombre de personnes habitants en un endroit.
o Flot de véhicules empruntant une autoroute.

e etc.

Flots

Flots

o Notations:

e Noeuds : i etj.

o Arc: (7).

e Flotsurlarc (i, j) : xy;.

e Siz;; <0, leflot va a contre sens.
o Vecteur de flots:

{z;; tel que (i,j) € A}.

o Divergence : bilan des flots en un noeud 7

Yi = Z Tij — Z Lji, Vi € N.

Jli,5)eA JlGieA

Flots




Flots Flots

e On a toujours

Zyi =0.

i€EN

e Siy; =0, Vi e N, onditque le vecteur de flots est une

circulation.
e Sources : y; > ()
o Puits:y; <0
Flots : exemple de circulation Probleme de transbordement

o Une entreprise doit transporter ses produits de ses usines
(lieux de production) vers ses clients.

o Elle désire minimiser ses co(ts.

o Elle doit se plier aux contraintes de capacité du systeme de
transport.

o Elle peut éventuellement transborder les marchandises en tout
noeud du réseau.




Probléme de transbordement Probléme de transbordement

e Trouver un vecteur de flots : Données
e qui minimise une fonction de codt (linéaire),
e qui produise un vecteur de divergence donné,
e qui vérifie les contraintes de capacité.

e a;; : colt unitaire de transport sur l'arc (i, j),
e b;; : flot minimum sur l'arc (i, j) (souvent 0),
e ¢;; : capacité de l'arc (4, ),
e s; : divergences désirées.
e Sis; >0 alors s; est I'offre en 4, c.-a-d. ce qui est produit
par l'usine située en i.
e Sis; <0 alors s; estla demande en i, c.-a-d. ce qui est
commandé par le client situé en i.

Probléme de transbordement Probléeme de transbordement
in Z - o |l s’agit un probleme d optlmlsatlorl linéaire. .
T iea o |l peut donc étre résolu par I'algorithme du simplexe.

sous contraintes o |l généralise de nombreux problémes dans les réseaux.

> omi— Y wi=s ViEN offre/demande

Jl(i.g)eA Jl(G)eA

bij < wi; < ¢ij v(i,j) € A capacités



Le plus court chemin

o Le probléme du plus court chemin consiste a déterminer le
chemin de co(t minimum reliant un noeud a a un noeud b.

e On peut le voir comme un probléme de transbordement.
o |dée: on envoie une seule unité de flot de a a b.

Affectation

Je possede 4 chefs d'oeuvre que je désire vendre

o

Renoir

Monet Thaythay

Le plus court chemin

Données

e a;; : longueur de l'arc (i, j),
e b;;: 0,
® Cij ! 1,
® 5.
e Origine : s, = 1.
e Destination : s, = —1.
e Autres noeuds : s; =0, sii#aeti#b.

Affectation

Jai contacté quatre acheteurs qui ont fait des offres (en kCHF)
| Van Gogh Renoir Monet  ThayThay

Christie’s 8000 11000 — —
Drouot 9000 13000 12000 —
COOP 9000 — 11000 0.01

Metropolitan — 14000 12000 —



Affectation

Je désire vendre exactement une peinture a chaque acheteur.

Quelle peinture dois je vendre a quel acheteur pour gagner un
maximum ?

On peut le voir comme un probléme de transbordement.
Représentation en réseau.

Affectation

Données

a;; - valeur de l'offre, changée de signe,
bi; 1 0,
cij o 1.
sit
e Noeud : “oeuvre” : s; = 1.
e Noeud j “acheteur” : s; = —1.

Affectation
Van Gogh Christies
Renoir Drouot
Monet COOP
ThayThay Metro

Flot maximal

o Une société pétroliere désire envoyer un maximum de pétrole
via un réseau de pipelines entre un lieu a et un lieu b.

e Combien de litres par heure pourra-t-elle faire passer par le
réseau ?

e Les capacités des pipelines (en kilolitres/heure) sont indiquées
sur les arcs.



Flot maximal

Flot maximal

Cha = +00, Apg = —1

Flot maximal

e On peut le voir comme un probléme de transbordement.
o |l faut ajouter un arc artificiel.

o |dée : chaque unité de flot qui a réussi a passer a travers le
réseau est ramenée artificiellement a a, en rapportant des
bénéfices (colt négatif).

Flot maximal

Données
.o 0  pour les arc réels
Y —1 pour larc artificiel
° bij : 0,
e c;; . capacités,

e 5; = 0 Vi: on désire une circulation.



Probléme de transport

Une société électrique posséde trois générateurs pour fournir 4
villes en électricité.

Les générateurs produisent resp. 35, 50 et 40 GWh.
Les villes consomment resp. 45, 20, 30 et 30 GWh.

Les colts de transport d'un GWh d’'un générateur a une ville
sont repris dans le tableau suivant.

Vile1 Ville2 Ville3 Ville4

Gén. 1 8 6 10 9
Gén. 2 9 12 13 7
Gén. 3 14 9 16 5

Comment approvisionner les villes a moindre co(t ?

Probléme de transport

Données

a;; © prix entre générateur i et ville j,
sz . 0,
Cij 100,

s;. offre et demande

|} capacité de production  sii = générateur
7] —demande sii = ville

Probléme de transport

O Ville 4

Gén. 10

8 A@
Ville 1

Résumé

Le probleme de transbordement généralise beaucoup de
problémes dans les réseaux.

Il s’agit d’un probleme d’optimisation linéaire.
Lalgorithme du simplexe peut étre utilisé.

Dans de nombreux cas, il est possible d’exploiter mieux la
structure du probléme afin d’obtenir un algorithme plus efficace.

Exemple : probléme du plus court chemin.



Algorithme du plus court chemin

Le plus court chemin

Probleme :

Soit un réseau G = (N, A).
Un colit a;; est associé a chaque arc (i, ) € A:
o distance,
o temps de trajet,
e etc.
Soit un nceud appelé origine. Par convention, ce sera le noeud
0.

Nous cherchons le chemin de co(t minimum reliant le nceud o
a n’importe quel autre noeud du réseau.

Le plus court chemin

e Le probleme du plus court chemin consiste a déterminer le
chemin de colt minimum reliant un nceud a a un nceud b.

e On peut le voir comme un probléme de transbordement.

e Cependant, il est plus efficace d'utiliser des algorithmes
spécialisés.

Le plus court chemin




Le plus court chemin Le plus court chemin

o La solution n’est pas nécessairement unique.

o La solution est un arbre.

Note : chaque noeud dans l'arbre a exactement un prédécesseur.

Idée générale de I’algorithme Conditions d’optimalité
e Parcours systématique du réseau a partir de l'origine. e Soientd; € R, i € N tels que
o A chaque noeud visité, une étiquette est associée. d; <d; +ay; V(,5) € A.
o Cette étiquette est potentiellement mise a jour a chaque visite
du nceud.  Soit P un chemin entre I'origine o et un nceud /.

o Si
dj =d; + ai; V(i,j) € P,

alors P est un plus court chemin entre o et 4.



Conditions d’optimalité Conditions d’optimalité

Preuve: e Soit @ un chemin quelconque entre o et .
e P est composé d’arcs e () est composé d’arcs
(0,1), (i1, 82), .- ., (k. €) (0.71), (41, 42)s - - (Gns €)
e Longueur de P: e Longueur de Q:
L(P) = aoi, + aiyiy + - + @i L(Q) = o)y +ajyj + -+ + a0
o Comme a;; = d; — d;, o Comme a;; > d; —d;,
L(P) = (diy —do) + (diy —dsy) + -+ (d¢ — d;,) = dp — do. L(Q) > (dj, —do) + (dj, —dj,) +- -+ (de — d;,,) = d¢ — do = L(P).

e Lalongueur de P est donc plus courte que la longueur de Q.
o Comme Q est arbitraire, P est le plus court chemin entre o et /.

Algorithme Interprétation
Idée : e d; : longueur d’'un chemin entre le nceud o et le nceud :.
o On démarre avec un vecteur d'étiquettes (d;)ien- e Sid; > d; + a;j, chemin o — i — j plus court que le chemin
e On sélectionne un arc (i, j) qui viole les conditions d’optimalité, 0=
c.-a-d. tel que
d]‘ >d; + [T

e On met a jour I'étiquette de j:
d]‘ = dl + ai]’.

o Et ainsi de suite jusqu’a ce que tous les arcs vérifient la
condition.




Exploration du graphe

e Travailler noeud par nceud.

e Pour un nceud donné, traiter tous les arcs sortants.

o Deés qu’un nceud est atteint, on I'ajoute a la liste.

o Deés qu’un nceud est traité, on le supprime de la liste.
e On arréte lorsque la liste est vide.

e Notons V la liste des nceuds a traiter.

Exemple

db =00
Iter 1% do da dy de Traiter
0 {o}]| 0 — | 0o 0o o

Algorithme

Initialisation

e Liste de nceud : V = {o}.

o Etiquettes : d, = 0, d; = +00, Vi # o.
ltérations Tant que V # 0,

e Choisiri dans V.

o V=V\{i}.

e Pour chaque arc (i,j) € A
o Si d]‘ >di+ai]-,
. d]' =di+a,,j.
o V=VU{j}.

Exemple

Iter 1% do da dy de Traiter
0 {o} 0 00 0o 0o o
1 {a} ] O 3 o) o




Exemple

Traiter
0 {o} 0 — | — | o — o
1 {ab} | O — | 3 o 1 o | oo — a
Exemple
dg =3
D 2
d, =0(0) (c)de =90 5
db =1
Iter 1% do da dy de Traiter
0 {o} 0 —|oo —|o —|oo0 — 1
1 {ab} | O — | 3 o 1 o | co — a
2 {bc} o — | 3 o 1 o 5 a

Exemple

Iter 1% do de dy de Traiter
0 {o} 0 0 — | — | o
1 {a,b} | O — | 3 o 1 o | co — a
2 {b} 0o — | 3 o 1 o | o —
Exemple
dy =3
) 2

()d.=p4

db =1
Iter 1% do da dy de Traiter
0 {o} 0 —|oo —|oo —|oo — o
1 {ab} 0o — | 3 o 1 o | oo — a
2 {be}| O — | 3 o 1 o 5 a b
3 {c} 0o — | 3 o 1 o 4 b




Exemple

Exemple

Iter 1% do da dy de Traiter
0 {o} 0 — | x © — | o
1 {ab} 0o — | 3 o 1 o | oo — a
2 {be}y| O — | 3 o 1 o 5 a b
3 {ca} | O — | 2 b 1 o 4 b c
Exemple
dy =2
)
4, =@ © . =1
dy=1<2+1
Iter 1% do da dy de Traiter
0 {o} 0 —| oo —|oo —|oo — o
1 {ab} 0o — | 3 o 1 o | co — a
2 {bc} o — | 3 o 1 o 5 a b
3 {ca}y | O — | 2 b 1 o 4 b c
4 {a} 0o — | 2 b 1 o 4 b a
5 ! 0 — |2 b |1 o4 b

Iter 1% do de dy de Traiter
0 {o} 0 — | — | o — o
1 {ab} 0o — | 3 o 1 o | co — a
2 {be}y| O — | 3 o 1 o 5 a b
3 {ca} | O — | 2 b 1 o 4 b c
4 {a} 0o — | 2 b 1 o 4 b a
Exemple
dy =2
dy =0 ()d.=4<2+2
dy =1
Iter 14 do dg dy de Traiter
0 {o} 0 —| oo —|oo —|oo — o
1 {ab} | O — | 3 o 1 o | o — a
2 {bc} 0o — 1 3 o 1 o 5 a b
3 {ca}y | O — | 2 b 1 o 4 b c
4 {a} 0o — | 2 b 1 o 4 b a
5 {} 0o — | 2 b 1 o 4 b




Exemple

Propriétés a la fin de chaque itération

Iter 1% do da dy de Traiter
0 {o} 0 —|oco — | —|oc — o

1 {ab} 0o — | 3 o 1 o | co — a

2 {bc} o — | 3 o 1 o 5 a b

3 {ca}y | O — | 2 b 1 o 4 b c

4 {a} 0o — | 2 b 1 o 4 b a

5 0 0 2 b1 o4 b

Propriétés si I’algorithme se termine

e Pour tout noeud j tel que d; < oo,
o d, =0;
e d; estlalongueur du plus court chemin entre 1 et j;
o Equation de Bellman :
dj = min d; ij Sij .
i = min ditai; S1j# o
e d; = oo si et seulement s’il N’y a pas de chemin reliant 1 et j.
e Dans ce cas, le graphe n’est pas connexe.

o Lalgorithme se termine si et seulement s’il n’y a aucun chemin
commencgant en o et contenant un circuit a colt négatif.

e Sid; < oo, alors d; est la longueur d’'un chemin reliant o a i.
e SiigV,alors
e soit d; = oo (le nceud n’a pas encore été atteint),
e soit d; < d; + a;j, Vj tel que (i, ) € A (les arcs sortant ont
été traités).

Algorithme de Dijkstra

o Algorithme “générique” ne précise pas comment choisir le
nceud suivant a traiter.

o Dijkstra : le nceud i a traiter est celui correspondant a la plus
petite étiquette.



Algorithme Exemple

Initialisation
o Liste de nceuds: V = {o}.
o Etiquettes : d, = 0, d; = +00, Vi # o.
ltérations Tant que V # 0,
e Soitie Vitelqued; <d;,VjeV.
o V=V\{i}.
e Pour chaque arc (i,j) € A
o Sid; > d; + aj,
o d; =d; + ay.

Iter 14 b Traiter
. V _ V U {J}- o a c e

0 | fo} | 0() | oo()|oo()|oo()]| () o

Exemple Exemple

Iter 1% o a b c e Traiter Iter v o a b c e Traiter
0 {o} () [ oo() [ o0()| o o () o 0 {fo} | 0() | oco() | o0() | oo() | oo() o
1 | {ab} [ 0() | 2(0) | 1(0) | o0 oo () b 1 1 {ab} | 0() | 2(0) | 1(0) | co(s) | co() b

2 {ac} | 0() | 2(0) 1 (o) 4 (b) oo (-) a




Exemple

Exemple

de =96 2

1<2+1

dy =

Traiter

e

\%4

Iter

Traiter

e

oo ()

o ()

oo ()

\%4

{ce}

Iter

Exemple

Exemple

o
Jr
o)
\Y
™

Il

Traiter

€

v

Iter

Traiter

€

v

Iter




Exemple

Iter 14 o a b c e Traiter
0 {o} | 0() | o0() | o0()|oo()|o0() o

1| {ab} | 0() | 2(0) | 1(o) | 00(:) | ()

2 | {ac} | 0() | 2(0) | L(o) | 4(b) | o= () a

3 {cel | 0() | 2(0) 1(0) | 3(a) | 2(a) e

4 {c} 0() | 2(o) 1 (o) 3 (a) 2 (a) c

5 {} 0() | 2(0) | 1(o) | 3(a) | 2(a)

Note : Chaque noeud n’a été traité qu’une seule fois.

Notes

o Sil'on désire calculer le plus court chemin de o a b, on peut

arréter I'algorithme de Dijkstra dés que le noeud b est dans W.

e Siau moins un arc a un colt négatif, rien ne garantit le
caractére permanent des étiquettes.

Algorithme de Dijkstra

e Soit 'ensemble
W ={ild; < o etigV}.
e Siles codts sur les arcs sont non négatifs, alors a chaque
itération
e aucun noeud dans W au début de l'itération n’entre dans V'
lors de litération,

e alafinde litération, d; < d;siic WetjgW.

W : ensemble des étiquettes permanentes.

Exemple : coiit négatif

1
>@ d. =

1

Iter 1% o a b c Traiter
0 | {o} | 0() | oo()|oo()]|oo() o




Exemple : coiit négatif

dq =06 2

dy=0 .< ) d, = oo
1 1
\é/
dy =96 1
Iter \%4 o a b c Traiter
0 | {0} |00 [0t |0t |t | o
T | {ad} |00 | 2(0) | 1(0) | o) | b
Exemple : coiit négatif
dy =2
2 /?\ 1
\
dy=0 -2 de=2<2+1
Cxiil\\%g//A//AD
dy =10
Iter 1% o a b c Traiter
0 | {o} [00) [oo@) ool |t | o
1| {ad} [00) | 200 | 1(0) |c0() | b
2 | {act|[00) | 20) | 1) | 20 a:) n
3 {bec} | 0() | 2(0) 0 (a) 2 (b) b

Exemple : coiit négatif

1
SO hwe

Traiter

0 fo} | 0() | oc0() | oc0()
1| {ab} | 0() | 2(0) | 1(o)
2 {ac} | 0() | 2(0) 1 (o)

Exemple : coiit négatif

dy =2
///gx\\l
\
=0 -2 ©) de=21
@<1\‘/1/

dy =0
Iter 1% o a b c Traiter
0 | {o} | 0() | o00() |o0() | () o
1 {ab} | 0() | 2(0) | 1(0) | co() b
2 {ac} | 0(C) | 2(0) 1 (o) 2 (b) a
3 {bc} | 0() | 2(0) | O(a) | 2(b) b
4 | {e} | 0() | 2(0) | O(a) | 1(b) c



Exemple : coiit négatif Exemple : coiit négatif

dy =0 dy =0

Iter \%4 o a b c Traiter Iter \%4 o a b c Traiter
0 fo} | 0() | oco() | oo() | o0() o 0 fo} | 0() | oo() | oc0() | o0() o

1 {ab} | 0() | 2(o) 1(o) | oo(-) b 1 {ab} | 0() | 2(o) 1(o) | oo(-) b

2 {ac} | 0(¢) | 2(0) 1 (o) 2 (b) a 2 {ac} | 0(¢) | 2(0) 1 (o) 2 (b) a

3 | {be) | 0CF) | 2(0) | 0(a) | 2(b) b 3 | {be} | 0()| 2(0) | O(a) | 2(b) b

4 | {e} | 0() | 2(0) | O(a) | 1(b) c 4 | {e} | 0() | 2(0) | O(a) | 1(b) c

5 {} 0() | 2(0) | O(a) | 1(b) 5 {} 0() | 2(0) | 0(a) | 1(b)

Dijkstra et coiit négatif

o Lalgorithme converge.
o Mais le concept d'étiquettes permanentes n’est plus pertinent.

o Toute implémentation basée sur cette propriété ne peut
fonctionner qu’avec des colts positifs.



