UNIVERSITE INERNATIONALE DE CASABLANCA
SEMESTRE 4, MATHEMATIQUE 4, ANALYSE 4, 2018-2019

TD7
Transformée de Laplace et transformée de Laplace inverse

On rappelle que U est la fonction nulle a gauche de 0 et égale a 1 a sa droite :

1 s2 t>0
u(t)_{o st t<0

et I' est le fonction définie pour tout o > 0 par :

+oo
[Na) = / t*te~tdt
0

Tableau des transformées de Laplace des fonctions usuelles

Fouction £(t) | LIf10) = Fn)= [ f)eas
0
1
1| uw) . |
n!
2 | U =
3| U F(;‘JID
; 1
4 | e U(t) o
: a
5 || sin(at) U(t) P
6 || cos(at) U(t) - i e
7 | sh(at) U(t) = ; a2
8 || ch(at) U(t) P
9 | ft—a) e " F(p)
10 || e™ ' f(2) F(p+a)
11| fat) “F)
12 t f(s)ds @
0
13 || f'(t) pF(p) — f(07)
14| fo) p"F(p) = > pF (0T
k=1
15 | t"f(t) (-})”F(") (p)
16 @ /p F(u)du
17 || f de période T ﬁ /T e P f(t)dt
- 0
18 || (fog)(t) F(p)G(p)
19 || Si 11_{% f(t) existe 11_{% ft) = pli)riloo pF(p)
20 || Si tEeroo f(t) existe t£+moof(t) = }}l%pF(p)
|
21 || tmet (1) o +né)n+1




Exercice 1. Calculer les transformées de Laplace des fonctions suivantes :
f)=(E+t—e) Ut), glt)=0t+2) Ut)+ (t+3)U{t—2), h(t)=(C+t+1)e > U(t)

Solution :
Il suffit d’utiliser le tableau de la premiére page :
f@) =12 Ut) +tUE) — e Ut)

En utilisant le tableau :
2 1 1
Fp)=—+—=—-———, Rp >0
(p) T E T3 ()

Pour g(t)=tUt)+2UE)+(t—-2) Ut —-2)+5U(t—2)

On utilise encore le tableau :

+5 5 e

2P 2P _2p+1 N (5p + 1) o2
p p

Pour h(t) =t*¢ 2 U{t) +te > UL) +e 2 U{H), R(p) >0

2 1 1

Ho = oras Y ovae Tore

R(p) > -2

Exercice 2. Calculer les originaux suivants (ie, les transformées inverses)

Solution :
p+2 1 2
a) =

- + Done
(p+3)(p+4) p+3  p+4

-1 p+2 — _6—3t 6_4t
£ [<p+3><p+4>}“) (me2eh)u)

3
(p+5)?

) |

} () on utilise la formule numéro 21 du tableau.

£ [ - j’ 5)2} () = 3teU(?)

¢) L1 {L} (t)

P’+2p+5
p—1 p+1 2

P+2p+5 (p+12+22 (pt+1)2+22

et on utilise les formules 6 et 5 du tableau :

L [ ’ ] (t) = (cos(2t) — sin(2t)) e " U(t)

(p+5)?



Exercice 3. Utiliser la transformée de Laplace pour résoudre les équations différentielles suivantes
a) 2({t)+zt)=tUt)—t Ut —1), z(0) =0
b) 2"(t)+a'(t) = U(t), z(0) =0, 2/(0)=0
c) x"(t)+4x(t) =2 U(t), z(0) =0, 2/(0)=1
d) x"(t) + 52/ (t) + 4x(t) = e 2 U(t), z(0) =1, 2/(0)=0

e) x(t) 4 22(t) + 2z(t) =0, z(0)=1, 2/(0)=1

Solution :

a) On passe a la transformée de Laplace en posant L[z](p) = X (p) On remarque que :
tUEt—1) =t -1 Ut —1)+UEt—1)
La formule 9 du tableau dit que la transformée de Laplace de f(t — a) est e P?F(p). C’est le cas de la

fonction (t — 1) U(t — 1) lorsqu’on pose f(t) =t U(t) et a = 1.
I'équation devient

X 0) + X et
pX(p) —x(07) + X( )_E_F_T
Comme z(0) = 0 alors il reste :
I (p+1e?
(p+1)X(p) = prR—
c’est a dire :
1 e P
Xp)=———-———
) pPlp+1)  p?
1
On décompose ———— en ¢léments simples de la forme
p*(p+1)
1 a b c

- =+ =+
pp+1) p p* p+l
On utilise n’importe quelle technique pour trouver que

a=—-1,b=1,c=1

Et donc
1 e P

L1y
p p* p+tl  p?
On en déduit que

ou encore



b) a”(t)+2'(t) = U(t), x(0)=0, 2/(0) =0 devient en passant a la transformée de Laplace :

PX () = pr(0) = 2'(0) + pX (1)~ 2(0) =
Les conditions initiales étant nulles, il reste :
P’X(p) +pX(p) = -
, c’est a dire :
plo+ DX () =
et donc ) L )
X(p) = oD s TE T voir a)

On conclut que

c) "(t)+4x(t)=2U(t), x(0)=0, 2/(0)=1

p
11 reste
PPX(p)—1+4X(p) = =
d’onl 49
(PP +4) X(p)=-+1=L"2
p p
p+2 a bp c
X(p) = 2 - 2 2
p(P*+4) p p*+4 pPt4
1
Un petit calcul nous donne a = —, b:_i’ et ¢c=
1/1 P 2
X(p)==-|~-—
() Q(p p?+4 p2—|—4)
et donc

() = % (1 — cos(2t) +sin(2¢)) U(t)

d) L’équation (x”(t) + 52/ (t) + 4z(t) = e " U(t), x(0) =1, 2/(0) =0), se transforme selon Laplace en
1
p*X(p) — px(0) — 2/(0) + 5 (pX (p) — x(0)) + 4X (p) = P formule 10

Ceci devient

P°X(p) —p+5(pX(p) —1) +4X(p) = ]ﬁ

1
24 5p+4)X(p)—p—5=——
(»* +5p+4) X(p) —p ST

1 p?+Tp+11
2
+op+4 =——+p+d=——"-—-"
(»* +5p+4) X(p) PN Dt 2



et comme
PP Hop+d=p+4)(p+1)

alors
2
+ 7p+ 11 b
X0) = = st
p+1Dp+2)(p+4) p+1 p+2 p+4
avec
5
a=—, b=—=, et c=—-.
3 2 6
D’ou

_ ) —t 1 —2t 1 —4t
x(t) = (36 5¢ e U(t)
e) 2"(t) +22'(t) + 2z(t) =0, x(0) =1, 2/(0) =1 devient aprés aprés application de la transformée de
Laplace :
P*X(p) — px(0) — 2'(0) + 2pX (p) — 22(0) + 2X(p) = 0

Elle devient d’apreés les conditions initiales : :

P’X(p)—p—1+2pX(p) —2+2X(p) =0

(P*+2p+2) X(p)=p+3
. p+3 p+1 n 2
P+2p+2 (p+1)2+1 (p+1)2+1

X(p)

z(t) = (cos(t) + 2sin(t)) e U(t)
Exercice 4. Calculer les transformées de Laplace suivantes :
a) L lcos(t)e=t U)], b) L[(5t)% Ut)]
) L[(cos(2t) —sin(t)e UH)], d) L[ +t+1)e Ut)]

Solution :

a)

Lleos(t) U] = 57 = F(p)

Le fait de multiplier la fonction f(t) = cos(t) U(t) par e™ revient & prendre F(p + a). Donc
p+1 p+1

L[cos(t)e " UR)] =Fp+1) = (pri12+1 T2t 2p 12

2 _o52 0
L[(5t)* U(t)] _25p3 3

et comme on a e ° en facteur alors il faut translater de +5 :

50
(p+5)3

L[5t e ™ U] (p) =



¢) L[(cos(2t) — sin(t))e3" U(t)]

P 1

L [cos(2t) — sin(t)] (p) = 2+4 P+l

puis on prend cette fonction au point p 4+ 3 a cause de e :

p+3 _ 1
(p+3)2+4 (p+3)2+1

L [(cos(2t) —sin(t))e > U(t)] (p) =

2 1 1

ClE+t+ e UD 0 = a5+ Grap T2

Exercice 5. Calculer les originauz suivants :

L[ [ 22 1y -
a) L 2 pgl b) L (p + 3)2 ) £ _(p+3)(p2+3p+5)]
T 5 Lo ] L 2p+3
) ) 9 et 0 ¢ )
Solution :
D10 = (3= 52 ) u
b)  f(t) = —2te 3 U(t)
c) f(t) =exo
_L_i V2 ‘ol
d) F(P)—p2+4p+6—\/§(p+2)2+\/§2d
5 o
f(t):Ee cos(\/it)U(t)
" )=+ ettt 11
p _(p_|_1)2_(p—|—1)2 (p+1)2_p+1 (p+1)2
D’ou
Ft) = e Ul) —te Ut) = (1—t)e " U(H)
f) Exo

Exercice 6. Utiliser la TL (transformée de Laplace) pour résoudre les équations différentielles suivantes
a) x'(t)+32/(t) + 2x(t) = 0, z(0)=1, 2/(0)=0
b) a(t)+ 62'(t) +9z(t) = e U(1), z(0) =0, 2/(0)=0

¢) 2"(t) —a(t) = Be X+ L2+ 1) UW),  2(0)=0, (0)=0

d) a'(t) —4x(t) = (3e™t — %) U(1), z(0) =0, 2/(0)=1
e) "(t) +x(t) = et cos(t) U(t), z(0) =0, 2/(0)=0
f) 2"(t)+z(t)= UI) - U({t—-1), z(0) =2, 2/(0)=0



Solution :

a) léquation différentielle (2" (t) + 32/(t) + 2z(t) =0, 2(0) =1, 2'(0) =0 ) se transforme en :

p°X(p) — 2'(0) — pz(0) + 3pX (p) — 3z(0) + 2X (p) = 0
c’est a dire
p’X(p) —p+3pX(p) —3+2X(p) =0
ou encore
(P +3p+2) X(p)=p+3
p+3 p+3 2 1
X<p): 9 - — -
pPP+3p+2 (p+1)+2) p+1 p+2

La solution de ’équation différentielle est donc

x(t) = (2e" — ) U(L)

Ne pas imprimer. Attendre la suite de la solution.



