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TD6
Intégrales multiples

Exercice 1. Donner la représentation graphique de A et calculer l'intégrale I = ffA f(z,y)dxdy dans les cas
suivants :

1 A={(z,y) eR*/0<2<1,0<y<2} et flz,y) =z +y
2. A={(z,y) eR*/0<z<1,0<y<a}et f(r,y)=x+y
3. A={(r,y) eR?/0<z <y, 1<y<2} et flz,y) =yel?
boA={(y) ER? [ +y? =2y > 0,22 +12 —1<0,2 >0, y >0} et f(z,y) = /22 + 32

Exercice 2. (I) Donner la représentation graphique du domaine D et calculer Uintégrale [ f(x,y)dxdy dans
les cas sutvants:

1. f(z,y)=w et D={(z,y) eR%,y >0,z —y+1>0;2+2y—4<0}
2. fle,y)=x+yet D={(z,y) eRZ,0< < I;2> <y < x}

3. f(z,y) = cos(zy) et D= {(z,y) e R, 1 <2 <2,0<zy <3}

4. flr,y)=zy et D={(x,y) eR% x>0,y > 0,2y +r+y < 1}

5. fley) = et D={(z,y) ER 1 <2 <3y >2,20+y <5}

6. flzx,y)=2*et D={(x,y) eR*2x <1,y >0; y* <z}

7. f(z,y) = 2% et D est Uintérieur de ellipse d’équation

T =1, abeR"™

8. f(x,y):m et D={(z,y) eR%Z0<y<z <1}
9. f(z,y)=sin(z +y) et D={(z,y) eR}2 >0,y >0,z +y <7}
10. f(z,y) = ya® et D = {(z,y) € R* 2 <1,y > 0,y* < x}

11. On pose D = [0, 1] x [0,1] Dérminer la limite quand n — +o0o de
/ dxdy
pl+a"+yn
12. f(x,y) = /22 +y? et D = {(z,y) € R*}; 2% +y? — 22 < 0}

Exercice 3. Calculer l'aire du domaine D suivant D = {(z,y) e R} -1 <z < 1;2° <y <4 — 23}

Exercice 4. Le but de l’exercice est de calculer l'inégrale

1
]:/ nd+z),.
o l+2x2



1. Montrer que Vx € |—1,+00[, 0, a

1
ln(1+x):/ ’ dy.
0

1+xy

En déduire que

X
I = dxd
/D<1+x2><1+asy> e

ot D = 1[0,1] x [0,1].

2. En interverrtissant les roles de x et y, motrer que

En déduire que

I="Ino.
8
Solution
1. Tracer un rectangle.
Y
6
A
A o

//Af(x,y)dxdyz/ol (/Ol(ery)dy)dx:/ol lxy+%y2];dx
z/ol(x+%)dx:1

2. Tracer un triangle (j’ai changé d’échelle).

3. Calcul de l'intégrale:

Exercice 5. Soient A = {(x,y) e R* 2> +y* =2y >0, 22 +¢y>* -1 <0, 2> 0;y > 0} et f(z,y) = /22 + y2

1. Donner la représentation graphique de A.



(0,0)

2. Calculer en utilisant le changement de variable approprié intégrale I = ffA f(z,y) dx dy.
Solution

1. La figure de A est la partie extérieure au cercle C'((0,1), 1) et intérieure au cercle C'((0,0),1).

2. On pose
(1)

Pour chaque r € [0, 1] 'angle 6 peut varier de 0 jusqu’a un certain angle 6(r) dépendant de r. En cet
angle et a la distance r on a
22 4 g2 = 12
{ )

{ z =rcosf

y =rsinf

et donc
2

Yy = % = rsinf(r)

c’est a dire : ,
sinf(r) = -

(=1

ou encore .

0 _ S
(r) arcsin 5

1 pé(r)
I= // Va2 + yidxdy —/ / Vr2rdrdd
A 0o Jo



= /01 r20(r)dr

1
2 T
= r<arcsin —dr
0 2

On pose 5 = sint et donc dr = 2costdt On a:

r=0 — sint=0 —
r=1 — sint:% —

ol O

t=
t

jus

6
1:8/ tsin®t cos tdt
0

On pose par parties :
{ u=t=u =1

v =gin’teost = v = %singt

1 x /’é 1.,
tsin® ¢ —sin® tdt
3[ }0 0 3

Et donc

—_
= \

- = . (1 — cos? t) sintdt
3 o

(/ sin tdt — /6 cos? tsintdt)
0 0

1
3

c’est a dire

s
6

Exercice 6. 1. Calculer Uintégrale I = [, ¥ dx dy avec D = [0,1] x [a,b], b > a > 0.

2. En déduire la valeur de fol “l;;fa

Solution

1. On intégre selon x puis selon y dans cet ordre.

b 1 b Iy—i—l 1
I:// xydmdy:/ (/ a:ydac) dy:/ [ } dy
D a 0 a y+1 0

b dy <b+1)
= —— =1In
o Yt+1 a+1




2. On intégre selon y puis selon x

On déduit de (1) que

/1:1:b—3:a (b+1)
=In
o Inz a+1

Exercice 7. Déterminer la représentation graphique de A et calculer son aire dans les cas suivants :
1. A={(z,y) eR? |z +y| <1,0< 2 <1}
2. A={(z,y) eR*/a? +y* =2y >0, 2> +3* - 1<0,2 >0, y > 0}

Solution

1. Le graphe :

Figure 1: Le graphe de A = {(z,y) e R? /|z +y| <1, 0<z <1}

1o 1 1
Aire(A)://ldxdy:/l(/ 1dy)dx:/(1—$+1+:v)dx:/2dx:2
A 0 1z 0 0

2. Le graphe de A de cette question est dans la solution de 'exercice 2.

1 po(r)
Aire(A) = // ldzdy :/ / rdrdf
A o Jo

1 1 ,
= / rO(r)dr = / rarcsin —dr
0 0 2

On pose 5 = sint et donc dr = 2 costdt

Aire(A) = 4/6 tsintcostdt = /6 2t sin(2t)dt
0 0

On pose



u=t et donc u =1
v =2sin(2t) et donc v = — cos(2t)

D’ou i
Aire(A) = [uv](? — /6 u'vdt
0

Aire(A) = [t cos(2t)]§ —1—/0

. COS(g) + %[sin(%)]g

6

i

i cos(2t)dt

V3 _m
4 12
Aire(A) = 3\/_
12

SI CE N’EST PAS FAUX C’EST QUE C’EST JUSTE!
dx dy dz.

2+22

Exercice 8. Soit A= {(z,y,2) eR? /2 >0,y>0,2>0, 22 + >+ 22 < 1}. Calculerfffongy

Solution

On passe aux coordonnées sphériques

Figure 2: Coordonnées sphériques



x = rsinfcosp
y =rsinfsinp

z=rcost
et donc
dz = sin 6 cos pdr + r cos 6 cos pdf — rsin 0 sin pdp
dy = sin 0 sin dr + r cos 0 sin df + r sin 0 cos pdp
dz = cos Odr — rsin 6d6
c’est a dire :
dx sinfcosy rcosfcosyp —rsinfsingp dr dr
dy | = | sinfsiny rcosfsiny rsinfcospdp g | =J | do
dz cos 6 —7rsinf 0 dy dy

Quand on passe des coordonnées cartésiennes aux coordonnées sphériques, dzdydz est remplacé par det(J)drdfde.
On calcule le déterminant de la matrice J, et si on ne se trompe pas on obtient.

det(J) = r*sinf
Calculons I'intégrale :

x>0, y>0, z>0correspond a 0 <6
et 22 +y? + 22 < 1 correspond a 0 < r < 1.

™ ™

1 2 2
= / r2dr / sin® 0do / sin  cos @dp
0 0 0

™

371 us ) us
= [T—} /2 sin® 6df [sm SO} = 1/2 sin® 0df = !
3100 2 1, 6J 9
I = /// xyzdrdydz
A

D={(z,y,2) €eR*/2<0,y<0,0<2<1et2*—2*—1y*>0}

jus
2

Exercice 9. On pose
avec

1. Eerire I sous la forme f;f z (fsz xy dw dy) dz,en précisant z,, z et D,.

2. Par passage en coordonnées polaires calculer fsz xy dx dy.

3. En déduire la valeur de 1.




Solution
I:folz(fszxydxdy> dz avec
D.={(z,y) €R? <0, y <0, 22 +¢> <1}

1. fsz xy dx dy =7
On passe aux cordonnées polaires

x =rcosf
y =rsinf
avec, puisque z et y sont négatifs et 22 + y? = r? < 22
3
0<r<z, et Oe |:7T,77r:|
- : i
// xy dx dy—/ / 3 cos 0 sin Odrdf
D, 0 T
4 4
221 .. 5 43 2
= 25 [sm 9]71_2 = g

2. La calcul de l'intégrale globale
1 24 1
I = / —dz = —
Jo 8 40

Exercice 10. Soit V la partie de R? définie par

2 2
V:{(x,y,z)GRS/—2+—+—<1} avec a, b, c > 0.
a

b2 2 T
1. Caleuler le volume de V.

2. Calculer l"intégrale fffv rdrdydz.

Exercice 11. Soit ¢ : R? — R? Uapplication définie par ¢(z,y) = (2? — y?, 2zy) = (X,Y).
1. Vérifier que X? +Y? = (2 + y*)*.
2. Calculer le Jacobien de ¢ en tout point (z,y) € R2.
3. Soit D={(r,y) eR*/1<a2?—y* <4detl<zy<2}.

a) Donner la représentation graphique de D.
b) En utilisant le changement de variables X = x*> —y?, Y = 2zy, calculer lintégrale ffD(:)s2+y2)3 dx dy.

Exercice 12. On considére Uintégrale 1, = [[, e~ 2@ ) dr dy avee A, = {(x,y) € R2 /22 +1y2 < a2}, a > 0.

1. Calculer I, en fonction de a. En déduire liril 1,.
a—r+00



2. On considére le rectangle R, = [—a,a] X [—a,al] et J, = ffRa e~ 2@ ") qp dy. Caleuler Uintégrale simple

a _ 1.2 .
f_ae 2 dx en fonction de J,.

2

3. En utilisant les questions et@ calculer la valeur de l'intégrale de Gauss f_Jr;o e~27 dx.

Exercice 13. 1. a) Calculer Uintégrale I, = fan e *cosydrdy avec C,, = {(z,y) e R?/0 <y <z <
n}, n € N*.

b) En déduire I = [[, e " cosydrdy avec C = {(z,y) e R* /0 <y < z}.
2. a) Calculer Vintégrale J, = [}, (v —y)cos(z +y)dvdy avec D, = {(z,y) € R? /0 <z —y <z +y <
n}t, n € N*
b) Etudier la nature de l’intégrale [ [, (z—y)cos(z+y)drdy avec D = {(z,y) e R* /0 <z —y < x+y}.



