Université Internationale de Casablanca

Analyse 4

H. EL AMRI

2016-2017

CPI 2: 2016-2017 (UIC) Fonctions de plusieurs variabes 2016-2017 1/ 55



Fonctions de plusieurs variabe 2016-2017 2/ 55



Rappel

@ Pour tous x,y € R" on note le produit scalaire de x et y par :

X.y = Xx1y1 +xoy2 + ... + Xnyn
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Rappel

@ Pour tous x,y € R" on note le produit scalaire de x et y par :
X.y = X1y1 +X2y2 + ... + Xn¥n

@ Pour tout x € IR™ on note sa norme euclidienne par :

x|l = Vxx = \/x2 +x3 + ... + x2

CPI 2: 2016-2017 (UIC) Fonctions de plusieurs variabes 2016-2017 3/ 55



Rappel

@ Pour tous x,y € R" on note le produit scalaire de x et y par :
X.y = X1y1 +X2y2 + ... + Xn¥n

@ Pour tout x € IR" on note sa norme euclidienne par :

x|l = Vxx = \/x} +x3 + ... + x2
© On désigne par o(h) toute fonction o : h € R"—o(h) € R telle que

i h)=0
Jim o(h)
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@ Soit f : D C R — IR une fonction. Soit a € D tel que Jr > 0 vérifiant
J]a—r,a+r[C D. On dit que f est différentaible en a si:
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@ Soit f : D C R — IR une fonction. Soit a € D tel que 3r > 0 vérifiant
J]a—r,a+r[C D. On dit que f est différentaible en a si:
o J/ € R tel que: Yh € R vérifianta+h € Dona:

f(a+h)="f(a)+Ilh+ ho(h) avec Aimoo(h) =0.
—
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@ Soit f : D C R — IR une fonction. Soit a € D tel que 3r > 0 vérifiant
J]a—r,a+r[C D. On dit que f est différentaible en a si:
o J/ € R tel que: Yh € R vérifiant a+h € Don a:

f(a+h) =f(a)+Ih+ ho(h) avec I!imoo(h) =0.
-

o Le réel | est appelé la dérivée de la fonction f au point a. On le note

I =f'(a).
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@ Soit f : D C R — IR une fonction. Soit a € D tel que 3r > 0 vérifiant
J]a—r,a+r[C D. On dit que f est différentaible en a si:
o J/ € R tel que: Yh € R vérifiant a+h € Don a:

f(a+h) =f(a)+Ih+ ho(h) avec I!imoo(h) =0.
-

o Le réel | est appelé la dérivée de la fonction f au point a. On le note
I =f'(a).
o Et la fonction
f': DCR—R
a— f'(a)

est appelée la fonction dérivée de la fonction f.
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@ Soit f : D C R — IR une fonction. Soit a € D tel que 3r > 0 vérifiant
J]a—r,a+r[C D. On dit que f est différentaible en a si:
o J/ € R tel que: Yh € R vérifiant a+h € Don a:

f(a+h) =f(a)+Ih+ ho(h) avec I!imoo(h) =0.
-

Le réel | est appelé la dérivée de la fonction f au point a. On le note
I =f'(a).

o Et la fonction
ff:DCR—R
a— f'(a)
est appelée la fonction dérivée de la fonction f.
@ On a aussi pour tout x € D :

f(x)="f(a)+I(x—a)+ (x —a)o(x —a) avec limo(x—a)=0.

X—a
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Remarque :

@ Si une fonction f est dérivable en un point a alors
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Remarque :

@ Si une fonction f est dérivable en un point a alors

o
jim F@TR = F@) = oy =0
h—0 h h—0

CPI 2: 2016-2017 (UIC) Fonctions de plusieurs variabes 2016-2017 5 / 55



Remarque :

@ Si une fonction f est dérivable en un point a alors

o
im f@EN =@ =t o
h—0 h h—0

- flat+h)—f(a) _
h—0 h—0
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Remarque :

@ Si une fonction f est dérivable en un point a alors

o
im f@EN =@ =t o
h—0 h h—0

o flath) —f(a)

=1+l h=1=f
h—0 h + hlnoo( ) (2)
o f est continue en a: En effet

limf(x) = lim(f(a) +/(x —a) + (x —a)o(x — a)) = f(a).

X—a X—a
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@ Soit f : D C IR"— R une fonction. Soit a € D tel que Jr > 0 vérifiant
B(a,r) C D.
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@ Soit f : D C IR"— IR une fonction. Soit a € D tel que Jr > 0 vérifiant
B(a,r) C D.
@ On dit que f est différentiable en a si:
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@ Soit f : D C IR"— IR une fonction. Soit a € D tel que Jr > 0 vérifiant
B(a,r) C D.

@ On dit que f est différentiable en a si:

o JL € R" tel que Vh € R" vérifiant a+ h€ D on a:
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@ Soit f : D C IR"— IR une fonction. Soit a € D tel que Jr > 0 vérifiant
B(a,r) C D.

@ On dit que f est différentiable en a si:

o JL € R" tel que Vh € R" vérifianta+h€ Don a:

°
f(a+h)="f(a)+Lh+|h|o(h) avec fI’imoo(h) =0.
—
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@ Soit f : D C IR"— IR une fonction. Soit a € D tel que Jr > 0 vérifiant
B(a,r) C D.

On dit que f est différentiable en a si:

JL € R" tel que Vh € R" vérifianta+he€ Don a:

f(a+h)="f(a)+ L.h+|h]|o(h) avec fI’imoo(h) =0.
-

@ Le vecteur / est appelé dérivée de la fonction f au point a. On le note

L=f'(a).
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@ Soit f : D C IR"— IR une fonction. Soit a € D tel que Jr > 0 vérifiant
B(a,r) C D.

On dit que f est différentiable en a si:

JL € R" tel que Vh € R" vérifianta+he€ Don a:

f(a+h)="f(a)+ L.h+|h]|o(h) avec fI’imoo(h) =0.
-

@ Le vecteur [ est appelé dérivée de la fonction f au point a. On le note
L="f(a).
@ On aura aussi Vx € D on a:

f(x)=1f(a)+L(x—a)+]|x—alo(x—a) avec Jiﬂ)wao(x —a)=0.
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@ Soit f : D C IR"— IR une fonction. Soit a € D tel que Jr > 0 vérifiant
B(a,r) C D.

On dit que f est différentiable en a si:

JL € R" tel que Vh € R" vérifianta+he€ Don a:

f(a+h)="f(a)+ L.h+|h]|o(h) avec fI’imoo(h) =0.
-

@ Le vecteur [ est appelé dérivée de la fonction f au point a. On le note
L="f(a).
@ On aura aussi Vx € D on a:

f(x)=1f(a)+L(x—a)+]|x—alo(x—a) avec Jigwao(x —a)=0.

Et on note

f'(a) = Vf(a)
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Remarque:

@ Si une fonction f est dérivable en un point a alors
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Remarque:

@ Si une fonction f est dérivable en un point a alors
@ Ona

. |f(a+ h) — f(a) — L.h| — lim Jo(h)[ = 0
h—0 || Al h—0
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Remarque:

@ Si une fonction f est dérivable en un point a alors

e Ona
im |f(a+ h) —f(a) — L.h|

=1 h)|=0
h—0 || Al h@O'O( )

o f est continue en a: En effet

limf(x) = lim(f(a) + L.(x —a)+ ||x — a|| o(x — a)) = f(a)
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Exemple 1:

@ On consideére la fonction f définie par f(x,y) = xy
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Exemple 1:

@ On consideére la fonction f définie par f(x,y) = xy
o f(at+hb+k)=(a+h)(b+ k)= ab+ bh+ ak + hk

hk
= f(a, b) + bh+ ak + V h? + k2——
(a.5) Vh? + k?
hk .
EawE tend vers 0 quand (h, k) tend vers (0,0) alors :

Et puisque
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Exemple 1:

@ On consideére la fonction f définie par f(x,y) = xy
o f(ath b+k)= (a+h)(b+k)=ab+ bh+ ak + hk

a,b)+ bh+ak+Vh + k2——
=fa.b) v#+k

Et puisque \/W tend vers 0 quand (h, k) tend vers (0,0) alors :

o f est dérivable au point (a, b) et on

f'(a, b)(h, k) = bh+ ak
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f(a+h b+k)=(a+h)(b+k)

ab + ak + bh + hk

hk
f(a, b) + bh+ak+Vh? + k2 ——
(a.5) Vh?+k?

= f(a,b) + bh+ ak + \/ h> + k?o(h, k)
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f(a+h b+k)=(a+h)(b+k)

ab + ak + bh + hk

hk
f(a, b) + bh+ak+Vh? + k2 ——
(a.5) Vh?+k?

= f(a,b) + bh+ ak + \/ h> + k?o(h, k)

hk

avec O(h,k) = W
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f(a+h b+k)=(a+h)(b+k)

= ab-+ ak+ bh+ hk
hk
= f(ab)+bh+ak+Vh +k?——
(a.5) Vh?+k?
[*]
= f(a,b) + bh+ ak + \/ h> + k?o(h, k)
° hk
avec o(h k) = ———
(hk) = 0

@ Conclusion

Mam:vmam:<b>

a
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Exemple 2:

@ On consideére la fonction f définie par f(x,y) = sin(xy)
f(a+h b+ k) =sin(a+ h)(b+ k) =sin(ab+ bh+ ak + hk)

= sin(ab) + (bh + ak + hk) cos(ab) — = (bh + ak + hk)?sin 6 4

N =
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Exemple 2:

@ On consideére la fonction f définie par f(x,y) = sin(xy)
f(a+h b+ k) =sin(a+ h)(b+ k) = sin(ab+ bh+ ak + hk)

= sin(ab) 4 (bh + ak + hk) cos(ab) — %(bh + ak + hk)? sin O, k)

@ Donc f'(a,b).(h, k) = (bh+ ak) cos(ab) = (bcos(ab)) h+ (acos(ab)) k
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Exemple 3:

@ On considére la fonction f définie par f(x,y) = x%y + xy
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@ On considére la fonction f définie par f(x,y) = x%y + xy
o f(athb+k)=(at+h)?(b+k)+ (a+h)(b+k)

= (a®+2ah+h?)(b+k)+ (a+ h)(b+k)

= a?b+ a*k +2abh + 2ahk + bh? + h?k + ab + ak + bh + hk

= f(ab)+ (2ab+ b)h+ (a® + a)k + bh® + h®k + 2ahk
f(a, b) + (2ab+ b, 3> + a) (h, k) + bh®> + h’k + 2ahk

bh? + h?k + 2ahk
= f(a b)+ (2ab+ b, 2%+ a)(h, k) + V/ h? + k2
(a,b) + ( )(h, k) N
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@ On considére la fonction f définie par f(x,y) = x%y + xy
o f(at+hb+k)=(at+h)?(b+k)+ (a+h)(b+k)

= (a®+2ah+h?)(b+k)+ (a+ h)(b+k)

= a?b+ a*k + 2abh 4 2ahk + bh? + h%k + ab + ak + bh + hk

= f(ab)+ (2ab+ b)h+ (a® + a)k + bh* + h®k + 2ahk
f(a, b) + (2ab+ b, a° + a) (h, k) + bh?> + h?k + 2ahk

bh? + h?k + 2ahk
= f(a b)+ (2ab+ b, 2%+ a)(h, k) + V/ h? + k2

= f(a, b) + (2ab+ b, a> + a) (h, k) + \/h? + k20(h, k)
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@ On considére la fonction f définie par f(x,y) = x%y + xy
o f(at+hb+k)=(at+h)?(b+k)+ (a+h)(b+k)

= (a®+2ah+h?)(b+k)+ (a+ h)(b+k)

= a?b+ a*k + 2abh 4 2ahk + bh? + h%k + ab + ak + bh + hk

= f(ab)+ (2ab+ b)h+ (a® + a)k + bh* + h®k + 2ahk
f(a, b) + (2ab+ b, a° + a) (h, k) + bh?> + h?k + 2ahk

bh? + h?k + 2ahk
= f(a b)+ (2ab+ b, 2%+ a)(h, k) + V/ h? + k2

= f(a, b) + (2ab+ b, a*> + a)(h, k) + V' h2 + k20(h, k)
@ On note alors f'(a, b) = Vf(a, b) = (2ab+ b, a> + a) = (2ab, a*) + (b, a)
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@ Soit f une fonction diférentiable en a = (a1, ap, ..., ap) . On définit le
gradient et la divergence de f en a par:

Vi) = (5 (2 52 5 ()

ax1 oxp dxn
. of of of
div f(a)—a(a)—i-%(a)—i——l—a(a)
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© Soit f une fonction diférentiable en a = (a1, ap, ..., an) . On définit le
gradient et la divergence de f en a par:

Vi) = (5 (2 52 5 ()

ax1 oxp dxn
. of of of
div f(a) = E(a) + E(a) + ...+ E(a)

Q Soit V(x,y,z) = (P(x,y,2), Q(x,y,2), R(x,y,z)) € R®. On définit la
divergence et le rotationnel de V par:

. 9P 2Q @R
dIV(V)—V.V—an-F@“Fa*Z
et

(R 8Q 9P R 9Q P
rot(v)—<ay_az,az—ax,ax_ay)
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Théoréme

Q Si f est diférentiable en a = (a1, a2, ..., ap) alors elle est continue en a.
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Théoréme

Q Si f est diférentiable en a = (a1, a2, ..., ap) alors elle est continue en a.

@ Si f est diférentiable en a = (a1, ap, ..., ap) alors f admet des dérivées
partielles en a et on a:

o ﬁ(a),._.,aai(a)

Xn

f'(a) = Vf(a) = (a
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Théoréme

Q Si f est diférentiable en a = (a1, a2, ..., ap) alors elle est continue en a.

Q Si f est diférentiable en a = (a1, ap, ..., ap) alors f admet des dérivées
partielles en a et on a:

of of of

() = VF(2) = (5-(2) 5= (a), o 3

© Si f est différentiable en a, alors la la dérivée selon toute direction
v = (v1,v2,...,vp) (de norme 1) de f en a existe et on a:

of of of

fo(a) = v.Vf(a) = vla(a) + v272(a) + ...+ vna(a)
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Théoréme

Q Si f est diférentiable en a = (a1, a2, ..., ap) alors elle est continue en a.

Q Si f est diférentiable en a = (a1, ap, ..., ap) alors f admet des dérivées
partielles en a et on a:

of of of

() = VF(2) = (5-(2) 5= (a), o 3

© Si f est différentiable en a, alors la la dérivée selon toute direction
v={_v1,v2,..,vy) (de norme 1) de f en a existe et on a:

of of af
/ v —
fv(a) = V. f(a) =V aX]_ (a) V2 aX2 (a) Vn aXn (a)

Q Si f est de classe C! dans un voisinage de a (cest a dire les dérivées
partielles existent et sont continues) alors f est différentiable en a.
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Soient f et g deux fonctions différentiables en un point a. Alors:

©Q f + g est différentiable en a, et on a

V(f+g)a) = Vf(a)+Vg(a)
d(f+g)(a) = df(a)+dg(a)
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Soient f et g deux fonctions différentiables en un point a. Alors:
Q f + g est différentiable en a, et on a

V(f+g)la) = Vf(a)+Vg(a)
d(f +g)(a) = df(a)+dg(a)

V(fg)(a) = g(a)Vf(a)+f(a)Ve(a)
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Soient f et g deux fonctions différentiables en un point a. Alors:
Q f + g est différentiable en a, et on a

V(f+g)la) = Vf(a)+Vg(a)
d(f +g)(a) = df(a)+dg(a)

@ fg est différentiable en a, et on a

V(fg)(a) = g(a)Vf(a)+£(a)Vg(a)
d(fg)(a) = gla)df(a)+f(a)dg(a)

f
© Si de plus g(a) # 0 alors 2 est différentiable et on a:

£, — &la)df(a) — f(a)dg(a)
v (g> (3) g(a)
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Composées de fonctions différentiables

f:D CR" — R différentiable en a € D et ¢ : R — R différentiable en
f(a) € f(D) Alors go f : D C R" — R est différentiable en a et on a

(of)'(a) = V(gof)(a) = ¢/(f(a))f'(a) = ¢'(F(a)) V(a)
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Soit f : D ¢ RY — R une fonction dérivable. On dit que xg € D est un point
critique de f si

Vf(xp) = 0O,
c'est a dire que
of

a—Xi(xo) =0, pourtout i=1,.... N
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Soit f : D ¢ RY — R une fonction dérivable. On dit que xg € D est un point
critique de f si

Vf(xp) = 0O,

C’eSt é dlre que
7( ) — O pO r tout j = 1 N
X u 1
axl 0 ' ' '

Pour N =2 (a, b) sera un point critique de f si
%(a, b)=0

%(a,b) =0
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Soit f : D € RN — R une fonction et soit xp € D.
Xp est un maximum local de f si AV voisinage de xp tel que

f(x) <f(xg) VxeV
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Soit f : D € RN — R une fonction et soit xp € D.
Xp est un maximum local de f si AV voisinage de xp tel que

f(x) <f(xg) VxeV
Xp est un maximum de f si

f(x) <f(x) Vxe€D
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Soit f : D € RN — R une fonction et soit xp € D.
Xp est un maximum local de f si AV voisinage de xp tel que

f(x) <f(xg) VxeV
Xp est un maximum de f si
f(x) <f(x) Vxe€D
Xg est un minimum local de f si 3V voisinage de xg tel que

f(x)>f(x) VxeV
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Soit f : D € RN — R une fonction et soit xp € D.
Xp est un maximum local de f si AV voisinage de xp tel que

f(x) <f(xg) VxeV

Xp est un maximum de f si
f(x) <f(x) Vxe€D

Xg est un minimum local de f si 3V voisinage de xg tel que
f(x)>f(x) VxeV

Xg est un minimum de f si

f(x)>f(x) VxeD
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Propriétés des points critiques

Soit f : D € R? — R deux fois différentiable . Soit (a, b) un point critique de f.
On a donc Vf(a, b) = (0,0). et donc

Fla+h bt k) —f(a,b) = 2 (ah? + 27hk + Bk2) + | (h k) [2o(h k)

ou

2 2
w=9%(ab), B=3%ab), v= g (ab)
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On aura

/ L /“/M:/Nz‘/nrl

Figure: Figure 1
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maximum, minimum, point selle

Le signe de f(a+ h, b+ k) — f(a, b) dépend du signe du polynéme du deuxiéme
degré dans R? : ah® + 2yhk + Bk?
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maximum, minimum, point selle

Le signe de f(a+ h, b+ k) — f(a, b) dépend du signe du polynéme du deuxiéme
degré dans R? : ah® + 2yhk + Bk?
On calcule A’ = 92 — aB.
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maximum, minimum, point selle

Le signe de f(a+ h, b+ k) — f(a, b) dépend du signe du polynéme du deuxiéme
degré dans R? : ah® + 2yhk + Bk?

On calcule A’ = 92 — aB.

Si A’ < 0 alors le polynéme ah® + 2y hk + ﬁk2 garde un signe constant: celui de
« (et de B).
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maximum, minimum, point selle

Le signe de f(a+ h, b+ k) — f(a, b) dépend du signe du polynéme du deuxiéme
degré dans R? : ah® + 2yhk + Bk?

On calcule A’ = 92 — aB.

Si A’ < 0 alors le polynéme ah® + 2y hk + ﬁk2 garde un signe constant: celui de
« (et de B).

SiA <0Oetwa<O0alors f(a+h b+ k)—f(a b) <0 et donc

f(a+h b+ k)<f(ab), pour het k assez petits

c’est a dire on a un maximum relatif.
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maximum, minimum, point selle

Le signe de f(a+ h, b+ k) — f(a, b) dépend du signe du polynéme du deuxiéme
degré dans R? : ah® + 2yhk + Bk?

On calcule A’ = 92 — aB.

Si A’ < 0 alors le polynéme ah® + 2y hk + ﬁk2 garde un signe constant: celui de
« (et de B).

SiA <0Oetwa<O0alors f(a+h b+ k)—f(a b) <0 et donc

f(a+h b+ k)<f(ab), pour het k assez petits

c’est a dire on a un maximum relatif.
SiA" < 0eta>0alors f(a+h b+ k) —f(a, b) >0 et donc

f(a+h b+ k)>f(ab), pour het k assez petits

c'est a dire on a un minimum relatif.
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Si A = 0 alors le polynéme ah? + 2yhk + ﬁkz change de signe. On peut parler
de point selle.
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Soit f: D ¢ RN :— IR, On suppose que ici que D est un produit d'intervalles
deR:
D= [al,bl] X [32,b2] X ... X [a,-,b,-] X ... X [aN,bN]

On appelle intégrale de f sur D le nombre réel noté

/D f(x1, xa, ..., xpy ) dxydxa...dxpy

_ /: </:2 (/: (LZN f(xl,x2,...,xN)de> > dx,-...> de> dxy

i
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f:DER?> — R, D=[ab] x][c,d] f(x,y)=sin(x+y)

/D sin(x + y)dxdy = /ab (/Cd sin(x —|—y)dy> dx

_/ab([cos(x—ky)}g) dx
= /ab (cos(x 4+ d) — cos(x + ¢)) dx

= [—sin(x+d) +sin(x + C)]g

=sin(a+d) —sin(b+d) +sin(b+c) —sin(a+c)
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Définition 2

Cas ot D est défini par des inéquations:

D ={(x,y); tels que a<x < b, et p(x) <y <9p(x)}

b/ rp(x)
f(x,y)dxdy —/ </ f(x,y)dy) dx
D a o(x)

D= { D tels que 0 < x <1, et — x> <y<X}

Alors
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/D f(x,y)dxdy = /01 </);22 f(x,y)dy) dx

I'aire par exemple de D est le résultat obtenu quand on prend f(x,y) =1:

1 x?
Aire(D) :/Dldxdy:/0 /_X2 dy | dx

1 2
= [ 2x%dx ==
/OXX 3
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On appelle forme différentielle dans U C R toute quantité mathématique
s’écrivant sous la forme

w(x) = f(x)dx
On appelle forme différentielle dans U C R? toute quantité mathématique
s'écrivant sous la forme (ici x = (x1, x2))

fl(x)dxl + f2(X)dX2 d°1
w(x) =14 ou
w(x)=A(x)dxg ANdxp d°2

On appelle forme différentielle sur U C R3 toute quantité mathématique
s'écrivant sous la forme (ici x = (x1, x2, x3))

fi(x)dx1 + K (x)dxo + f3(x)dx3 , d° 1
ou
w(x) = w(x) = A(x)dxy Adxy + fa(x)dxao A dxz + f3(x)dxz A dxy , d° 2
ou
w(x) = f(x)dxy Adxo Adxz , d° 3
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La quantité dx; A dxp s'appelle produit tensoriel de dx; et dxp. Il vérifie

(Xm A dXQ) Adxg = dxg A (dXQ VAN dX3) = dx; Adxo A dx3
et
dxy Adxy = —dxo N dxg

D'on
dxy Adxy =0

Et donc toute forme différentielle définie sur U C RV et de degré supérieur a N
est nulle. Par exemple dans IR on a: dx; Adxy Adx; = —dxy Adxg Adxp =0
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Formes différentielles de degré 1 sur U C R? ou R3

Soit f : U C RY — R une fonction de classe C*(U).

df = of —dxy + — of dxo + ...+ ide
dxq x> Ixp

INaf‘

- L™

est une forme différentielle de degré 1.
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forme différentielle exacte

Une forme différentielle sur un ouvert U ¢ RV,

w(x) = f1(x)dxy + f(x)dxo + ... + fy (x)dxp est dite exacte si il existe une
fonction f : U — R de classe C1(U) telle que

‘a)(x) =df(x) ,Vx € U‘

c'est a dire telle que

La fonction f est dite une primitive de w.
Exercice : w(x,y) = ydx 4 xdy définie dans R? est-elle exacte?
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On cherche f(x, y) telle que

Fxy) =y
et

o (x,y) = x

donc
f(x,y)(=yx+cly)
et
x+c'(y) =x

c'est a dire ¢/(y) = 0 et donc c(y) = k = constante

f(x,y) =xy + k , k constante quelconque
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On cherche f(x, y) telle que

Fxy) =y
et

o (x,y) = x

donc

f(x.y)(=yx+c(y)
et

x+c(y) =x

c'est a dire ¢/(y) = 0 et donc c(y) = k = constante
f(x,y) =xy + k , k constante quelconque

On conclut que la forme différentielle w(x,y) = ydx + xdy est exacte dans
R?. Exercice : w(x,y) = xdx + ydy définie dans IR? est-elle exacte?
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Forme différentielle fermée

Une forme différentielle w(x) = f1(x)dxy + fa(x)dxa + ... + fy(x)dxpy est dite
fermée si

i of; ..
H(x)=52(x) Vij=1..,N

Dans IR? une forme différentielle w(x, y) = P(x, y)dx + Q(x, y)dy est fermée si

oP 2Q
@(Xv}’) = g(xv}’)

Dans IR? une forme différentielle
w(x,y,z) = P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x, y, z)dz est fermée si

P _9Q
Sz = 50y 2)
oP oR
0z (y.2) = ox (x.y.2)
oQ oR

S (y2) =5 (ay2)

Theoreme de Schwarz
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P =Ly = L,
oy ) =5 0 = Gy

La forme différentielle w est donc fermée.
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On appelle chemin dans R? toute application continue

{ v :[0,1] = R?
t — (1)
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On appelle chemin dans R? toute application continue

{ v :[0,1] = R?
t — (1)

7([0,1]) C R? est aussi appelé le chemin. C'est une courbe dans le plan
d’extrémité les points y(0) et y(1).
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On appelle chemin dans R? toute application continue

v :[0,1] = R?
{ t— y(t)
7([0,1]) C R? est aussi appelé le chemin. C'est une courbe dans le plan
d'extrémité les points y(0) et y(1).
Dans I'exemple ci dessous v(t) = (x(t),y(t)) € R? avec
x(t)=1+1t, et y(t)=sin(2mt)

7(0) \A / 7(1)
J
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Définition

Soient w une FD exacte et f une primitive de w. Si v : [0,1] — U C RR? est un
arc paramétré (chemin) de U alors on a:

A w=F(¥(1)) — f (1(0))

On en déduit que si le chemin est fermé, c'est dire y(1) = (0) alors

/w:O
¥

Le chemin défini par y(t) = (cos27t,sin27tt) vérifie v(0) = (1,0) et
v(1) = (1,0)
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Exercice

—ydx + xdy
x2+y?

/ w-/ —ydx + xdy
x2+y

x(t) =cos(2rtt) = dx = —27msin(27tt)dt
et
y(t) =sin(2mt) = dy = 2mcos(2rt)dt

Calculer [ w pour w(x,y) =

Sur C

dt

/‘ —ydx +xdy /1 271 5in%(27tt) + 271 cos? (27tt)
c xX*+y2 o 1

= 27'(/01 (cos2(27tt) + sin2(27'[t)) dt

=27

Elle n'est donc pas exacte, car si elle I'était, son intégrale sur le contour C serait
nulle. Pourtant elle est fermée.
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Exercices

Déterminer si les formes différentielles suivantes sont exactes, dans ce cas les
intégrer (En trouver des primitives):

Q@ wi = 2xydx + x2dy

Q@ wy = xydx — zdy + xzdz

Q w3 = 2xe Vdx — Zexz’ydy

Q w3 = yZ2dx + (x22 + z)dy + (2xyz + 2z + y)dz
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Solutions de 1

Pour la premiére P(x,y) = 2xy et Q(x,y) = x2. On voit que w; est fermée. En
effet %TI-;’ =2x et % = 2x.

Cherchons une fonction f(x, y) de classe C! sur R? telle que df = wy, Cest a
dire telle que

T (xy) =2xy
et
Lxy) =2

La deuxiéme identité donne f(x,y) = x?y + c(x). Reporté dans la premiére
2xy + c’(x) = 2xy et donc ¢’(x) = 0 qui veut dire que c(x) = k.

f(x,y) =x°y +k

wy est donc exacte.
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Solutions de 2 et 4

On voit que wy n'est pas fermée. Elle n’a aucune chance d'étre exacte (parce que
exacte = fermée).
On voit que w3 n'est pas fermée. Elle n’a aucune chance d'étre exacte (parce que
exacte = fermée).
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Solution de 4

On vérifie facilement que f est fermée. Elle peut étre exacte. Cherchons donc
f(x,y,z) telle que

%(x,y,z) = yz2
g; (x,y,z) = xz2 + z

%(X,y,z) =2xyz+2z+y
La premiére équation donne

f(x,y.2) = xyz° +g(y.2)
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On remplace dans la deuxieme

Jg

xz° + g(y,z) =xz° +z.
C'est a dire 3
5(%2) =z
On l'intégre

gly,z) =yz+c(z)

f(x,y,z) devient
f(x,y,2) = xyz> + yz + ¢(z).

On reporte dans la troisiéme équation:
2xyz +y+c'(z) =2xyz+2z+y
d(z)=2z = c(z)=2%+k

Conclusion: f(x,y,z) = xyz?> +yz +z° + k
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Exercices

En coordonnées polaires on a

X = rcosf
y =rsinf

@ Calculer dx et dy et fonction de dr et df
Q Calculer dx A dy
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Définition: Différentielle extérieure d'une forme différentielle

DEF 1: Si w = f(x1, x2, ..., xpy) est une fonction de classe c! (c'est & dire une
forme différentielle de degré 0) sur un ouvert U C RV alors la différentielle
extérieure de w est la forme différentielle de degré 1 définie par:

dw = df = 2dxq + S dwy + ...+ Phdxy

CPI 2: 2016-2017 (UIC) Fonctions de plusieurs variabes 2016-2017 42 / 55



Définition: Différentielle extérieure d'une forme différentielle

DEF 1: Si w = f(x1, x2, ..., xpy) est une fonction de classe c! (c'est & dire une

forme différentielle de degré 0) sur un ouvert U C RV alors la différentielle
extérieure de w est la forme différentielle de degré 1 définie par:

dw = df = 2dxq + S dwy + ...+ Phdxy

DEF 2: Soit w = Pdx une forme différentielle sur U C IR? de degré 1. La
différentielle extérieure de w est la forme différentielle de degré 2:

dw — (%dx—i— %dy) Adx = %dy/\dx = ——dx/\dy
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Définition: Différentielle extérieure d'une forme différentielle

DEF 1: Si w = f(x1, x2, ..., xpy) est une fonction de classe c! (c'est & dire une
forme différentielle de degré 0) sur un ouvert U C RV alors la différentielle
extérieure de w est la forme différentielle de degré 1 définie par:

dw = df = 2dxq + S dwy + ...+ Phdxy

DEF 2: Soit w = Pdx une forme différentielle sur U C IR? de degré 1. La
différentielle extérieure de w est la forme différentielle de degré 2:

dw — (%dx—i— %dy) Adx = %dy/\dx = ——dx/\dy

DEF 3: Soit w = Qdy une forme différentielle sur U C R2 de degré 1. La
différentielle extérieure de w est la forme différentielle de degré 2:

dew = (52dx + 3y ) A dy = 52 A dy
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Si w = Pdx + Qdy est une forme différentielle de degré 1 sur U C R? alors

dw = d(Pdx) + d(Qdy) = —Z—de/\ dy + %—de/\ dy
y X

c'est a dire

ox ady

deo = (52 — ) dx A dy
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Si w = Pdx est une FD de degré 1 sur U C R3

aP BP 8P aP oP

c'est a dire :d (Pdx) = %—fdz A dx — %dx/\ dy de méme pour les FD de la forme
Qdy et Rdz
9Q aQ oR

d(Qdy) = gdx/\dy— gdy/\dz; d (Rdz) = @dy/\dz— g—fdz/\dx

d (Pdx) = $2dz A dx — §Fdx 1 dy

d(Qdy) = anx/\dy— Zdy/\dz

d (Rdz) = 9Rdy A dz — §8dz A dx
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Si w = Pdx + Qdy + Rdz est une FD de degré 1 sur U C R? alors
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Si w = Pdx + Qdy + Rdz est une FD de degré 1 sur U C R? alors

dw = (%—%)dymfz

Dans U C R? on a pour w = Pdx + Qdy

dw = (%ijf%> dx A dy
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Exercice: Si on fait le changement de variables
x(r,0) =rcosf, y(r,0)=rsin6
Ecrire dx A dy en fonction de dr A d6

dx = cosfdr — rsinfd0 , dy = sinfdr + rcos6d6

o dx A\ dy = (cos@dr — rsin8d0) A (sin@dr + r cos0d0)
= rcos® Odr A df — rsin®0d6 A dr
=r (cos2 0 + sin? 9) dr A\ df
C'est a dire

dx Ndy = rdr N\ dO
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Lemme de Poincaré

Pour toute forme w définie sur un ouvert U C RN on a : d (dw) =

Par exemple si f est une fonction de classe C1 sur un ouvert U C R?
df = gf dx + gf dy et donc d'aprés Schwarz :

0°f 0°f
d(df)—(axay 3yox )dxAdy—O
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Corollaire 1

@ Soit f une fonction de classe C2 sur un ouvert U C R3. Alors
rot(Vf) =0
@ Soit V un champ de vecteurs de classe C2 sur un ouvert U C IR3. Alors

div(rotV) =0
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Définition + corollaire 2

Un ouvert U C RV est dit étoilé (en a € U )si
VxeU, [ax]CU

Corollaire 2 : Soit U € RN un ouvert étoilé en un point a € U. Soit w une FD de
degré p > 1 de classe C1 sur U. Alors on a I'équivalence suivante

dw = 0 & w exacte.
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Exercice: Si on fait le changement de variables
x(r,0) =rcosf, y(r,0)=rsin6

Ecrire dx A dy en fonction de dr A df
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Exercice: Si on fait le changement de variables
x(r,0) =rcosf, y(r,0)=rsin6
Ecrire dx A dy en fonction de dr A d6

dx = cosfdr — rsinfd0 , dy = sinfdr+ rcosd6

o dx A\ dy = (cos@dr — rsin8d0) A (sin@dr + r cos0d0)
= rcos® Odr A df — rsin® 0d6 A dr
=r (cos2 0 + sin? 9) dr A\ df
C'est a dire

dx Ndy = rdr N\ dO
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Exercice: Si on fait le changement de variables
x(r,0,¢) =rsinfcosg, y(r,0)=rsinfsing, ,z=rcosb

Ecrire dx A dy A dz en fonction de dr A dO A dg
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Exercice: Si on fait le changement de variables
x(r,0,¢) =rsinfcosg, y(r,0)=rsinfsing, ,z=rcosb
Ecrire dx A dy A dz en fonction de dr A dO A dg

dx = cosfdr — rsinfd0 , dy = sinfdr+ rcosd6

o dx A\ dy = (cos@dr — rsin8d0) A (sin@dr + r cos0d0)
= rcos® Odr A df — rsin® 0d6 A dr
=r (cos2 0 + sin? 9) dr A\ df
C'est a dire

dx Ndy = rdr N\ dO
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Formule de Green-Riemann

Soit w = Pdx + Qdy une FD de degré 1, de classe Cl sur U c R?
Soit D un domaine compact de U délimité par un lacet simple C, orienté dans le
sens trigonométrique et Cl par morceaux.

Alors
/de—l—Qdy:// a—Q—a—P dxdy.
C D\ dx dy
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Exercice

Calculer la circulation du champ vectoriel V(x,y) = (3x,x +y) le long du cercle
C de centre O et de rayon 1, parcouru dans le sens direct.
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Exercice

Calculer la circulation du champ vectoriel V(x,y) = (3x,x +y) le long du cercle
C de centre O et de rayon 1, parcouru dans le sens direct.

Solution:

Ici

Plx.y)=3x, Q(x,y)=x+y
La circulation du vecteur V est donnée par:

I:/C3xdx+(x+y)dy.
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Exercice

Calculer la circulation du champ vectoriel V(x,y) = (3x,x +y) le long du cercle
C de centre O et de rayon 1, parcouru dans le sens direct.
Solution:
Ici
Plx.y)=3x, Q(x,y)=x+y
La circulation du vecteur V est donnée par:

I:/C3xdx+(x+y)dy.

x = cosf

On pose pour 6 € [0 : 27| { Y = sinf
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Exercice

Calculer la circulation du champ vectoriel V(x,y) = (3x,x +y) le long du cercle
C de centre O et de rayon 1, parcouru dans le sens direct.

Solution:

Ici

Plx.y)=3x, Q(x,y)=x+y
La circulation du vecteur V est donnée par:

I:/C3xdx+(x+y)dy.

On pose pour 6 € [0 : 27] { x i C-OSQ ====== { Z; z ;,?gj:g
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Exercice

Calculer la circulation du champ vectoriel V(x,y) = (3x,x +y) le long du cercle
C de centre O et de rayon 1, parcouru dans le sens direct.

Solution:

Ici

Plx.y)=3x, Q(x,y)=x+y
La circulation du vecteur V est donnée par:

I:/C3xdx+(x+y)dy.

On pose pour 6 € [0 : 27] { x i C-OSQ ====== { Z; z ;,?ga?()dg

27T
I:/ (—3cosfsinf + (cosf +sinB) cos0) db
J0

27T
_ ; 2 _
_'/0 ( sin 26 + cos 0)) do=m

Autre méthode:
% — % =1 et donc, d'aprés le formule de Green-Riemann, il suffit de calculer

fB(O,l) ldxdy qui n'est autre le volume de la boule unité.
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Calculer le travail W de la force F(x,y,z) = (yz,zx, xy) le long de I'hélice H
paramétrée par (x = cost,y =sint,z =t) ou t € [0, F].
Définition: Le travail d'une force F = (P,Q,R) le long d'un chemin H est donné
par , .

/ F.dl = / Pdx + Qdy + Rdz

JH JH

lci :
dx = —sintdt; dy = cos tdt; dz = dt

et donc

INE

w / (—tsin2t—l—tcos2t—l—sintcost> dt
0

ElE]

(t cos(2t) + ;sin(2t)> dt = g

Il
%
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En utilisant la formule de Green-Riemann, calculer | = fD xydxdy ou
D={(xy) €ER?|x>0;y >0;x+y <1}
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En utilisant la formule de Green-Riemann, calculer | = fD xydxdy ou
D={(xy) €ER?|x>0;y >0;x+y <1}
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En utilisant la formule de Green-Riemann, calculer | = fD xydxdy ou
D={(xy) €ER?|x>0;y >0;x+y <1}

On cherche une forme différentielle de degré 1 telle que

90Q _oP _
ox ay_xy'

On peut choisir par exemple P = 0 et il reste %—S = xy c'est a dire:
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En utilisant la formule de Green-Riemann, calculer | = fD xydxdy ou
D={(xy) €ER?|x>0;y >0;x+y <1}

On cherche une forme différentielle de degré 1 telle que
Q P _
ox dy v

On peut choisir par exemple P = 0 et il reste %—S = xy c'est a dire:
Q(x,y) = %xzy.
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En utilisant la formule de Green-Riemann, calculer | = fD xydxdy ou
D={(xy) €ER?|x>0;y >0;x+y <1}

On cherche une forme différentielle de degré 1 telle que

90Q _oP _
ox ay_xy'

On peut chonsnr par exemple P = 0 et il reste aQ = xy c'est a dire:
Q(x,y) = x y. Green-Riemann donne

1
2/ I_de_ﬁ
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