Université
Internationale
de Casablanca

CPI2 : ANALYSE 4

Pr. H. EL AMRI






Table des matiéres

1 Fonctions de plusieurs variables (8h) 3
1.1 Limite . . . . . o o 3
1.1.1  Quelques propriétés . . . . . . . . .. 4

1.2 Continuité . . . . . . . e 4
1.3 Dérivées partielles . . . . . . . . Lo 4
1.3.1 Applications partielles . . . . . . . . . oL 4

1.3.2 Gradient . . . . . . .. 5

1.4 Différentiabilité . . . . . . .. 6

1.5 RAPPEL . . e 6
1.5.1 Différentiabilité d’une fonction d’une seule variable . . . . . . . ... .. .. ... ... 6

1.6 Différentiabilité d’une fonction de plusieurs variabes . . . . . . . . .. ... 7
1.7 Exemples . . . . 7
1.8 Quelques résultats classiques . . . . . . . . .. 8
1.9 Opérations sur les fonctions différentiables . . . . . . . . .. ... ... .00 9
1.10 Etude d'une fonction de deux variables . . . . . . . .. ... ... 9
1.11 Points critiques, extremums . . . . . . . . . ..o 10
1.11.1 Nature d’'un point critique . . . . . . . . . . . . 10

1.12 Intégrations . . . . . . . . L e 11
113 Extrema . . . . . . oL 11

2 Courbes et surfaces (6h) 13
2.1 Imtégrales de surfaces . . . . . . . . .. 13
2.2  Formes différentielle et intégrales curviligne . . . . . . . . . . ..o 13

3 Notions sur les équations différentielles non linéaires (4h) 15
3.1 Existence et unicité locale d’une solution du probléme de Cauchy . . . . . ... ... ... .. 15
3.2 (Prolongement d'une solution) . . . . . . . . ..o 15

4 Transformée de Laplace (6h) 17
4.1 (Transformée des fonctions usuelles) . . . . . . .. ... Lo 17
4.2 (Transformée des fonctions usuelles) . . . . . . .. ... Lo 17
4.3 (Opérations) . . . . . . . . 17
4.4 (Transformée inverse . . . . . . . . ... 17
4.5 (Poles et zEros) . . . .. 17
4.6 (Fonctions de transfert) . . . . . . . .. Lo 17






Chapitre 1

Fonctions de plusieurs variables (8h)

Définition 1.0.1. Soit n € N, on appelle fonction de plusieurs variables toute application de D C R"™ dans R.

{f:D—>R (11)

r = (21,...,7,) — f(2)

Exemple 1.0.2. 1. f(x,y) = 2% +y* est une fonction de deux variables définie sur R? tout entier

2. flz,y) = g est une fonction de deux variables définie sur R x R*.

3. flx,y,z) = (y + %) log z est une fonction de 3 variables définie sur RT* x R x R*.

Définition 1.0.3. Soit f une fonction de n variables. On appelle domaine de définition de f l’ensemble des
x € R™ pour lesquels f(x) existe.

Dy ={zxeR", tel que f(z)e R}
Exercice 1.0.4. Donner les domaines de définition des fonctions suivantes :

L fl(l‘7y) = %

2 falry) = ==

1 Y

3. f3(z) = In(cos(x))
Dy, ={(z,y) €R*, z#y}
Dy, = {(z,y) € R* 2?+4* <1} = B(O,1)

Dy, = {z € R, —g+2k:7r<x<g—l—2k7r, keZ}

1.1 Limite

Définition 1.1.1. Soit f définie sur un domaine D C R" soit xy € D.

1. On dit que f converge vers | € R quand = tend vers xo si lim f(x) =1, c’est a dire :

T—T0
Ve>0, In>0, VeeD, |lx—zf| <n=|f(x)=1<e (1.2)
2. On dit que f converge vers 400 quand = tend vers xo si lim f(z) = 400, c’est a dire :
Tr—xT0
Va>0, In>0, Ve D, |[z—x <n= f(z) >« (1.3)



3. On dit que f converge vers —oo quand x tend vers xo si lim f(x) = —oo, c’est a dire :
Tr—TQ

Va<0, In>0, Ve D, ||z—x <n= flz) <« (1.4)

Ty
1‘2+y2 .

Exercice 1.1.2. Soit f la fonction définie par f(zx,y) =
1. Donner le domaine de définition de f

2. f admet-elle une limite quand (z,y) tend vers (0,0)7

[l =[] + - 4 [

N[

zll2 = (Jo1 ] + ... + [za]?)
|2]| o = mazx (|z;], i =1,...,n)

Df = {(l'ay) € RQ? (:L‘,y) 7é (070)}

1 1
2. Sur la premiére bissectrice f(x,z) = 5 et sur la deuxiéme bissectrice f(z, —x) = —5

La limite obtenue dépend du chemin suivi. Donc pas de limite.

1.1.1 Quelques propriétés

Théoréme 1.1.3. Soit f : Dy CR" — R et g : Dy C R® — R deux fonctions définies sur deux domaines
Dy et Dy tels que Dy N Dy contient une boule. Soit xog € D1 N Dsy.

Si lim f(z) =1 et lim g(x) =1, alors lim(f+g)(x) =1+, lim(fg)(x)=1U

T—T0 Tr—T0 Tr—T0

et

Et sil' #0 alors
lim _f(x) = i
T—x0 g(x) !

1.2 Continuité

Soit f définie sur un domaine D C R" soit xy € D. On dit que f est continue en zq si lim f(z) = f(xg), c’est
Tr—x0

a dire :
Ve>0, In>0, VYeeD, |[v -z <n=1f(x) = f(zg)] <€ (1.5)

Exercice 1.2.1. Soit f : (x,y) € R> — x+y. Montrer que ¥(xg,y0) € RxR on “ )lir(n )f(x,y) = f(xo,y0)
z,y)—(T0,Y0

c’est a dire que la fonction f est continue sur R x R.

1.3 Dérivées partielles

1.3.1 Applications partielles

Soit f : D C R® — R une fonction de n variables. Si on fixe les n — 1 variables x, s, ..., ;_1, T;41, ..., T, ON
peut définir les n applications dites applications partielles :
firx € R— R, fi(z) = f(z1,.., 1,7, i1, .., Tn) €R



Dans le cas n = 2 f : R*> — R on a deux applications partielles f; : © — fi(z) = f(z,y) et fo :y —

Foly) = f ) Pax exemple, si f(r.y) = 5
. = - xy
fl-x >f1(x)_x2+y2
. } s _xy
fQ-y f2(y)_x2+y2

Théoréme 1.3.1. Si f : R" — R est continue en mg = (zo1, To2, ---, Ton), les n applications partielles f; de
R dans R sont continues en xg;.

On remarquera que la réciproque de ce théoréme est fausse, comme le prouve I’exemple suivant :

Exemple 1.3.2. Soit f(x,y) = 562——11—/342 pour tout (z,y) # (0,0) et f(0,0) = 0. Au point O(0,0) les deuz

fonctions partielles f, et f, qui sont égales a 0 sont continues; cependant f n’est pas continue en O : si l'on

# f(0,0) pour (t #0).

=tz la limit O est
pose y = tx la limite en O es TP

Définition 1.3.3. Dérivée : Soit f : I C R — R une fonction dérivable sur un intervalle I C R. La dérivée
de f au point a € I est donnée par :

) — tim L8 @) Sla ) = fa)

T—a Tr —a h—0 h

Définition 1.3.4. Soient f: D CR™ — R et a € D. On appelle dérivée partielle par rapport a x;, (i =1,...,n)
de f en a = (a1, as, ...,a,), et on note %(a) la dérivée de la fonction partielle de f en a; :

of (a) = lim flay, ., @i, aq) = f(a) _ i flay,...,;a; + hi, ...an) — f(a)

3%‘ Ti—a; T; — Q; h;—0 hz

(1.7)

Remarque 1.3.5. Une fonction peut admettre toutes les dérivées partielles en un point a € D sans étre
continue en ce point. Mais :

Théoréme 1.3.6. (CONDITION SUFFISANTE DE CONTINUITE) Soit f : D C R® — R une fonction

telle que les n fonctions

sotent continues en a € D alors f est continue en a.

8331-

1.3.2 Gradient
Définition 1.3.7. Soit f: D CR" - R etae D

1. On appelle gradient de f en a le vecteur

of
aiEl

af
gradf(a) = Vf(a) = | Oz, (1.8)

2. On appelle divergence de f en a le scalaire

divf(a) = V.fla)= 2L+ 2L o 9T

or T o T o (1.9)



1.4 Différentiabilité

Définition 1.4.1. Soit f : D C R" — une fonction. Soit xy € D tel que il existe une boule B(xg,7) C D
On dit que f dérivable ou différentiable au point xq si :

A(ly, loy .. 1) € R™ telque
f (ZL‘() + (hl, hg, ey hn)) = f(on) + llhl + l2h2 4+ ...+ lnhn + ||h||€(h)

avec  lim e(h) =0
h—(0,0,...,0)

Exemple 1.4.2. La dérivée de f(x,y) = 3x cosy + 4y cosx au point (0,0)

2

£((0,0) + (h,k)) = f(h,k) = 3hcosk + 4k cosh = 3h(1 — %2 +e(k?)) + 4k(1 — % + e(h?))

k2 h?
=3h—3h7 + he(k?) + 4k — Bk + ke(h?)

k? h?
= 3h + 4k — 3h5 + he(k?) — 3/43 + ke(h?)

1.5 RAPPEL

1. Pour tous = = (x1, %9, ..., n), ¥y = (Y1,Y2, ---,Yn) € R™ on note le produit scalaire de z et y par :

TY =Ty + Dol + o+ T = Y Tl

1=1n

2. Pour tout x € R™ on note sa norme euclidienne par :

|z|| = Voo = \/:c% +ad+ ..+ a2
3. On désigne par o(h) toute fonction o : h € R"—o(h) € R telle que

limo(h) =0

h—0

1.5.1 Différentiabilité d’une fonction d’une seule variable

Définition 1.5.1. Soit f : D C R — R une fonction. Soit a € D tel que Ir > 0 vérifiant |a — r,a + r[C D.
On dit que f est différentaible en a si :

1. 3l € R tel que : Vh € R vérifiant a+h € D on a :

fla+h) = f(a) +lh+ ho(h)  avec limo(h) = 0.

h—0

2. Le réel | est appelé la dérivée de la fonction f au point a. On le note
I = f'(a).

3. Et la fonction
ff*DCR—R
a— f'(a) -

est appelée la fonction dérivée de la fonction f.



4. On a aussi pour tout x € D :

f(x)=fla)+l(x—a)+ (r —a)o(xr —a) avec limo(x —a)=0.

T—a
Remarque 1.5.2. St une fonction f est dérivable en un point a alors
1.
h) — —lh
limf(a +h) = J(a) = limo(h) =0
h—0 h h—0
2.

lim L@ =D oy =1 = f(a)

h—0 h h—0

3. f est continue en a : En effet

limf(z) = lim(f(a) + l(z —a) + (z — a)o(x — a)) = f(a).

r—a T—ra

1.6 Différentiabilité d’une fonction de plusieurs variabes

Définition 1.6.1. Soit f : D C R"— R une fonction. Soit a € D tel que Ir > 0 vérifiant B(a,r) C D. On dit
que f est différentiable en a si :

1. AL € R™ tel que Yh € R™ wvérifiant a+h € D on a :

2.
fla+h)= f(a)+ L.h+ ||h||o(h)  avec }llig(l)o(h) =0.

3. Le vecteur | est appelé dérivée de la fonction f au point a. On le note
L= f'(a).
4. On aura aussiVx € D on a :

f(x) = f(a)+ L.(z —a) + ||z — al]]o(x —a) avec limo(x — a) = 0.

Tr—a
5. Et on note
f'(a) =V f(a)
Remarque 1.6.2. Si une fonction f est dérivable en un point a alors on :
1.
h) — — L.h
fim @) = Fla) = LRl oy = 0
h—0 HhH h—0

2. f est continue en a : En effet

limf(x) = lim(f(a) + L.(x — a) + ||z — al|o(x — a)) = f(a)

Tr—a r—ra

1.7 Exemples

Exemple 1.7.1. On considére la fonction f définie par f(z,y) = zy
On calcule la drivée de f en en un point (a,b) en utilisant la définition

fla+h,b+k)=(a+h)(b+ k) =ab+ ak + bh + hk

hk
= f(a,b) + bh + ak + Vh2 + kK2 ———



hk

= f(a,b) + bh + ak + vV h? + k?o(h, k) avec o(h,k) = ———
flat VIEE TRo(h 1) avec o) =

(o(h, k) tend vers 0 quand (h, k) tend vers (0,0) (exo))

a

Conclusion : f'(a,b) = V f(a,b) = ( b )
Exemple 1.7.2. f(z,y) = sin(xy)

fla+h,b+ k) =sin((a+ h)(b+ k)) = sin(ab + ak + bh + hk)

= sin(ab) cos(ak + bh + hk) + cos(ab) sin(ak + bh + hk)
= (sin(ab) (1 — ||(h, k)|lo(h, k)) + cos(ab) (ak + bh — ||(h, k)||o(h, k))
= sin(ab) + cos(ab) (ak + bh) + |[(h, k)||o(h, k)
D’ou V f(a,b) = (bcos(ab), acos(ab))

1.8 Quelques résultats classiques

Définition 1.8.1. Soit f une fonction diférentiable en a = (ay,as, ..., a,). On définit

1. Le gradient de f en a: C’est le vecteur

radf(@) =71 = (32 @, 3L @ )

2. La différentiable de f en a :

_ 9/, af of . 3]“
3. La divergence de f en a :
. aof af af B af
divf(a) = (99(:1( )+8x2( a) + .. +8xn( )—i;n&xi(a)
4. On dit que a est un point critique de f si
Vf(a) =
Théoréme 1.8.2. 1. Si f est diférentiable en a = (ay, as, ..., a,) alors elle est continue en a.

2. Si f est diférentiable en a = (a1, aq, ..., a,) alors f admet des dérivées partielles en a et on a :

of of
axl(“)’a_xg(a> &zrn( a)

f'(a) =V f(a) = (

3. Si f est différentiable en a, alors la dérivée selon toute direction v = (v1,v,...,v,) (de norme 1) de f
en a existe et on a :

0 0 0
) = v £(0) = 5 (0) + a5 @) v (a)

0
85 (a) = fi,(a) = dérivée selon la direction e; = (0,0, ...,1,0,0...0)

5. Si f est de classe C' dans un voisinage de a (c’est a dire les dérivées partielles existent et sont continues)
alors f est différentiable en a.




1.9 Opérations sur les fonctions différentiables

Théoréme 1.9.1. Somme, Produit et quotient

Soient f et g deux fonctions différentiables en un point a. Alors :

1. f+ g est différentiable en a, et on a

V(f+g)(a) = Vf(a)+ Vg(a)
d(f +g)(a) = df(a)+dg(a)

2. fg est différentiable en a, et on a

V(fg)la) = ¢(a)Vf(a)+ f(a)Vg(a)
d(fg)(a) = gla)df(a)+ f(a)dg(a)

3. Si de plus g(a) # 0 alors i est différentiable et on a :
g

\V/ (i) (a) = 9(a)V f(a) — f(a)Vg(a)

g g(a)?
f _ gla)df(a) — f(a)dg(a)
d(g) (@) = g(a)?

Théoréme 1.9.2. Composées de fonctions différentiables Soient f : D C R" — R différentiable en
a €D etyp:R— R différentiable en f(a).
Alors wo f: D CR"™ — R est différentiable en a et on a

(wof)'(a) = V(pof)(a) = ¢'(f(a))f'(a) = ¢'(f(a))Vf(a)

1.10 Etude d’une fonction de deux variables

On se place dans R? et on étudie une fonction f. Soit (a,b) € Dy Alors

N af af 1 [0*f ) o0 f o0 f 5 5
Flah,bik) = fla b+ 5 ()it G (e bk ( 23 0D 25 (0, bk S 0, DR )+ (. B) P, b
0 f o0 f
1 Ox? (a,5) Oxdy (a,) h h
:f((L,b)—|—Vf((L,b).(h./k)+§ :
0 f 0 f k k
—(a,b) —=(a,b
0:1;0;1/(0’ ) oy? (a,)
On pose pour simplifier
*f *f *f
Q_@(aam ) 6_8_y2(a7 ) ) 7_a$ay(a’vb)

Alors
1
fla+hb+k)= f(a,b)+ Vf(a,b).(h k)+ E(ah2 + 2vhk + 61{2) + RESTE



1.11 Points critiques, extremums

Définition 1.11.1. Soit f: D € R® — R une fonction et a € D.

1. a est dit extremum local de f si il existe un voisinage V de a
f(z) < fla) Yz €V, mazimum relatif

ou
f(z) > fla) Yx €V, minimum relatif

2. a est dit extremum absolu de f si :
f(z) < f(a) Yx € D, maximum absolu

ou
f(z) > f(a) Yx € D, minimum absolu

3. Si f différentiable en a, a est dit point critique de f si V f(a) = 0).

Théoréme 1.11.2. Soit a un point critique d’une fonction f. Alors si V2f(a) # 0 alors a est un extremum

de f.

1.11.1 Nature d’un point critique

Remarque 1.11.3. Si (a,b) est un point critique alors

1
fla+h,b+k)— f(a,b) = §(ah2 + 2vhk + Bk*) + RESTE

1, n\’ h
—§k: (a (E) +27E+ﬁ>+RESTE

h
On pose = A alors

fla+h,b+k)— f(a,b) = %/ﬁ (aX? 4+ 29X + ) + RESTE

Et la position de f(a+h,b+ k) par rapport a celle de f(a,b) ne dépend que du signe du polynome du deuxiéme
degré
aX? + 29\ + B

*f N Pf, P
<(7.”I:0y (ab)) < @(aa b)(?T/Qm’b)

Théoréme 1.11.4. 5%

alors
92
1. (a,b) est un minimum si @(a b) >0
82
2. (a,b) est un maximum i W(a b) <0

St

az]z 2]‘ 2]t
<3;L'6y(a’b>> > g(z b)&/ (a,b)

alors le point (a,b) n’est ni maximum ni minimum, f(a+ h,b+ k) — f(a,b) change de signe en fonction de A
donc en fonction de h et k.

Exercice 1.11.5. Que se passe t-il si

o f o, 0P
<8x8y(a’b)) Oasz(a b)a_( b) 7

10



Exercice 1.11.6. Déterminer les extremums locauz des fonctions f : R? — R suivantes et donner leur
nature :

© 2 NS vt o
-
AAAAA/EA/—\AA
8

~
S 8
—

Exercice 1.11.7. Soit f(z,y) =y?> —2?y+2? et D = {(z,y) e R%; 2?2 -1 <y <1 — 2%}
1. Représenter D et trouver une paramétrisation de I", le bord de D.

Justifier que f admet un maximum et un minimum sur D.

Déterminer les points critiques de f.

Détermaner le minimum et le maximum de f sur T

En déduire le minimum et le mazimum de f sur D.

Exercice 1.11.8. Pour chacun des exemples suivants, démontrer que f admet un mazimum sur K, et déter-
miner ce marimum.

1 flr,y) =2yl —z—vy) et K ={(z,y) e R} z,y >0,z +y < 1}
2. flz,y)=x—y+2*+y® et K=10,1] x [0,1]
8. f(x,y) =sinzx siny sin(z+y) et K =[0,5]?

1.12 Intégrations

Définition 1.12.1. Soit f : D = [a,b] X [¢,d] — R une fonction continue. On dit f est intégrable sur D si

d
/ f(z,y)dy existe Yz € [a,b)

[ ([ iy o existe.
J[ seisay= [ ([ swar)as= [*([ i) ay

1.13 Extrema

On note :
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2.1 Intégrales de surfaces

2.2 Formes différentielle et intégrales curviligne
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Chapitre 3

Notions sur les équations différentielles non
linéaires (4h)

3.1 Existence et unicité locale d’une solution du probléme de Cauchy

3.2 (Prolongement d’une solution)
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