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Exercice 1

Déterminer si les formes différentielles suivantes sont exactes et dans ce cas, les intégrer :
1. wy = 2zydx + z2dy
2. wy = xydr — zdy + xzdz
3. wg = 2we® ~Ydx — 2e$2_ydy
4. wy = y22dx + (122 + 2)dy + (2ryz + 22 + y)dz.

Solution

1. Le domaine de définition de w; étant étoilé, alors il suffit de vérifier si la forme w; est fermée.

P(z,y) =22y, Q(z,y)=2?

oP Q
=2 t =2 =9
oy T e T
Donc la FD w; est fermée donc exacte.
Il existe donc une fonction f de classe C' sur R? telle que
of of
=df = —d —d
w1 ! oz " + dy 4
On écrit alors of
— =2 1
5 = 20y (1)
af 5
g )
T @

d’ott d’apreés la ligne (1)
flo.y) =2y +c(y)

On dérive par rapport & y et on remplace dans la ligne (2)

Of o 4\ _ 2
8yiz +d(y) ==

ce qui donne ¢/(y) = 0 et donc ¢(y) = cte = k Conclusion
fla.y) =ay +k
2. Pour wy = xydxr — zdy + xzdz on a

P<m’ y’ Z) = :I;y b Q($7 y7 Z) = —Z ) R<m’ y’ Z) =Tz
oP Q)
— =z, — =0
oy ox
La FD ws n’est pas fermée, elle ne peut donc étre exacte.
3. w3 = 2re® ~Ydx — Qexz_ydy
n’est pas fermée donc n’a aucune chance d’étre exacte.

4. wy = y2?de + (v2° + 2)dy + (2x0yz + 22 + y)dz. On vérifie facilement que

or _oq
oy Oz
or _on
0z  Ox
9Q _ OR
0z Oy




La FD w, est exacte. On cherche alors une fonction f de classe C' telle que

0 7] 0
wq=df = %dz+ 8—£dy+ a—‘idz

D’ou le systéme différentiel

of 4

%—yz (1)

af

a—yf:cz +z (2)
6—f:23:yz—|—2z+y (3)

0z

(1) donne f(z,y,2) = xyz? + g(y, z) qu’on dérive par rapport & y et on remplace dans I’équation (2) :

0 0
a—ch =z2% + a—z(y,z) =z22 42
D’out
29 (9.2) = 2
By Yy,z) =
et donc
9(y,z) = yz +c(z)
Récapitulons

[y, 2) = 2y2® + yz + c(2)

On dérive par rapport & z et on remplace dans 1'équation (3)

0
3—f:2xyz+y+c’(z):2xyz+2z+y
P

d’ont ¢/(z) = 0 et donc ¢(z) = cte = k
On conclut alors que :
fla,y,2) =ay2® +yz + k

Exercice 2

Soit w la forme différentielle w = (y* — 62y?)dx + (3zy* — 622%y)dy
1. Montrer que w est une forme différentielle exacte sur R2.

2. En déduire l'intégrale curviligne le long du demi-cercle supérieur C; de diamétre [AB] de A(1,2) vers B(3,4).

Cy B(3,4)

A(1,2)

)

FIGURE 1 — Le domaine D

Solution
1. Comme le domaine est étoilé il suffit de démontrer que w est fermée.
oP 0Q
— = — alors w est exacte.
y Or



2. Premiére méthode : On cherche f de classe C! telle que w = df c’est a dire

Of _ 5 o o

5 = ¥ 6yt (1)
of o o 2

3y 3xy? — 62y (2)

L’é¢quation (1) donne f(z,y) = zy> — 32%y* + ¢(y) On dérive par rapport a y

% = 3zy® — 62%y + ¢ (y)

et on remplace dans (2)
3zy? — 622y + ¢ (y) = 3zy* — 627y

qui donne ¢/(y) = 0 et donc ¢(y) = Cte = k

flz,y) = 2y® — 32%y> + k = 2y (y — 32)

W= [ w=[ df =f(B)-f(A)=7r34-f(12)

Cy Cy

W =3%16%(4—9)—4(2—3) =4 —15%16 = —236

/w—l—/ w—/(w—m—j)dxdy—o
C1 BA p \ 0z dy

Exercice 3

Comme w est exacte alors

On considére le champ vectoriel

Ce champ est-il un champ de gradient ?
Solution

La forme différentielle associée
w =14 2zydr + (z* — 3)dy

n’est pas exacte. Le champ vectoriel V' n’est donc pas un gradient.
Exercice 4
Quel est le champ vectoriel qui dérive du potentiel

U(z,y,z) =1+ +zy +xyz?

Solution
Le champ vectoriel V' qui dérive du potentiel U est

oU oU oU
V(xayvz) = (axa ayvaz> = (1 +y+yz,x+x2,ry)

Exercice 5

Calculer la circulation du champ vectoriel V (z,y) = (3z,z + y) le long du cercle C de centre O et de rayon 1, parcouru
dans le sens direct.

Solution

La circulation de V le long du cercle C(O, 1) peut se calculer de deux maniéres différentes :



1. Calcul direct :
:/ V.di :/ 3zdr + (z + y)dy
C C

On termine les calculs en passant aux cordonnées polaires sur le cercle

rx=cost N dr = —sin 6d6f
dy = cos 0df

27
= / (—3cos@sinf + (cosd + sin ) cos ) do
Jo
2m
= / (cos® 0 —sin(260)) df =
0

2. Par la formule de Green-Riemann, D = B(0, 1) :

_ _ [ (9@ _oF
I—/C(de—dey)—/D (83@ 8y)dmdy

= / ldzdy = Aire(D) ==
D

Exercice 6

Calculer le travail W de la force F(x,y, z) = (yz, zz, zy) le long de I’hélice H paramétrée par

. 0
r=cost, y=sint, z=t; te[O,Z}
Solution

1. Calcul direct :
W:/ ﬁ.cﬁ:/ Pdz + Qdy + Rdz
H H

‘dwz —sintdt , dy = costdt , dz = dt‘

1
W :/ (—tsin®t +tcos®t + costsint) dt
0

™

_ /O ! (tcos(Qt) + ;sin(Qt)) dt — /0 ' (t;sin(Qt))/dt

ol

2. En remarquant que la forme différentielle associée
w = yzdx + zxdy + rydz

est exacte, en effet :
or 0@ oP OR 0Q _OR

9y  Ox 9z Oz = 0z Oy
Et donc on cherche f telle w = df, c’est a dire :

9=y (1)
% =zr (2)
U=ay (3

On trouve que
f@,y,2) =wyz+ k

et donc

W =f(B) - f(A)
ou
— A(1,0,0) est le point correspondant a t = 0 et



2 V2
— B(%, g, g) le point correspondant a ¢t = %
\/Q \/5 T ) i
W_f(77771)_f(17070)_ g

Exercice 7

On donne le champ vectoriel
V(z,y,2) = (y* cosz, 2y sinx + €%, 2ye*?).

1. Montrer que ce champ est un champ de gradient.
2. Déterminer le potentiel U(z,y, z) dont dérive ce champ sachant qu’il vaut 1 a origine.
3. Quelle est la circulation de ce champ de A(0,1,0) B(%,3,0)?

Solution

1. En posant
P=y?cosz, Q=2ysinz+e**, R=2ye®

on vérifie facilement que

OP  9Q 9P OR  09Q OR

dy  dr ' 9z 9dxr 9z Oy
et donc V' dérive d’un potentiel (c’est a dire que V' est un champ de gradient)

2. On cherche une fonction U(z,y, z) telle que

%Y =y?cosxr (1)

U — 9ysinz 4+ e?*  (2)
a0 =2y (3)

(1) = U = y?*sinz + g(y, 2)

On dérive par rapport a y et on remplace dans (2)

oUu 0
oy 2ysinz + a—g(y,z) = 2ysinz + e**
Donc 9
oy Wo7) = ¢
et donc
9(y, z) = ye** + c(2)
c’est & dire

Uz,y,2) = y?sinz + ye** 4 c(z)
On dérive par rapport & z et on remplace dans (3)

%—Z = 2ye?* + (2) = 2ye**

il reste ¢/z) = 0 cest & dire ¢(z) = Cte = k et
Ulz,y,2) = yrsinz + ye? + k

Le potentiel qui prend la valeur 1 en (0,0,0) est

‘U(Q?:yaz) = y2 sinx + ye‘ZZ +1

Exercice 8

On considére la forme différentielle
w= (22 + % + 2z)dx + 2ydy.



1. Montrer que w n’est pas exacte.

2. Trouver une fonction ¢ (z) telle que Yw = df. Préciser alors f . (On dit que 4 est un facteur intégrant.)

Solution

—_

. La forme différentielle w n’est pas exacte, puisqu’elle n’est pas fermée.

2. On pose
w1 = P(x)w = () (2 + y? + 22)dx + 2y(x)

Et on impose que cette nouvelle FD est exacte , c’est a dire que

Ve,yeR, on a : 2yp(z) =2y’ (x)

Qui donne
c’est a dire

On cherche f telle que
df = ke® (2% + y* + 2x)dx + 2kye”

On cherche g = % pour alléger I’écriture et on multiplie par £ & la fin. On doit avoir

g—g =e"(2? +y2+22) (1)

2]
o =2ye® (2)

On intégre I’équation (2)

g9(x,y) = y’e” + c()
On dérive par rapport a = et on remplace dans I’équation (1) :

0

e _ yle” + ' (x) = e (x? + y* + 22)
Ox

I1 reste

d(z) = e®(z? + 2z) = %(m%‘”)

D’ou ¢(z) = 2%e” + « et on conclut que
9(z,y) = (2 +y*)e” +a

et donc

[ f.y) = k(2 + yP)e” + 8]

Exercice 9

Soit
w = (x+y)dr + (x —y)dy.

Calculer l'intégrale curviligne de w le long de la demi-cardioide d’équation en polaire

r=1+cosf , 6¢€]l0,n]

Solution

La forme différentielle w est exacte, w = df ou

732 7’12
fla,y) = =2

+azy+k

Donc

[ o= [ dr=10)~ £a) = 1(0.0) - f(2.0) =0
C C
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FIGURE 2 — Demi-cardioide

Exercice 10

Calculer l'intégrale curviligne de w = ydx + 2xzdy sur le contour du domaine défini par :

22 +9y? -2 <0
D : 9 9
¢ +y -2y <0

parcouru une fois en sens direct.

FIGURE 3 — D est l'intersection des deux disques



