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Valeurs propres et vecteurs propres

Diagonalisation d’une application linéaire

Diagonalisation d’une matrice symetrique

matrices tres importantes



4.1 Valeurs propres et vecteurs propres

Comment trouver une base pour que la matrice associée soit diagonale?

4.1 Valeurs propres et vecteurs propres

Définition 4.1 Soit V un espace vectoriel et T° une application linéaire de V' dans

V. Un vecteur propre de T :V — I est un vecteur non nul paralléle & son image,
c'est-a-dire

T(my=Au, u=#0

|

ol A est un réel appelé la valeur propre associée au vecteur propre

Interprétation

géomeétrique A u
u
u
u
_/1>l. 0<A=<l A==1
Dilatation Contraction Inversion




> > > -> ->

Exemple 4.1 T(xityj+zk)=(x-2)i -(x+2)] +(z- x)k
> > > 3> 5> > > > >
a) T(| -])-I—j'l'k H(l—j) I —] n’est pas un vecteur propre
-> > > > >
b) T(I+j+k)--2l #l(l j+k) | + )+ k n’est pas un vecteur propre
> S> > S>> -> >
c) T(i-k)=2i-2k=2(i-k) -k estun vecteur propre
avec valeur propre L= 2
> > - ->
d) T(j)=0=0(j) ] est un vecteur propre

avec valeur propre A=0

Définition 4.2 : Soit 4 une matrice carrée nxn. Un vecteur propre de A estun
vecteur colonne nx1, non nul, tel que

AU =AU

ou A est un réel appelé la valeur propre associée au vecteur propre [J .




Exemple 4.2 soit la matrice A

4 6 6
A=l 1 3 2:|
-1 -5 -2

—>
u, =(4,1, -3)!  vecteur propre avec valeur propre i =1

vérifier que

?2 =(3,1, -Z)t vecteur propre avec valeur propre » =2

Caractérisation d’une valeur propre 2, d’une application T
-
- ey oa . - .
up #0 vecteur propre associé ary, T(ugy) =21 03

T(Ug) -2g Uy =0
> > ] i . - -
(T -25id)ug =0 id : transformation identité

donc ug £ Ker(T - 34id)




Caractérisation d’une valeur propre i, d'une application T

_J;] 0 vecteur propre associé a i, T(_LTO) =1 ﬁ;
T(Up) - 29 Ug =0
] + " L - u r
(T-2gid)ug=0 id : transformation identité

Uy € Ker(T - 1gid)
" si T-igid estréguliere alors Ker(T -4,id) = {TJ}}
alors il n’y a aucun vecteur_a aﬁ_ﬁ tel que T(G’i = 10_11)
et 2y n’est pas une valeur propre
* si T- )yid estsinguliere alors dim Ker(T - 24id) =1
alors il existe au moins un vecteur_:ﬁ #_0)
et )y estune valeur propre

cas particulier : si T est singuliére alors i = 0 est une valeur propre

de T et Ker(T) est le sous-espace associé air=0




Caracterisation d’une valeur propre ko d’une application T

_>.
LTE # 0 vecteur propre associe a i T(L_IE} = lu_u}o
G’E} € Ker(T - 2id) id: transformation identiteé
notation: E; g = Ker(T -kyid) sous-espace du noyau

Ecriture matricielle

* Ag estune valeur propre ¢m—) det (A-3pI) =0

I : matrice identite

—> > >
Up estun vecteur propre associe a i, <¢mp (A -igl)u;=0




-

Exemple 4.4

recherche directe /
des valeurs propres -/ oy

= basee sur la
deéfinition de la /
transformation

-
|
|

k 4

-
Fi § LR )

-

T:vZ —>\2 projection sur [a] parallelementa [b]

> >
ue[b]

-

T(u) =0 =01

" r - +
2. =0 valeur propre associeeaue [b]

-> >
uef[a]

-
u

-
T(u) = 1

-
).=1 valeur propre associéea uef[a]

methode de la recherche directe des valeurs propres et
vecteurs propres est tres rarement employée en pratique
existe-t-il une autre methode?

oui, avec le langage matriciel

-




recherche des valeurs propres

—-> >
Au=iu

(A—- Al )u_*= 0 systeme homogéene
pour que 2 soit une valeur propre: A - AI doit étre singuliére
dét (A-AI) =0 : équation caractéristique de A

polynéme de degrén : polynédme caractéristique de A

si . estuneracine d’ordre k: i est de multiplicité algébrique k




4.1 Valeurs propres et vecteurs propres

Exemple 4.5 3 1
A=

4 6

dét(A-2D=(3-2)(6-2) - 4

=22 -9 +14 = -2)(~-7)
det(A-iI)=0 2 valeurs propres réelles

» =2 de multiplicité 1

» =7 de multiplicité 1

Exemple 4.6 2 -1
A=

5 -2

det(A-2D=(2—-2)(-2-—2)-5%-1)
=22 +1
det(A-2I)=0 pas de valeurs propres réelles

solution avec des nombres complexes




4.1 Valeurs propres et vecteurs propres

Exemple 4.7 5 0 1
A=|l1 1 0
<71 1 0

det(A-AD)=(5-2)*"[(1-0)*0-2)-1°0]

S0*[1*0 - (-7)*0] + 1*[1*1-(-7T)*(1 -2)]
=E-1)"[A-2)CN] + 1 [1+7(1-3)]
=(5-2)*[-2+22] + [8-7%]
=-23 + 622-12) +8
=.(1-2)3

déet(A-AiI) =0 . =2 racine triple (ordre 3)
une seule valeur propre de multiplicité 3

remarque : matrice 3 x3 donne polynome de degré 3

donc au moins une valeur propre réelle




4.1 Valeurs propres et vecteurs propres |

recherche des vecteurs propres

pour chague valeur propre ;.
les vecteurs propres associes sont dans Ker (T - iid)

sous-espace associe note E,
dimension de E; = multiplicité géomeétrique de 3
peut-on prevoir la dimension de E, ?

reponse : pas toujours ....... mais on a le résultat suivant

— s e ——

Théoréeme 20 Soit A une matrice camée. La multiplicité géomeétrique d'une valeur
propre de A est plus petite ou égale & sa multiplicité algebrique.

multiplicité géomeétrique = multiplicité algébrique

si multiplicité algébrique =1 alors multiplicité géomeétrique = 1



Exemple 4.8 déterminer les espaces associés a chaque valeur
propre de I'application dont la matrice représentative

- - —>
dans la base B =(b4, by, b;) est

3 -2 0
A=|-2 3 0
0 0 5

SOLUTION 3-% -2 0
dét (A-2I) -2 3- 0

0 0 5-%

= -33 + 1122 -35). +25

=(h -52(1-2) =0

A =1 de multiplicité 1

}o =5 de multiplicite 2




. -3
cas iy = 1 \ trouver le vecteur propre u; correspondant
0

. L [ 2-2 0][x
us =(x, Y, z) (A-D)uy=|-2 2 0||[y|=|0
0 0 4]z L0
2x -2y +0z =0
4z = 0
y=x z=0

xv.2)" =(xx0)" =x(1,1,0" x&¢
= A A

. -
espace vectoriel associea iy = 1 est [uy]

multiplicite geometrique =1




. >
cas ., = 9 | trouver le vecteur propre u, correspondant

o[22 o] [x 0
A-I)u,=[-2 -2 0| | y|=]0
_0 0 0_ _Z _ﬂ_
-2X -2y +0z =10
y = -X Z quelconque
x v,z =(x,-x,2)" =x(1,-1,0)' + 2(0,0,1)! x,z€&?*

<> = = -
uy =by-b, et U; =bh;

. - - o A 4
espace vectoriel associea i, = 5 est [u,,u;]

multiplicitée géometrique =2




Exemple 4.9 déterminer les espaces associés a chaque valeur

propre de l'application dont la matrice représentative
> —=>
dans la base usuelle B=(i, j) est

-3/5 4/5
A=
4/5  3/5
SOLUTION =3[9 - A 4/35
dét(A-2I) =

415 3/5 -k
= (-3/5 -1) (3/5-2) - (4/5)(4/5)
= -0/25 + (3/5) 2. - (3/5) 1.+ 22 - 16/25
=32 -1 =0
Ay =1  de multiplicité 1

by ==1 de multiplicité 1




—-8/5 4/57 x’ 07

by =1
(A-T)u; = =
 4/5 205 ||y 0 |
-8/5x + 45y =10
4/5x - 2/5y =0 donne y=2x
(x,y )= (x, 2x}t=x(1 2)! xe:
- >
droite vectorielle | u1 ] u1 =i+2]
by ==1 donne =-2y [uz] E’;=-2T+T
2droites dy: y=2x et d, : x=-2y
-> > >
u, et u;_. sont orthogonaux : uq*up; =0  forment base B’
> —>
T(I.l-l} - }1 1 = U4 et T(Uz} - ‘*"2 llz ==Uy

1 0

j| est diagonale

matrice de la transformation[T ]g:
0 -1



interprétation géometrique de la transformation T :

-> ->
symétrie orthogonale de u par rapport a la droite [ u,]




4.2

Diagonalisation d’une application linéaire |

Définition : Une application linéaire T est dite diagonalisable s'il existe une base dans
laquelle la matrice représentative de T' est diagonale. Autrement dit, si T est donnée

par sa matrice représentative [1'|, dans la base B, T est diagonalisable s'il existe
une base B' dans laquelle

[Ty =g PslT)p 5Py
est une matrice diagonale.

En termes matriciels

Une matrice carrée A est diagonalisable s'il existe une matrice réguliére P telle que
P~ AP est une matrice diagonale et on dit que P diagonalise A.




T: V3 —s V3 application linéaire

[ T]g matrice representatwe base B

- - =3 .. . ,

Si Tpussede3vecteur5 propres u; u, U, lineairement independants
- >

alors U; Uy u3 forment une base B’

] . . — — —
matrice de transitionde B’a B gPgp: = [[ujlg [Uylg [U3]g ]

- e - - —> o -
T{U-':l = !'..1L|-| T{Uz} = !'..2”2 T{UE} - }-.EUE

by 0 0
[Tlg =[0 &, O

0 0 Az

Théoréme 21 Si A est une matrice d'ordre nx n alors

A _diagonalisable < A posséde n vecteurs propres
linéairement indépendants.




Exemple 4.10 déterminer la matrice P qui diagonalise la matrice

1 0
A=
213 -1

valeurs propres : dét(A-iI)=(1-2)(-1-0)=0
rq=1 by = -1

vecteur propre associéa 4 =1

équations 0*x + 0y =0
(2/3)*x + (-2)*y = 0
+
donne y=x/3 x=3y us = (3, 1)°

vecteur propre associé a i, = -1

équations 2*x + 0%y =0
(23)'x + 0*y =0 .
donnex =0 Yy =quelconque us = (0, ‘I}i'E

matrice P qui diagonalise A est

3 0 1 0
P = et A=P1AP= =D
1 1 0 -1




4.2 Diagonalisation d’une application linéaire

Théoréme 22 Si v,, Vv, , ...,V, sontdes vecteurs propres de T correspondant aux

valeurs propres distinctes A, , A, ..., A, alors l'ensemble {v,,V,, ..., V, }est
linéairement indépendant.

Théoréme 23 Soit A une matrice carrée d'ordre n ayant toutes ses valeurs propres

réelles. Alors

= A diagonalisable & chaque valeur propre est telle
que sa multiplicité algébrique
est égale a sa multiplicité
géomeélrique

multiplicité algébrique = multiplicité géométrique




Exemple 4.13  déterminer si la matrice A est diagonalisable
si possible trouver 3 vecteurs propres linéairement
indépendants

2 0 -2
A =|: 0 3 U:|
00 3
dét(A-iI1)=(2-2)(3 - },}2
,q =2 racine simple »o =3 racine double
a priori : A est diagonalisable
3 vecteurs propres linéairement indépendants?
1=(1,0,0)
=

hy=3 u,= (0,1,0% et Thy=(-2,0,1)

- —> - . e . . .
u; U, ujzsontlineairement independants

) -
.i‘-.1 =2 L

A est diagonalisable matrice P qui diagonalise A

1 0 -2 200
P=[U1 0 A=pPlaAPp =|0 3 ﬂ:n
001 0 0




4.4 Diagonalisation matrice symétrique

Diagonalisation d’'une matrice carré quelconque présentent 2 difficultés:
- valeurs propres sont peuvent étre des nombres complexes
- multiplicité géométrique v. p. < multiplicité géomeétrique v. p.

Cas des matrices symétriques : difficultés ne se posent pas

Définition : une matrice carré A estsymétrique si At = A

La classe des matrices symétriques a beaucoup d’applications
géomeétriques ou physiques.
exemples : projections orthogonales , symétries

THEOREME 27 : si A est une matrice réelle symétrique, alors toutes
les valeurs propres de A sont réelles.

THEOREME 28 : si A est une matrice réelle symétrique, alors les
vecteurs propres associées a des valeurs propres
distinctes sont orthogonaux



4.4 Diagonalisation matrice symétrique

Exemple étude d’une matrice symeétrique

2 1 1
A=|:1 2 1]
1 1 2

dét(A-2I)= -23 +632 -0% +4=-(h-1)% (- 4)

valeur propre L=1 =4

multiplicité algébrique 2 1

base de E , (-1,0, 1)t (1, 1, 1)t
et (1,1, 0)




THEOREME 29 Soit A une matrice réelle symétrique.
ALORS A est diagonalisable
et multiplicité algébrique = multiplicité géometrique

La méthode pour diagonaliser A est simplifiée

D=PTAP D : matrice diagonale
matrice P est orthogonale p-1=pt

valeur propre (=1 =4

multiplicité algébrique 2 1

base de E; (-1,0, 1) (1,1, 1)
(1,1, 0)t

On remplace la base de E, par une base orthonormale



4.4 Diagonalisation matrice symétrique

Exemple

> t > -
.=4 onremplace u, =(1,1,1)" par v, =/ ||u]
= ((3/3, 3/3, /3/3)

> t > > >
»=1 onremplace u, =(-1,0,1)" par v,= u,/ [u,|
= (122, 0,2/2)

on utilise de procédé de Gram-Schmidt
> > | | |
Uz =(-1,1, 0)! devient V4 = (-16/6, 2'/6/6, - '.-6!ﬁ]t



212 -J616 313
0 226/6 373
4212 =J616 \6/3J

010

100

00 4




4.4 Diagonalisation matrice symétrique

RESUME : propriétés des matrices A symétriques A' = A

» |les valeurs propres sont reelles
* |les vecteurs propres sont orthogonaux

» A est orthogonalement semblable a une matrice diagonale D

D=P'AP avec Pi=p]

- la matrice P peut étre obtenue avec les vecteurs propres
normalises de A pour les vecteurs propres de multiplicite 1
- dans le cas de vecteurs propres de multiplicité 2 ou plus

on utilise le procede Gram-Schmidt pour obtenir une

ensemble de vecteurs orthonormaux



