Exercice d’Algebre Linéaire

A. Ramadane, Ph.D.



Exercice 1

Soit U:{z_} - Vglﬂ:x3+_}:}+zk otl 2x—_1,f+32:0}.

a) Montrer que U est un sous-espace vectoriel de 7.

b) Donner une base de U et sa dimension.

c) Compléter la base obtenue en b) afin d’obtenir une base de V.



Exercice 2

Soit B:( . 2,3;3):(E—;’;,7—},})11ne base de .

a) Remplacer B par une base orthogonale B' au moyen du procédé de Gram-Schmidt, et donner la
base orthonormale B" obtenue de B'.

b) Calculer la matrice de transition de B' a B, I, ainsi que la matrice de transition de C'a B"
b Ol C:(t_._ ],k).

c) Soit W, = [Z_); l;,] et u=1+27+ 3. Ecrire # sous la forme

I . . - . N
R rd P
u=w, +w, ou we FFz et W, € H2 .

d) Donner une description algébrique de W, et vérifier que le vecteur 11’1 calcul€ en ¢) appartient a 7.



Exercice 3
Soit B = (27 +27+k, 1-2742k, T+ J+ 212) une base de V.
a)  Est-ce que B est une base orthogonale?

b)  Donner P, la matrice de transitionde B & C ou C =(7, 1, k )

¢)  Donner la base orthogonale B" obtenue a partir de B au moyen du procédé de
Gram-Schmidt.

d)  Donner la matrice de transition de B a B, ,P,..



Exercice avec solution

Soit U=[i-j+k] une droite vectorielle de v3
Compéter la base de U pour obtenir une base de v3

Solution utilisation théoréeme 7(c)

les vecteurs i, j, kK n'appartiennent pas a U

On peut donc ajouter a U le vecteur i choix arbitraire parmi (i, j, k)
le systeme -[i -]+ K, i]— est libre et contient la base de U

On peut choisir le 3°mevecteur parmi (j, k).

Si on choisit j il faut vérifier que j n’appartientpas a(i—j+ Kk, i)
c.-a-d. jEcy(i=j*+k)+c,i n’est pas possible

on a cy+tcy, =0 -c4=-1 ¢4 =0 solution impossible

base de V3 :‘[i—j+k,i, j]’



Exercice avec solution

B = (b3, by, by) base (a vérifier) de V3 oll by=i+j+Kk by=i+j bs=i

Remplacer B par une base orthogonale B’ = (b’y, b’,, b’;)

- -
étape1: by =by;=i+j+k W1=[b]
i -}! -> ) - = -> —'.I!r —l!v- > -
EtﬂEEZ: h2=h2—pr'ﬂjw1 b2=b2 '[(bz‘b-l}.lf [b1 'h’-ﬁl]]b’ﬁl

> > o > >

by - (2/3)B = (i+]-2K)/3  W2=[by, by]
> > > > > > 3> > >

étape 3: b’; =bs—projys b3 =bs- [(by+b’y) /b’y -b'y] b’y

> > > > >

-[(b3+b’5)/b5+b’5]Db’

-> > ->
=by—(1/3)by = (113)/(6/9) b’y =(i—])/2

base orthonormale B”= ( (i+j+ k)3 , (i+j-2k)/6 , (i-j)2)



Exercice avec solution

> > > - . .
B=(by,by,b3) by=i+2j+k by=2i+9j+0k Dby=3i+3]+4k
C=(1i,], k) base classique

a) Déterminer les composantes de u=i+2j+ 3k dans labase B

+
b) Ecrire le vecteur 1E]"«:Ie V3 dans la base C si [Vlg =[3 2 11t

SOLUTION
12 3 36 8 21
a) Pg= |29 3 sPc =(cPg) =] 51 -3
10 4 9 -2 -5_
-> -> N

[ulg = gPclUle =1[43 -6 -10]' =43b1 - 6b2 -10b3

> > > > . . A
b) V =3b, + 2b, + by = 3(i +2j +k) + 2(2i +9j) + (3i + 3j + 4K)

=10i+27j+ 7k



Exercice avec solution

+ + + y + y

1 — 2 — = = |I — u " II

Soit B =(b4, by) une base de V by=(i—])/ N2 by=(i+])/ N2
> > 2 > . _ > .
C=(cq,c9) unebasede V" cq=i+2] Cy)=3i—]

Déterminer la matrice de transition gPr deCa B

SOLUTION

par définition BPc = [ [cq4lg [c2lgl

Mais B est orthonormale + théoreme 9 (transp. 40)

- - - - - -
C1 - {C1 - b1 }b1 + {C1 - bz] b2 - ( 1:“"\2) b.1 =+ (3:""42}'32
—> - - -2 >
Cz - ([:2 - b1)b1 + (Cz - bz} bz (4!‘»2) b1 + (2fh2)b2

1 4
sPc = (1/2) [ 3 2]



REMARQUE

si on applique le procede de Gram-Schmidt a une base B
pour obtenir un base orthogonale B’ ou une base orthonormale B”
ALORS toutes les matrices de transition entre les bases B, B’ et B” sont

des matrices trianqulaires superieures.

gPp' par le calcul des combinaisons linéaires des vecteurs de B’

selon B : calcul simple avec diagonale principale constitue de 1

gPp» calcul est simplifie



Exercice avec solution

> > > > = -
B=(b1,b2,b3) b1=|+j+k b2=|+_] h3=|
B’ base orthogonale obtenue de B par Gram-Schmidt

B’ base orthonormale obtenue de B par Gram-Schmidt

Determiner BFB’ et BPB”

SOLUTION
> S
étﬂpe 1 . h’1 b& 1b1 + Obz + 0b3
étape 2 : bT; by - (213)&:’1 = (-2/3) b1+1b2+uE"3
> > -> -> -> > >
étape 3: b’y =by—(1/3) b’1 —(1/2) (b’ — (2/3)by = Oby = (1/2)b, +1b4
1 213 0 1N3 -2/v6 0 |
P =| 0 1 -2 gPg» =] 0 316 -112
0 0 1 0 0 1142

avec la base orthonormale B”



