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Produit scalaire et base orthonormale

> >
a*b = |[la|b | cos6 0<0<n

rappel

Définition 1.7 Soit V' un espace vectoriel muni d'un produit scalaire

Deux vecteurs 1 et v sont orthogonaux sj t-v = 0.

o
la|" =u-u.

e Un vecteur u estunitairesi u-u=1.

L'ensemble { VI TP T } de vecteurs est un ensemble orthogonal si

-

—

U, u 4= 0 pourtout i # j. Sicet ensemble est une base, cefte base est dite

e,
Un ensemble orthogonal tel que chaque vecteur est unitaire est dit orthW)
Si cet ensemble est une base, c'est une base orthonormale. -

— pp—

base orthonormale : simplification des calculs !
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THEOREME 8

Alors

Soit S =.[ ;::, %, ...,_ﬁn} un ensemble orthogonal

dans un espace vectoriel avec un produit scalaire

S est un systéeme libre
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DEMONSTRATION
. -> -> > >
a montrer: aqvqtav, ... +a v, =0 (1)
a pour seule solution a;=a,=...=a,=0

+
on effectue le produit scalaire de chaque membre de I’équation (1) par v,

> >
(ag V) +ayV5 *.. apVp )+ Vg =00v=0  (2)
> >
ae(VE'V£)=U
a =0 =1, 2,...,n
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Produit scalaire et base orthonormale

décomposition d’un vecteur dans une base orthonormale:

simplification des calculs !

THEOREME 9 : Soit V un espace vectoriel de dimension n
muni d’un produit scalaire.
_ > S>>
Soit S =7 vy, Vz,..vn]— une base orthonormale de V

Alors tout vecteur v de V peut s’écrire :

> >-> > > > > S>> >
VE(Vevy)vy + (Vevy)vy + L+ (Vev, vy
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DEMONSTRATION
> ->
V=CqVp+ V5 +. + C Vv,
> > > >
Vev,=c4(vq*Vy) =c
> >
idem pour c,,..., C, donne c,=(veyvy) €=1,2,...,n
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Exemple
> > > -> -> _ -> ]
S= Vi, Vo, V3 Vq =] v, = (-4/5) i+ (3/5) k V3 = (3/5) i + (4/5) k

-
exprimer le vecteur v =i+ j+ Kk comme une combinaison linéaire de S

Solution

S est une base orthonormale : vérification directe

: : -> =
on calcule le produit scalaire de v avec chacun des v,

> >

Vevs=1 VeV, =-(1/5) VeV, = (75)
> > -> >
donc v=vy =(1/5) vy +(715) v

bases orthonormales : les meilleures !
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Produit scalaire et base orthonormale

THEOREME 10 Si B =de;, e5,..., 8,

I’espace vectoriel V et si
- >

}est une base orthonormale de

u et ? sont des vecteurs de V

-> >
u=use,+ue,+...+u.e.
> > > ->
vV =Vqi€4 + Vo€sy + ...+ Vhen
> >
Alors Uev = uqvq ¥ UV, +...+uU, v,
212
Jull* =

2 2 2
u?2 + u? + .+ u
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Peut-on remplacer une base quelconque par une base orthonormale?
réponse : .... procédé GRAM-SCHMIDT

Définition 1.8  Soit V' un espace vectoriel muni d'un produit scalaire et soit W un
sous-espace vectoriel de V . Le sous-ensemble

lieV|a-w=0, VieW |
est dit 'orthogonal de V' et est noté W >
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EXEMPLE Soit V3 W=[i-j+2k] un sous-espace de V>

Déterminer l'espace orthogonala W : w-L

. > ->
Solution: !V)J— = { ueV3| u- W=0 pour tout we W}
w=c(i—j+ 2Kk) ceg* (°°*=nombres réels)

->
u=xi+tyj+zk

> >

UeW=c(x-y+22)=0 pour tout c donc x-y+2z=0

—>
wW-Ll= {UEV3 | u=xi+yj+zk avecx-y+2z=0 }
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EXEMPLE suite
on connait la base de W : vecteur ;= I—j+ 2K

déterminer une base de W-L

U=ai+bj+ck a? b? c?
> >
il faut uew =0
a-b+2c=0

une équation 3 inconnues : beaucoup de solutions

par exemple

solution1 : ¢c=0 donne a=b

->

u=i+j aveca=b=1etc=0
solution2 : b=0 donne a=-2c

—>

u=2i-k avec c=-1 a=-2 b=0

&5
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La base de WL compléte orthogonalement la base de V
mais la base totale n’est pas forcément orthogonale

Théoréme 11 Soit V' un espace vectoriel muni d'un produit scalaire et soit W un
sous-espace vectoriel de V ayant une base orthogonale 1 -

La projection orthogonale de 1 sur W notée proj,, uest la somme des projections
de u sur les vecteurs de la base de W ,

- (u-v,) _ u-v,) - u-v,)
proj,, u = (_. _') Vv, + s 15 V, + ... +(_.—_?)- vV
(¥ - %) (¥, - ¥,) (¥, -¥,) (1)
et ce vecteur est unique quelle que soit la base orthogonale choisie.
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angle droit_ angle  droit

prdjection
orthogonale
de lusur W
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->

a) wy = projy U estunvecteur de W

. . ->
car c’est une combinaison linéaire des v,
> > . >
b) w,=u-proj, u

> >
donc wy-w, =10

- |
donc w4, =w',

e=1,2,..T1
est un vecteur de WL
on a Wz J—v_: puisque que WZ'TI? =0 tout ¢
-> -> -> -> >
w vecteur quelconque de W W=Cqvq tCovy, + . F v,
> > > > > > -> >
Wy*W =Cq (Wy ®Vy) + Cy(Wyevy) + + c (Wyoev, )=0
c) unicité de projyy U : ne dépend pas de la base orthonormale choisie
> > -> > > >
soient B={v,,v,,...,Vv.} et B '={v',,.v,,...,VvV_} 2 bases orthode W
1° %2 r 1 2 r
> > > > > > >
wo=u-w, eWL et wo=u-w,eWL w,-w, estdans WL
> > > > > > >
mais W, -Ww, =(u-wy)-(u-w’y) =w’, —w,; estdans W et Wl
> -> ->

&5
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DEFINITION
>

Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaireetueV

Soit W un sous-espace de V
> > . > .
vecteur w5, =u-projy U estorthogonal a tout vecteur de W

-> ->
w, s’appelle la composante de u orthogonale a W

EXEMPLE
. 3 > -> .
Soit W sous-espace de V° engendré par v, =j etv, =3i-4k
+
projectionde u=i+j+Kk sur W

o ->
calculer le vecteur projection de u sur W

+
ainsi que la composante de u dans W--
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EXEMPLE -
. 3 . > . > ..
Soit W sous-espace de V° engendré par v, =] etv, =3i-4k
_}.
projectionde u=i+j+Kk sur W

. - -
prﬂjw u= C1 V1 + C2 VZ

> > > >
Cq=(Uuevy)/(vyevq) =171=1

+
C, = (U Vo)l (v, o Vy) =-1125=-(1/25)

e = -> o
projyy u=v,y = (1/23) v, =(-3/23)i+j+(4/25)k

-> ->
U -projy u = (28/25)i+(21/235) k estdans w-L
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Procede de Gram-Schmidt |

Pour appliquer le théoréme 11 : il faut une base orthogonale

que faire si la base n’est pas orthogonale?

REPONSE: on applique le procédé de Gram-Schmidt

Jorgen GRAM (1850-1916) Erhard SCHMIDT (1876-1959)

&
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Procede Gram-Schmidt dans ‘u’3

=> > > 3
B =(b4, by, bz) une base quelconque de V
> = >
Construction d’'une base orthogonale B’=(b’4, b’,, b’;)
> > -> -> ->
b’y = by W1=[b’y] =[by] I'espace engendre par b’,
> = _ > > -> = > 2 S
b,2=b2—prﬂjw1 b2 =b2_[{b2'b1}1’(b1'h1}]b!1
> > > > ->
W2 = [b’4, b’ ] espace engendré par b’y etb’, ol b’;eW;L
> > -
b’s = by — projyy, b,
> > > > > -> > > > > >
=b; -{[(b3by]1/(b’y*b’y)1Dby + [(b3b’5)/(b’5+b5)]b’5}
pour avoir une base orthonormale B :
> > >
on normalise les vecteurs b4, b’5, b’
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B = (b3, Do, Ds) base (a vérifier) de V3 ol by =i+j+k by=i+j by=i

Remplacer B par une base orthogonale B’ = (b’;, b’,, b’;)
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Procede de Gram-Schmidt ‘

B = (by, by, by) base (a vérifier) de V3 ol by=1+j+k by=i+j by=i

Remplacer B par une base orthogonale B’ = (b’;, b’,, b’5)

-> -
étape1: B’y =by=i+j+k W1=[b5]
; -}! -> ) e A > —'.I!r —l; -> -
EtﬂEEZ: b2=b2—prﬂjw1 h2 =b2 '[[bz‘bﬂ'l‘r [h1‘b’1]]b’1

> > L e

b, - (2/3)b'y = (i+j-2k)/3 W2=[b’y, b5 ]
> > > > > > > > >

étape 3: b’y =bs—projy, b3 =bs- [(b3+by) /b’y +b'y] b’y

> > > > >

-[(b3+b’5)/b'ybs]Db

-»> -> ->
=b,—(1/3)by—(1/3)/(6/9) b’y =(i—])/2

base orthonormale B” = ( (i+j+ k)3 , (i+j-2K)"6 , (i-j)2)

Université Internationale

‘Jf“»/* de Casablanca

LAUREATE INTERNATIONAL UNIVERSITIES



UNIVERSITE INTERNATIONALE DE
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Théoréme 12 :

W =u,u,, ..., u,]un sous-espace vectoriel de V

w.eW-".

Soit V un espace vectoriel muni d'un produit scalaire et soit

Alors tout vecteur u de V peut s'écrire sous la forme i =w, +w,avec w, € W et

DEMONSTRATION

procédé GRAM-SCHMIDT a W pour obtenir la base

orthogonale

théoréme 11 ;

B=(uy,uy ..., U

-> - s
U=projy u +(u—projy u)

> > -> ->

=w, + W, w,eW  wye WL

Université Internationale
de Casablanca

LAUREATE INTERNATIONAL UNIVERSITIES




UNIVERSITE INTERNATIONALE DE CASABLANCA

- — Nous innovons pour votre réussite !
vecteurs colonnes + matrice de transition

but : méthodes pour passer d’'une base a une autre base
vecteurs: considérés sous format de colonnes

Définition 2.1 Une Rase ordonnée d'un espace vectoriel V' est une suite

B = (b,, b~, ,--y D, ) de vecteurs tels que I'ensemble {b, , b2 S b,,} constitue
une base de V .

Tout vecteur v € V' a une représentation unique

v=vb, +v,b, +...+v,b,

ol le nombre réel v, s'appelie la i °™ composante de Vv parrapporta B.
—

On peut dés lors parler du vecteur colonne [i’ lu constitu¢ des composantes de ce
vecteur

Vi

Va
[i;]s‘_‘ : =["1 Vg Vn]"

o ‘exposant’ t : opération de
i transposition

&&F
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vecteurs colonnes + matrice de transition ‘

EXEMPLE 2.1

C=(i,)) base usuelle B=(i-j,i+]j) autre base
” - » - -
a) ecrire u=2i+j comme vecteur colonne dans la base usuelle
_)

b) écrire u comme vecteur colonne dans la base B
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vecteurs colonnes + matrice de transition |

EXEMPLE 2.1

C=(i,j) base usuelle B=(i-j,i+]j) autre base

- S
a) ecrire u=2i+j comme vecteur colonne dans la base usuelle

b) écrire 0> comme vecteur colonne dans la base B

SOLUTION

a) -I.:TESI déja décomposé dans la base C: [TI]E =12 1]!
b) _5=ﬂ1 (i=))*cy(it)) = (12) (1)) + (32)(i+])= 2i+]
-
[ulg=[(12) (32) ]!
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vecteurs colonnes + matrice de transition

propriété des vecteurs colonnes

Théoréme 13 Soit V' un espace vectoriel ayant pour base B = (5, < 52 Suiss 5,,). Siu
et v sont des vecteurs de V' et ¢ un scalaire quelconque, alors

i +7], = [‘713 +[§]B
et

leii], = clii],.-
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Cas de V2
z 2 > = ' -}5 -:r
2 bases ordonnees de V B = (b4, by) B =(b4,bY)

> _— . :
u vecteur de V2 s’écrit d’une maniére unique dans chaque base

- > > -> > ->
U= |.-|1h1 + U2h2 et u= U,1h!1 + U,Ehgz “}
> > _
b, etb’, s’exprime danslabaseB : B’ dans B
-> -> ->
L
b’y =aqq by * ageby, (2)
-> -> ->

b'g=ajp by + agby, (3)

(2) et (3) dans (1) donne
- = =
U= (aqqu’y +aqpu’p) by +(agqu’y +agyu’y) by

Ecriture matricielle P aqq a4 u’1

[ulg = gPg' [Ul

Us dpq Q27 u,
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Définition 2.2 Soit B =(b,, b,) et B' =(b/,b,) deux bases de V> . Alors

8Py =[[58')s [5,'15)

est dite la matrice de transitionde B’ a4 B,etona

(4] =5 Py ] g

l remarque

sPe=[[B)p (525 (8315 ]

est dite la matrice de transitionde B'4 B. etona

[’7]11 = Py [‘713'

Définition 2.3 Soit B=(5,. 5,.51) et B'=(5,',5;‘5§) deux bases de V° ] inversion de B et B’

(1)

dans I'équation (1)
alors
(8Pp)" = gPp:

(8Pe)" = gPs
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EXEMPLE

> > => - > -> X . =g : .
B=(bg,by,b3) Dby=i+2j+K by =2i+9j+0k by =3i+3j+4k
C=(i,]), k) base classique

>
a) Déterminer les composantes de u=i+2j+ 3k dans la base B

—>
b) Ecrire le vecteur \7’ de V3 dans labase C si [VIg =[3 2 11t
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SOLUTION
123 -36 8 21
a) Pg= |29 3 sPc =(cPg) =] 5-1 3
10 4 9 2 -5_
-> -> > >

-
[ulg = gPclule =[43 -6 -10]! =43b1-6b2 -10b3

> > > > . . .
b) V =3by + 2b, + by = 3(i +2j +k) + 2(2i +9j) + (3i + 3j + 4K)

=10i+27 )+ 7K
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> >

: I s N,

Soit B =(b4, by) une base de V by=(i-j)/ N2 by=(i+])/\2
> > g > >
C=(cq,C9) unebasedeV® cq=i+2] Cg = 3i—]

Déterminer la matrice de transition gP. deCa B
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SOLUTION

par définition BPc = [[clg I[c2lg]

Mais B est orthonormale + théoreme 9

-> -> -> -> - = = e =
C1 = (C1 ® b1 )b1 . (C1 ® bz) b2 ( 1/\'2) b1 + (3/\’2)b2
-> > --> - ->

C2 = (02 e b1)b1 + (Cz ® bz) b2 (4/\2) b1 + (2/\2)b2

1 4
aPc = (1/+2) [ 3 2]
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Calcul gPpg: estsimplifié : si B base ortho normale

si B’ obtenu de B par Gram-Schmidt
REMARQUE

si on applique le procédé de Gram-Schmidt a une base B
pour obtenir un base orthogonale B’ ou une base orthonormale B”

ALORS toutes les matrices de transition entre les bases B, B’ et B” sont

des matrices trianqulaires supeéerieures.

gPgp’ par le calcul des combinaisons linéaires des vecteurs de B’

selon B : calcul simple avec diagonale principale constitué de 1

gPp» calcul est simplifie
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EXEMPLE suite de 'exemple
> > > ->

- > .. 2> .
B=(b1,b2,b3} b1=|+j+k b2=|+J b3=|
B’ base orthogonale obtenue de B par Gram-Schmidt

B” base orthonormale obtenue de B par Gram-Schmidt

Determiner BPB’ et BPB”
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SOLUTION
> >
étﬂpe 1: b,a' b& 1b1 + Dbz + 0b3

étape2: b, =b, - (2!3)b’ (2;3)b1+155+05’3

> > ->

étape 3: b’y = by (1/3) h’1—(1f2} (h’ — (213)bg = c:|:,1—(11r2)|:,2 +1b3
1 23 0 1N3 246 0 |
gPg =0 1 -2 sPg» =| 0 316 112
0 0 1 0 0 12

avec la base orthonormale B”
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