Algebre 4

A. Ramadane, Ph.D.



Chapitres

1. Géométrie vectorielle (rappels)
2. Espaces vectoriels VZet V3
3. Applications linéaires

4. Diagonalisation des matrices
5. Formes quadratiques

6. Applications a la geometrie



Geéomeétrie vectorielle

Coordonneées cartésiennes et vecteurs
Produit scalaire

- produit vectoriel

- produit mixte

- double produit vectoriel

Equations de droites et de plans




Exemples de problemes que vous

pourrez réesoudre a la fin du cours



Soit I1 un plan d'équation cartésienne ax +by+cz=d et () un point
n'appartenant pas a [1. Quel est le point P de [1 le plus prés de () ?

:plan:2x-6y+z=0

Exemple 1

L]
*® X ¥ 12 OE = N IZ M =
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pres de Q
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= i > 5
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-_— -<_5

Bl <9




Exemple 2 résolution de systeme d’équations linéaires

Xp iV e T2

|
=

BXE - Ay
i g e A Pl

Pour quelles valeurs de A

- 1l n’y pas de solution
- 1l y a une solution unique

- 1l y a plusieurs solutions




Exemple 3 tranformer (sous certaines conditions)
une matrice A en une matrice diagonale D

a;, 4, a5 ... 4, d 0 0.. 0

dy; dyy dpyz .. Ay 0 d, 0 0
)

E]'111 E]'112 E]'113 E]'1111 0 0 0 d‘11




Exemple 4 ¢quation quadratique en 3 variables
Ax?+ By’ + CzZ2+Dxy+ Exz+Fyz+ Gx+Hy + Iz +J =0

Eilipsoide Paraboloide elliptiaue | Parabcloide hyperbolique
4
| o —
| & (] .
Céne Hyperboloide Hyperboioide
a ung nappe a deux nappes

Quel est le lien ?



Rene DESCARTES (1596-1650)
philosophe, scientifique,
mathématicien

invente les systémes de
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i

coordonnées dans le plan
et dans l'espace

liaison
géométrie €2 algébre
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vecteur : grandeur + direction
notation : lettre avec fleche
audessus T

Remarque

application des vecteurs en physique
et en ingénierie

- forces de tension

- forces de compression
- forces de torsion

- vitesse

- accélération

vecteur placé dans un
systéeme de coordonnées

VA




+
(a4, a,, @;) : composantes du vecteur a

dans un systéme de coordonnées

V1 " A Vi nz4 existent-ils?

vecteurs égaux:

F méme direction
0/ et
méme grandeur

deux vecteurs paralléles
7

= deux vecteurs égaux



addition de 2 vecteurs :
loi du triangle loi du parallélogramme

La figure 3 illustre la définition de I"addition vectorielle. Vous pouvez vy voir pour-
quoi cetie définition est parfois appelée le loi du triangle.

FIGURE 3 L.a loi du triangle FIGURE 4 La loi du parallélogramme
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les composantes d’un vecteur dependent
du systeme de coordonnées employé

. . $ > :*
\
. . [ le vecteur position
| | ‘ ‘ (2 £) | du point £
i e 5 '
' | ’,;l'l.f)f.l’,'
‘ 4L B L e
. | | : U ! o’ { | "‘i x P
) —
,‘r" : P e T By By ¥ —dy, 27 4,)
— + . $——4 1 ‘.’ . . o ima P ‘."—_\_
Ly 3 ! .4"‘_"_‘\
| i r e .
T A .
=S . ‘ X& Ax Yy, 2)
FIGURE 12 FIGURE 13
Des représentations du vecteur d =3, 2) Des représentations du vecteur @ = (a,. @,. @)

o
point P(a,,a,,a;) génere un vecteur OP joignant le
point O(0,0,0) etle point P et vice versa



I Etant donnés les points A(x,, y,. 2;) et B(xy, vs, 75), Ie vecteur d représenté
par AB est

0= |\ ~An Y=Y 22— ).

longueur (mesure , norme) d’un vecteur

La longueur d'un vecteur de dimension deux d = (a,. @-) est égale &
” JI = JJd, + a,.
| La longueur d’un vecteur de dimension trois @ = (a,. a. a:) est éeale a

i : (-7“ = ~J"(l:‘ + a5 + aJ:A



distance entre 2 points

P, et P, dans l'espace
—

| P4P; | = " PP, "

entre les pomnts P (x,, v, 2;) |

i Formule de lu distance duns I'espace La distance | P, P,
et PalXa, Vs, 25) €5t Cgale @

' IP1P3| = .Jl.‘:"l.|):+('\':"\"l',3+(Zl-:|):




e
Multiplication d’un vecteur v par un scalaire (nombre réel) c

Définition de lo multiplication sealuire Si ¢ est un scalaire et v un vecteur, alors Je mul-
tiple scalaire ¢V est le vecteur qui 2 méme orientation que ¥ . dont la mesuare est
l¢l fois lamesure de V' et qui a le méme sens que v si ¢ > 0 et le sens opposé si
¢<0.Sic=0ousi¥=0,alorsci = 0.

Des multiples scalaires de v




- addition de vecteurs
- multiplication par un scalaire

| dans un systeme de coordonnées

Sid = (a,,a)eth=(b,b),alors
da+b = (a+b,a,+by) d-b = (a,=b,as—b,)
cd = (cay, ca,)
De méme, pour les vecteurs de dimension trois,

(a,, s, @)+ (b, by, b)) = (a,+ by, a4+ by, a3+ by)
(a,, @y, @,)=(b, by, ) = (a,-b,, a;-b,, a,~b,)

cla,, i, a:) = (cay, ca,, ca;)




proprieté des vecteurs

Les propriétés des vecteurs Soient 4. b et & des vecteurs de V, et ¢ et d des sca-
laires, Alors

. 3+b=b+ad 2 a+(b+¢) = (G+b)+7¢
3, i+0=4d 8 i+(-da)=0

5. c(d+b) = cii+ch b. (c+d)a = ca+da

1. (ed)a = clda) 8. la=a




Remarques

—
1. vecteur 0 n’apas de direction et sa grandeur est 0

2. le propriétés 1-8 serviront a définir les espaces vectoriels
au chapitre suivant

1O4)

FIGURE 19

C,

Exemple d’application

Deux céables C, et C, soutienne un poids
de 100 N lllustre a la figure 19

o —
Calculez les tensions (forces) T,et T,

ainsi que leur grandeur (module)

SOLUTION ...



FIGURE 19

SOLUTION

- > - -> ->
T,=-| T, || cos50° i + | T, || sin50° j
-> - - = -
T,= T, ) cosaz i + | T, | sind2e
- = - > = >
T, +T,=-w =100 =0i +100
- -
- [| Ty [[cos50° + |[T,|[ cos32° =0 (1
- —>

[T, [|sin50°  + |T,|| sin32°

100 (2)



- -
de(1) [T, =T, | cos50°/cos32°
->

- |\ﬁ' | (sin32° / cos32°) cos50° = || T, || tg32° cos50° (3)
-
(3) dans (2) ||;I;:, | =100/ (sin50° + tg32° cos50°) = 85,65 (4)

(4)dans (3) [T,/ = 64,9 -> -> ->
T,=-50,05i + 65,60 j
= -> ->
T,= 50,05i + 34,40 |

Mise en contexte concept de travail en physique

travail W accompli par une force constante F en déplacant un objet d'une

distance d dans la direction du mouvement de I'objet W = Fd



Si le déplacement n’est pas dans la direction du mouvement ?

- —
| PS|l= || F | cose

. ~ -> e
p W= || B |FS]=[D]| |F| cose

()

Définition

le produit scalaire de 2 vecteurs non nuls 2 et-I; est le nombre
> > 5y —
a*b = ||| || b| cose 0s6s<mw

0 : le plus petit angle entre les vecteurs

> > > -
Aussi: cosB= asb/|al| | b] calcul I’'angle 6



-»> >
a et b sont orthogonaux si

Si -5-_5 =0

a H _~ a-. /; > ()
b
N ; a*b=10
a-* E < ()
(/ b
a




calcul du produit scalaire avec les composantes

— —-

a= (a,, a,, as) b = (b4, by, bs)

Loi des cosinus
= > — - -> >
J la-b|2=] a]2+ [[b]?2-2]al]] b] cos8
i S alz+ [ b]?-23B

. - - N e e
asb=%[[af2+|b]?-2]a-b]?]

=% [a,2+a,2+as? +b,2+b,?+b,?

- (2, —b,)? - (2 —b,)* -(a; — bs)?]

-> >
a*b = ab,+ab,+ab,




tproduit scalaire

propriéetés du produit scalaire

 d+d = |dl° L b =hei
L a(b+¢) = drh+det b (ca)ob = (@eb) = d+(ch)
5, 0+df = (




Exemple d’application

molécule de méthane : CH4
4 atomes d’hydrogene H
occupent les sommets d’un
tétraedre régulier et I'atome
de carbone C occupe le

centre

angle de liaison est formé

par I'angle joignant H-C-H

angle de liaison=7?

SOLUTION




Projection d’un vecteur

point S : désigne le pied de la perpendiculaire

abaissée de R sur la droite de support PQ
—_

;4% 3 =
PS =vecteur projection duvecteur b _
— . 3
sur le vecteur a~ sera noté proj , b

= —» —
|| PS || = composa_)nte (= grandeur )de b selon a

=comp 2 b

-> — - —
= [[b] cosé = |[b]| cos 6 [la]| / |a]
=3-B/|]

—3> - —
PS =proj, b = |PS| @/|a])=(a-B/|a]|Da

(i
{1 =

- . b

: h! cos #= comp,b



Projection scalaire de b sur d : comp; b = ] ',”
a
e s N (E?g a a-b
Vecteur projection de b sur @ : proj; b = —
Nl ||a\|
Exemple

1. calculer la composante et la projection du
— —
vecteur b= (1, 1, 2) sur le vecteur a = (-2, 3, 1)

—= — —_
2. montrer que le vecteur b -proj,b =orth b

est orthogonal a a

On peut donc écrire b =proj> b +orth2b

SOLUTION ...



Exemple : calculer la composante et la projection du
vecteur b = (1, 1, 2) sur le vecteur a = (-2, 3, 1)

a=(-2,3,1) b=(1,1,2)

II?II =[(-2)2+32+12] 05 = 1405 =\14
‘b= (-2)(1)* (3) (1) + (1)(2) = 3

comp-)_)-;_)l Edl = 31\14

d
proj» B = (3V14)21|| || = (31\14)27 14 \/‘)

1
= (3114) (-2, 3, 1) = (-6/14, 9/14, 3/14) >
b - proj% b = (1,1, 2) — (-6/14, 9/14, 3/14) projz b
= (20114, 5/14, 25/14) = orthb | =(-6/14,9/14,3114)

—

a e+ orth a_b)= (-2,3,1) (20/14, 5/14, 25/14) =

M~



Produit vectoriel [ Difinition S1 i et b sont des vecteurs de dimension trois nen nuls, i produif vee-

toriel de G et b est e vecleur '

o) A est 'angle entre @ ot b, 0€ 0€ 7, cloil 7 estun veeteur unitaire perpen-

diculaire aux deux vecteurs @ et b et dont le sens est donné par | rigle de la

main droite ; lorsque les deigts de votre main droite tournent d'ur angle ¢ de d
l Jusqu'd b, alors volre pouce indigue le sens de 7, (Voyez Ls figure 3)

’ anh = lallb]sin O

Si I'un des vecteurs @ ou b est le vecteur nul, aloss, par définition, d 4 b = 0,
Puisque a A b cst an multiple scalaire de i, il & la méme direction gue 7 et done

- HIGURE 3 =
Lardgle de I mum dronte imdigue
e sens du vectenr d a b '

@b estorthogonal & @ et B,

St on se rappelle que deux vecrzurs non nuls sont paralieles si et seulement st 'angle
G entre eux mesure (1 ou 7, on constate qu'alors a6 = 0, puisque dans l'vn et
I"autre cas sin 6 = 0,

[ g
Deux vecteurs non nuls & et & sont paralléles st et seulement si da b = (1.




Produit vectoriel

cas particuliers importants

‘,{,j - - -
| : I A ] =K

J
," = o A —
) Jﬂ-k=|
- >
! kn|=j

memorisation ?



Exemple
un boulon est serré en appliquant
une force F de 40 N sur un clé de

0,25 m comme dans la figure. p
f\ )
ri F
/ Wy

- =
ret F font un angle de 75°

Calculer l'intensité du
moment de torsion par
rapport au centre du boulon

SOLUTION ... FIGURE 4



Produit vectoriel

FIGURE 4

SOLUTION

'intensité (norme) du moment de torsion t

—= - —> —= —
1T = AT = [¥][F] sim7se || 2]

= 0,25%40 sin75° = 10 sin75" = 9,66 Nm

= 9,66J J =Nm = joules

n vecteur unitaire qui pointe en direction

de |a feuille de dessin



une interpretation géomeétrique du produit vectoriel

La norme du produit vectoriel d A b est égale & I'are du parallelogramme deter-

miné par @ et b

justification
- base = |7 ||
[ _ / hauteur = || ?" sin @

b/ sin
B | Aire = base X hauteur
L
—— 7 — )
R =3 |[B |sine

- —
= [la a b



|

l

Propriétés du produil vecloriel Si 7, B et 7 sont des vecteurs et ¢ un scalaire, alors
l, inb = -bad anti commutatif

% (cd)ab = cldn
3 din(h+?) =

vb) = dn(ch)
inb+i e
1 ]- distributivité

§ (A+b)AC = GACHDAC

Le produit vectoriel n’est pas associatif
@Ab)ac # aA(bac)

Exemple?




Le produit vectoriel n’est pas associatif

—_ —
(@Ab)AC # aA(bAc)

Exemple?

prenons
e e

@Ab)A c=AADA(I+D=KA>I+]),
=(kAD)+ (kA =j+-i=-T1+] <

:h(bh ©) =IA(JAA+Y)=IA(JAL+T]A])
=iA(-Kk) = -iAk=-] )




Evaluation du produit vectoriel en termes de ses composantes

7 Soit d = (u,.u:.u;) ¢l f; - Ih,. h:. h.). Alors,

-

inb = (tsby= by, ash, =a,by, a,bs-a,b))

justification....

formule difficile a retenir




Evaluation du produit vectoriel en termes de ses composantes

1 &Mci:ou@u)znﬁ:Ihphphdxﬂmx

inb = (ayby=ashy, ash, -a,by, aby—ayb))

-

5 2 (y Gefr (U Ayl | Gy Oy
anb = = 7Y T Y Tk

h, b, b, b, b, b,




Rappel : evaluation d’un determinant d’ordre 3

|
£l £l il | II[} h_ " II!“I h h.
3 ,_I-,. .Irll-. I | = —Il’! I + il =
i £ . L i i e
i . I
I J K determinant
an~nb =

b, b, %o symbolique




Exemple

a) Determiner un vecteur perpendiculaire au plan determine
par les 3 points P(1,4,6) Q(-2,5,-1) R(1,-1,1)

b) Aire du triangle de sommets P Q R
SOLUTION ...



Exemple
a) Determiner un vecteur perpendiculaire au plan déterminé

par les 3 points P(1,4,6) Q(-2,5,-1) R(1,-1,1)



SOLUTION
- —

—_

PQ APR est perpendiculaire a P_f! eta PR
—> > > > > > _>
PQ =(-21)1 + (5-4)) +(1-6)k=-3I +] -7TK

- = =

PR=01-5] -5K

-> -> i
PQAPR =|-3
0

J
1
-5

K
-7
=

= > >
= (-9 -39)1—(15-0)) + (15 -0)k

> 2> 2
=-401 -19] +15k est | auplan



Exemple
b) aire du triangle de sommets P(1,4,6) Q(-2,5,-1) R(1,-1,1)

SOLUTION

- oS = = >
PQAPR = -401 -135] +15K

PQAPR | =[(-40)2 +(-152 +(1521°5 = 5V 82
|

-
S

Q \ /  aire du triangle PQR
4
/ =, aire du parallélogramme PQP’RP
R
/ =1, 5182
D



Produit mixte

_+ _+ 4
a b ¢ 3 vecteurs

2 Y
v

S—

a-( bA C produit mixte

c’est un scalaire

Interpretation geometrique

aire du parallelogramme engendrepar b et c

q-
hauteur du parallélépipéde = || a || |cos 6

— —
= bac|



Le volume du parallélépipede construit sur les vecteurs ¢, b et ¢ est la norme de
leur produit mixte :

V=Ah = |d-(ba )l




—_ —> —>
a b ¢ 3 vecteurs
[ ¢ / as(bA ) produit mixte

Inversiondesrolesde a b ¢

aire du parallélogramme engendré par a et b =| aa b |
hauteur du parallélépipéde = | c | |cos 6]

= = = > > > > > >
as(bac)=ce(anb)=(aAnb)-c

*



Equations des droites et des plans

droite d de I'espace de dimension 3
est completement determinee si on fixe
0 - point P(Xy, vy, Zp) par lequel elle passe

—
| _ - vecteur direction v ={(a, b, c) paralléle a d
: r=r, +tv

equation vectorielle de d
t : parametre reel




Equation de la droite sous forme paramétrique

forme la
X=X, + at y=y, + bt X=z;,; + ct plus utilisée

si a,b,c #0 eéquations symétriques de d
comment écrire si a=07?
(X-X))/la = (y-Yyy)b = (z-2))/c



Exemple

Ecrire une équation vectorielle et les équations paramétriques de la

. > 2> -
droite qui passe par le point (5, 1, 3) et parallele au vecteur 1 +4) -2k

-> > > >
r,=5i+j+3K

-
V=i +4) -2k

I’equation vectorielle

> > >
r=ry+tv

-> > ->
=(5+t)i + (1+41t)] + (3-2t)k




équations parameétriques

X=30+t y=1+4t zZ=3-2t

Equatinns des droites et des plans

Exemple

montrer que les droites d, et d,
dy ! Xx=1+t y=-2+3t z=4-t
d, : X=2s y=3+s Z=-3+4s
sont GAUCHES

= ne se coupent pas et ne sont pas paralléles

i.e. ne sont pas dans un méme plan

SOLUTION ....



SOLUTION
(1,3,-1) et (2,1,4) ne sont pas proportionnels
droites ne sont pas paralleles

point en commun? 1+t = 2s (1)
-2+3t =3+s (2)
4 -t =-3+4s (3)

solution de (1) et (2) t=11/5 et s=8/5
verifie pas I'équation (3)



‘ Plans ‘

\ y P(X, y, Z) : point quelconque de TT
plan TT est determine par -
i I, : vecteur position de P,
- point P,(x,, ¥,. Z,) dans le plan -
— r :vecteur position de P
- vecteur n orthogonal au plan 'r—_*rﬂ : vecteur dans le plan TT
i - —>
forme vectorielle ne(r—r,)=0

forme scalaire

T V.2 T = (X Vo Z)

a(x - X,) *+bly-y,) *c(z -z;) =0

“h=(a,b,c)

ax + by + cz +d=0



Exemple équation du plan déterminé par les points
P(1, 3, 2) Q(3, -1,6) R(5, 2, 0)




— —>
PQ=(2-4,4) PR=(4,-1,-2)

sont dans le plan

- = -

I

—>_2 = e - —>

Nn=PRAPR =| 2 -4 4 =121 + 20] + 14K
4 -1 2

équation :  12(x-1) + 20(y-3) + 14(z-2) =0

2 plans sont paralleles S| leurs vecteurs normaux sont paralléles



Plans

Exemple

a) angleentrelesplans x+y+z=1 et x-2y +3z=1

b) équation de la droite d d’intersection

e




Exemple

a) angleentrelesplans x+y+z=1 et x-2y +3z=1

a)

>

n,=(1,1,1) n,=(1,-2,3)

g =

cosO

angle entre les 2 plans

->

> > > > o
nte n2/(|[n1]|| n2|) = 27(V3V14)
0,3086

ArcCos( 0,3086) = 72°




b) unpoint P de d disons avec z=0 x+y=1 et x-2y =1
alors x=1 et y=0 et lepoint P(1,0,0)

d est perpendiculaire aux 2 vecteurs normaux n, et n,

> . .
v vecteur parallele a d
> >

-> > > >
v=n1An2 = 5i-2) -3k
equations symetrique de d (x-1)/S5=yl-2=2z]-3
= intersection de 2 plans: (x-1)/5=y/-2 et yl-2 =2/-3



Plans

Formule de la distance D d’un point P,(x4, ¥4, Z4) @ un plan

ax+by +cz + d=0

D =|ax, + by, + cz, +d|/(a®? + b? + ¢?)0°

Po(Xe; Yo, Zo) point quelconque du plan

ax, + by, +cz, +d =0

L -> >
{ D b = vecteur PDP1 = (1(1 —Xos Y1~ Yo 21— zﬂ)

->
n = (a, b, c) vecteur normal au plan

-»> > >
D=|comp, bl =|neb|/|n]




Exemple
quelle estla distance entre les 2 plans paralleles

10x +2y -2z=5 (planmm1) et Sx+y-z=1 (plan 1m2)

SOLUTION

plans sont paralleles? oui car leurs vecteurs normaux
(10, 2, -2) (5,1,-1) sont proportionnels

on choisit un point quelconque du plan 11 :
y=z=0 donne x=7% point P,('2, 0, 0)

distance D de P; au plan 12
D =] 5(%) + 1(0) + (-1)(0) -1 / 52+ 12+ (-1)2)°5

= (3/2) /N27 = (312)13V3 = 3/6



