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introduction

concept de fonction f f: X —> Y y = f(x)
X : ensemble de départ Y : ensemble d’arrivée

Exemples
1. y=f(x)= x2 X=-. (nombres réels) =+ + (réels positifs)
2. y=sin(x) X=o Y=[-1, 1]

o
3. y=|u] X=V?2 ou V3 Y=-+
4. f: V — V v=Vv2ouVv3

catégorie importante de fonctions f : celles qui sont LINEAIRES
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Définition et propriétées

Définition 3.1 Si T:V — V est une fonction de I'espace vectoriel V , alors T est
appelée une application linéaire si, pour tous les vecteurs u et v de V' et pour tout
scalaire {,ona
T@@+vV)=T@)+T () (1)
T (Cii) = (T (#). (2)

Exemples et cas particuliers

> >
1. Application nulle 0: Ou)=0

2. Application identique id : id(U)=u

3. L’homothetie H : H(_u}) = c? c un scalaire c > 1 : dilatation

0 < c <1 : contraction

4. T(xi+yj))=(x-y)i +(x+vy)j estlinéaire.... a vérifier
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Théoréeme 15 Si I': V' — V' est une application linéaire, alors

@ T(0)=0
(b) T (-u)=-T (u) quel que soit i dans V
(€) T (kjuy+kyu,+...+ku,)
=k, T (u))+k,T(tiy)+...+k,T(ii,)
quels que soient u,, uU,, ..., U, dans V etquels que soient k,,k,,..., k
dans .

"

Représentation matricielle

Université Internationale
de Casablanca

LAUREATE INTERNATIONAL UNIVERSITIES

&&F




UNIVERSITE INTERNATIONALE DE CASABLANCA

Nous innovons pour votre réussite !

Représentation matricielle

Objectif: toute application linéaire peut se représenter par une matrice

Manipulations des applications linéaires: a faire avec le calcul matriciel

Cas de V2 T : application linéaire ue V2
-»> > -> -> —-> t
base B = (b4, by) u=u4by +u,b, [ulg =[u4 uy]

-> —-> —-> -> -
T(u)=T (u1b1 + u2b2 ) = U1T(b1) + UZT(bz)
— — — —
= Uy (aq4bq + ay4by) + u, (ag,b4 +ay5b,)

-> ->
= (uqaqq + ujyaqy)by + (uqayg + uzay,)b,
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- Ujaqq ¥ Uzaq 4919 492 Uq 411 a9
[T(u)]lg = =
Ujayq + Ujzay, A4 4 U Ip dyq Q437

[ul g

A toute application linéaire T est associée une matrice A dans une base donnée
Toute matrice A définie une transformation linéaire T dans une base

| Représentation matricielle -

Définition 3.2  Soit 7' une application linéaire de V'* dans V. La matrice

représentative de 7 dans la base B = (5, . 52) est définie par

|9 4p
rl, -2 )

ol les colonnes de [I] » Sont les composantes de T(I;l) et de T(I;Z) dans la base

B. Deplus, [T(i1)), =(T), [i], pour tout vecteur i de V*.

-
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> > >

Cas de V3 base B = (b, b,, bs) |

T'(b;) = by + ay0, +ayb, [T]B =|Gg1 G2 43
T(by) = a;3b) + aqy3b, + ay3b4, dy Ay Ayy
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Exemple
(8 <1 #|
a1 5 1]

Si on utilise la base usuelle de V3 B =(i,], k)
T(i)= 2i+ j +5K
T(j)= -1 +95) +0k
T(Kk)= 4i + j +2K

Université Internationale
de Casablanca

LAUREATE INTERNATIONAL UNIVERSITIES




UNIVERSITE INTERNATIONALE DE CASABLANCA

Nous innovons pour votre réussite !

Exemple cas de la transformation identique dans le plan V2

1 0

matrice associée = matrice identite =

quel que soit |la base choisie
Représentation matricielle

projection orthogonale

Exemple
P Sur un vecteur?
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Exemple cjsaillement dans la direction de I'axe X dans le plan V2

Cx,y)=(x+ky)i+y] k#0
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Exemple symétrie orthogonale par rapport au plan XY
(x,y,2) devient (X,vy, -2)

1 0 O
S =101 0
0 0 41

. —> >
Exemple projection orthogonale d’un vecteur u sur un vecteur a

o ) Ra
' . > — > > > > . >
v S A Proj2(u) = P2 (u)=[(u-a)/(a-a)]a
hasn —l
Fi!}l"‘?“ F DRI otheoonale sur le "
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Pg'(_ﬁ') application linéaire?
Pr(U+cv)=[(u+cV)Iai(aa) i
=[(F+d)+c(V-d)/(3-3)]3

=[(U+a)/(a+a)]a+c[(Vea)/(asa)]a

- >, Zo .
=P2 (1) +c P2 (V) Rép : OUI

a calculer [P,lg= [[P,()]1g [P,()1g] base B = (i, j)
3= dq i+32j
P>(i)=(i~a){a~a)a = a,l(a,;2 +a,2) (a,i+a,j) =a,2i+aajl (a2 +a,?)

P> (j) =ayaq i+ ay?j/(a;2 + ay?)
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P2(i)=(i+2)(3-2)2 = a,/(a,2 +a,2) (a4i + ay)) =a,%i+a,a,j/ (a2 +a,?)

P> (i) = ayaq i+ 2,2 j / (a2 + a,?)

— 2 = u =
_ , , | at _ , , aqay
[P3(I)]g = (1/(ay° +ay9)) et [PX(j)]g=(1/(ay”+ay5))

A | | ay® |

i 2 —

dq d444)

[P21g = (1/(ay? +a,?)
dpay a22
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| >_ > > > >
image de U = uqi +u, | [Ps>(u)lg=[P,]lg [ulg~=

= (1/(ay® + 322))[
>

-
P = [ (a,%uy + aqa,u,) /(a4%+ a,2) 11 + [(aqa, uq + a,2 u,) / (a42 +a,%) ] |

2
aq"uq aqaz Uy

2
dod Uy dy"U,y
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Représentation matricielle

Exemple dans V2 rotation d’un angle 8 base usuelle (i, j)

—>
Rg (i) = cosBi + sind |
A —>

' Rg(j)= -sini + cosBj

cosf -sin@

[Rgl=
sin®@ cosB
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Changement de base

T application linéaire: V — V N

—

[T]g matrice représentative par rapport a la base B = (b, b,)
o A

[ T]g' matrice représentative par rapport a la base B’ = (b’y, b’y )

but : établir la relation entre les matrices [T]g et [T]p:

base B [vlg =[T1glUlg (1)
- -
base B’ [vlig =[Tlg' [ulp: (2)
de B 4 B’ =gPg[Vig (3)
(1) dans (3) =gPg [Tlg[UlR (4)
‘ - ->
deB'aB [LI]B= BFE [U]E: (5}
—

comparaison de (2) et (6) [T]lgr = gPp [Tlg BPpm
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Les matrices E’FB et BFE’ sont les inverses |'une de 'autre
[T]E: =B:PB[T]B BFB! {:ilr]

|

matrice identite

Il s’agit de la méme transformation T exprimée dans 2 bases différentes

Les matrices associees ont des proprietes de similitudes:

concept de matrices semblables sera definit plus loin

- , - s
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Exemple

parallelement a la droite d,
d, et d, passent par l'origine

d4 :angle de = /4 (45°) avec l'axe X
do : angle de /3 (60°) avec I'axe X

projection d'un point sur la droite d,

.
B

INTERNATIONALE DE CASABLANCA

Question

Déterminer la matrice [T ] g
associee a la transformation

dans la base usuelle B = (i, j)

base usuelle B = (i, j)

_’.
by=i+] . vecteur directeur de d

- :
by, =i+ 3 ]: vecteur directeur de d,
-»> - .
byetby, non paralleles
indépendants

forment une base B’ de V2
projection facile a exprimer dans
- >
la base B’ formée de b, et b,

- >
T(bg) = by 10
T(bg) = 0 [T]1g’ =

0 0
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Exemple
a faire : - déterminer les matrices
A de transition entre B et B’
',;lf_i .H,.uﬂ“:,“ -;_______.-""ﬁ_l BP B’ et B:PE
| 2= T _ appliquer la formule
o
.-"'_.-_f_:_:.-- =
[ . [Tl =gPpr [Tlg gPg
Figure —> ) -
by=i+] by =i+ 3] Po = (uPo )]
- s'Pe =(Pp’) _
3 -1
Pg: = .
i | = (1/(/3-1)
1 V3
= — | -1 1
‘p Université Internationale
2 de Casablanca
u LAUREATE INTERNATIONAL UNIVERSITIES
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| Exemple ‘
[Tlg=gPg [Tlg gPg = (gPg) ' [Tlg gPg (¥
1 1 1 0 V3 -1
= (1/(\/3 -1))
y 00 1 1=
| V3 -1
= (1/ (V3 -1))
3 4
> > > - > > |
T(u) = T(xi+yj)= (M3 =-1) (3x-y)i +(1/("3x-1)) ("3x-VY)] (%)
— -
=0+ Y]

X'=(V3x-y)/ (V3 -1) et y=(3x-y)/(V3-1)
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Définition 3.3 Deux matrices A et A’ sont des matrices semblables |
lorsqu’il existe une matrice inversible P telle que

A=plaP voir t. 17

remarque : A et A’ représente la méme application mais dans des
bases différentes

si A’ et A sont rg(A) = rg(A) (1)
161(A'Y = dé(P~ AP)

semblables o SV ) N

=  dét( P Ydét( A)dét(P)
alors = (dér(P)) ' dét(A)dét(P)
(1) (2) (3) = dét(A) (2) rappel

/ ’ A% = 5=, \
sont satisfaites tir(A) = w(P AP)
| = tr(APP™) tr(A) = Y a ;
= r(A). (3)

mais si (1) (2) (3) sont satisfaites alors Exercice: trouver un

Aet A’ ne sont pas nécessairement semblables exemple
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création de nouvelles applications linéaires par les opérations

- produit par un scalaire
- addition
- composition

lien avec les opérations analogues sur les matrices

PRODUIT par un SCALAIRE

Si T est une application linéaire alors P = AT est aussi une application linéaire et est
définie par

P(u)=(AT) (u)= AT (u)
pour tout vecteur u de .

Si [T] » estla matrice représentative de 7" par rapport & la base B, alors la matrice
représentative de P par rapport a cette base est

[Pl = AlT],.
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ADDITION te !

L'addition de deux applications linéaires 7, et 7, est une application linéaire
S =T, +T, et estdéfinie par

S(@) = (T, +T,) (@) =T, (i) + T, (i)

pour tout vecteur # de V.

Comment obtenir la matrice représentative de S
en fonction des matrices représentatives de T4 et T,?

Soit I'application linéaire S =17| +7,, alors sa matrice représentative par rapport a la
base B estdonnée par

1)s = (1115 +[72 )5

Université Internationale
de Casablanca

LAUREATE INTERNATIONAL UNIVERSITIES

&&F




UNIVERSITE INTERNATIONALE DE CASABLANCA

Exemple site !

trouver I'image S{G]}T du vecteur LT ou S est
S : application définie par la symeétrie orthogonale
par rapport a un vecteur donné a

Figure 11 : Symétrie orthogonale par rapport a4 a

SOLUTION triangle ABC permet d’écrire

—> —> —>
S(u) =2P2 (u) -id(u)
&

WVINVCIJILT llll.clllal.ionale
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Exemple

A / w@ B

»

Figure 11 Syméine crthogoraie par rappert 4 d

P21g = (1 (a42 + ay?))

base usuelle B = ( i, j)

+ n =
aza;i+a,]j

la projection orthogonale [P7*] g

est une transformation linéaire ayant pour
matrice représentative

[S]1g =2[P2]g- [id] =(1/ (a2 + ay?))

31 2 ﬂ-l ﬂz

2
draq as

312 - ﬂ22 231&2

232&1 322 —_ 312

&% | de Casablanca
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choix particuliers de a base usuelle = (i, j) !

S 10
Symeétrie autour de I'axe X (horizontal) : a=i matrice S =
0 -1
— ‘ . ->_ - : =
Symetrie autour de I'axe Y (vertical) :a = matrice S =
0 1
— o A : 2
Symetrie autour de I'axe a =1+]j matrice S =
> 1 0

1ale
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Exemple 3.17 Deéterminer la matrice représentative

p.107 o . SR
projection orthogonale sur le plan vectoriel [a, b]

- -3 -3 —>
danslabase C=(a, b, axh)

P4 projection orthogonale sur le vecteur [a_}x b_}]
—
P, projection orthogonale sur le plan vectoriel [Ta}, b]

P, =id - P, (voir dessin)

P, (a {—} .d{gf_ Pia =a=1a+ 0b+0

Pz{h] id(b) — F1{h_f =B=0a+ 1b+0(2xD)
- > > - —> - >
Figure 12 Projecion schonssie s 14,1 Pz{ax h] = id[a xb}—F1 axb) =0=0a+ 0b+0(axb)
1 0 O
[Pyl =|0 1 0
0 0 0
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3.5 Opérations sur les applications linéaires
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COMPOSITION de 2 APPLICATIONS LINEAIRES Ty etTH

La composition de deux applications linéaires 7, et 7, de V', notée T, T, , est
définie par
(7, o T;) (u) =T, (T;(u)).

V1 > V >, V3

\ / peuvent étre
V2 ou V3
T2 0 T1

T4 0 T est une nouvelle application : elle est aussi lineaire

&5
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3.5 Opérations sur les applications linéaires

Nous innovons pour votre réussite !

COMPOSITION de 2 APPLICATIONS LINEAIRES Ty et T

T T2 V, V, V,
V1 -4 VE = V3

\ / Vz ou Va
T20T1

Quelle est la matrice représentative de T,°T47?

- >
cas de V2 base B = (b4, b)) résultat (démonstration p. 108)

Soit I'application lineaire Tl o E‘"21 alors sa matrice representative par rapport a la base

B est donnée par le produit des matrices représentatives de T, et 7, dans cette base,
soit

[TI ’:’Tzla :[TI ]H[T2 ]B'

universite internationale
de Casablanca
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3.5 Opérations sur les applications linéaires
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Exemple 3.18 p. 110

T4 = C (cisaillement) de rapport k = 2 dans la direction axe X

suivide T, = S (symetrie) orthogonale par rapport a 'y = x

T3=80C =7 est-ceque SoC= C,S?
SOLUTION base usuelle (i,j) wvoirex3.10 t.9 + ex3.16 1t 23
0o 1|1 2 o 1
[T31g=[S]g [Clg = =
1 0110 1 1 2
1 2||]0 1 2 1
[T4]lg=[Clg[Slp = =
0 1|1 0 1 0
SoC #CoS

[ 334 ‘ de Casablanca
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Définition le noyau d’une application linéaireT: V — V
-> -
est note Ker(T) estl’ensemble des vecteurs U tel que T(u)= 0

analogie: c’est comme trouver les zéros d’une fonction polynomiale

remarques

- —>
- Ker(T) n’est jamais vide car 0 ¢ Ker (T) puisque T(0)=0

-
- Ker(T) est un sous-espace vectoriel de V : il contient 0

1ale
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Définition L'image d'une application linéaire T :V —V , notée Im(T), est

'ensemble des vecteurs v tels qu'il existe au moins un vecteur ude V pour lequel
v =T1(u), c'est-a-dire

Im(T)={veV|3ieV, =T/

-
Im(T) est un sous-espace vectoriel de V : il contient 0

Définition ~ Le rang d'une application linéaire T :V — V', noté rg(T'), est égal 4
|la dimension du sous-espace vectoriel Im(T’) :

rg(T) =dimIm(T),

ile
> de Casablanca
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Théoréme

Soit V un espace vectoriel de dimension finie. Pour toute application

linéaire T':V — V ,on a

site !

rg(T)+ dim(Ker(T)) = dimV .

dim (Im(T)) + dim (Ker(T)) = dim (V)

Comment trouver le noyvau et I'image pour une application quelconque ?

noyau : résoudre T{_l}l ) =0

. > > : .
Image : résoudre T (u)=v il y a2 inconnues

soit B = (by, by,...,b,) base de V
U=uqby + Ugby + ... + U b,

T(U) = ug T(by) + u,T(by) +...+ u,T(b)
Im(T) = [ T(by), T(b3),... T(by) ]

Rang = nombre de colonnes linéairement indépendantes de [T ] g

L L4 UL wvasawvianva
LAUREATE INTERNATIONAL UNIVERSITIES
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Exemple

SOLUTION

noyau de T u

matrice associée [T] B =

INTERNATIONALE DE CASABLANCA
T:V3— 3 base usuelle B = (i, j, k) it
14 2

13 2
1 2 2

Déterminer Ker(T), rang(T), donner une base de Im(T)

= xi +yj + zk =0

x+4y +2z2=0 (1)
x+3y +2z2=0 (2

X+2y +22=0 (3) oo

(3)(2) y=0 et (1) devient x=-2z v=z (-2i + k) Zee
Ker(T)= [-2i + k] rang(T) = 3 — dim(Ker(T) =3 -1=2
base de Im(T) = (col_1, col 2) = (i +j + k, 4i +3] +2k) car col 3 = 2*col 1

Université Internationale
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Appllcatlons regulleres et inverses

Nous innovons pour votre réussite !

application linéaire T: V — V V espace vectoriel dimension finie

T est de rang maximal si  rang(T) = dim(V)

Exemples t. 31 identité / homothétie / symétrie orthogonale

Critere a veérifier : T est de rang maximal siles colonnesde [T ] g
sont linéairement indépendantes

c-a-d rang(T) = dim(V) ¢} det[T]g # 0

—_
par théoreme 15/ 16 Ker(T)={ 0 } et dim Ker(T) =
r - - - - - - r - r " N - q‘
Definition T est une application linéaire reguliere si Ker(T)= {0}

Si dim Ker(T) 21 alors T est une application singuliere

Théoréeme Si T est une application linéaire réguliére alors T est un bijection
-1

il existe une application linéaire inverse T

U=T(V) e v=T"U)




Applications regulieres etinverses TIANAILE DNF PCASARIANCECA

Application des propriétés d’une transformation réeguliere

- conservation des propriétés geomeétriques
- résolution des systemes d’équations linéaires

Théoréme T: v3 —> v3  application linéaire réguliére

alors 1. 'image d’une droite par T est une droite

2. I'image d’un plan par T est un plan

Exemple T application reguliere dans la base usuelle B = (i, j)
4 3 -1/2 3/2
matrice [T] = et [T]1=
2 1 1 -2

determiner 'image de ladroite D: y=2x+5 (1)
(X, y)=(x, 2x + 35) point sur |a droite D (x,y) = T (X', v')
par T X=(-12)x’ + (3/2)y’ (2) et y=x -2y (3)

(2)dans (1) y=2x+5=2( (-1/2)x’ + (3/12)y’ )+ 3 =-X"+3y + 5 =X -2y
y =(2/9) x’ -1 image de la droite D est une droite D’ vrovuwesre



Exemple T transformation linéaire réguliere B = (i, )

1 1
[T] =
2 -1
Image du carrée (1,1) (1,2) (2,2) (2,1) = ?
(3,3

| ;\
(12} (22 ,‘(\ ;";":-'
/
1 Q) Y

(1.1)  (2.1)

Image du carré est un parallélogramme
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Applications régulieres etinverses |0 NALE DE CASABLANCA

Résolution de systéemes d’équations linéaires
systeme d’équations linéaires

aqqx +aqy + 2432 = by
azxiX +ayy+axsz=bh,
azqX + azyy + azzz = bj

Ecriture matricielle AX =B

X=ly|=(xv.2" B = by | =(by, by, by)'




Reésolution de systemes d’équations lineaires

systeme d’équations linéaires

aqqx +aqpy + a43z2 = by
agxqX +agy +ax3z=>b,
azqX + azyy + az3z = by

Ecriture matricielle AX =B

A matrice représentative d’'une application linéaire T dans une base C

’ > >
Ecriture vectorielle T(x)=b

— —>
X=(x,Y, 2) b = (b4, by, b3)’

liens entre A et les solutions du systéeme?
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UNIVERSITE INTERNATIONALE DE CASABLANCA

Nous innovons pour votre réussite !

Reésolution de systemes d’équations linéaires

cas1: AX=0 systéeme homogene

cas2: AX=B B#0 systeme non homogene

AX=0

on cherche le noyau de T Ker(T)

+
si T estréeguliere : Ker(T)= { 0 } donc X=0

si T est singuliére : Ker(T) est un sous-espace de dim 2 1

et il y a une infinité de solutions
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Exemple 5x—-y+4z=0 (1)
X -y+2z=0 (2)

X+y-2z=0 (3)

5 1 4
A=l1 1 2 det A=5(-1) - (-1)(-3) +4(2) =0
1 11 donc il y a une infinité de solutions

(2)-(3): -2y+3z =0 (4)
y=(@3/2)z (5)

(9)dans (2) : x-(3/12)z+2z=0 (6)
x=-(12)z (7)

X =(-(1/2)z, (3/2)z,2)' = (z/2)(1,3,2)' z¢e-

(1,3, 2)! : générateur du noyau
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Résolution de systemes d’équations linéaires

Cas 2: AX=B B#0 systeme non homogene

Si déi(A)# 0, il existe une solution unique X'=A4"'B.
Si dét(A) =0, alors

» Si B n'appartient pas au sous-espace engendré par les colonnes de A, le
systéme ne posséde aucune solution (systéme inconsistant).

* Si B appartient au sous-espace engendré par les colonnes de A, il existe une
infinité de solutions (systéme redondant). La solution générale est donc obtenue

par |a somme d'une solution particuliére du systeme AX =B et de la solution
générale du systéme homogéne AX =0.
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UNIVERSITE INTERNATIONALE DE CASABLANCA
Résolution de systemes d’équations linéaires

Exemple 3.27 cas : systéme non homogéne
A réguliére
solution unique

Exemple 3.28 cas : systéme non homogéne
A singuliere
pas de solution (systéme inconsistant)

Exemple 3.29 cas : systéme non homogéne
A singuliere
infinité de solutions (systeme redondant)

solution = solution particuliere du systéme non homogene

+ solution générale du systeme homogene
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Résolution de systémes d’équations linéaires

Exemple 3.27 cas : systeme non homogéne

ite !

A réguliere solution unique
X+y+ z=4 (a)
2x + y + 4z = 11 (b)
4 - y+ z =95 (c)
(b) + (-2)*(a) : -y+2z=3 (d
(c) + (-4)"(a) -9y -3z =11 (e)
(e) + (-5)*(d) : 13z=-26 (f)

donc z=2 y=1 Xx=1
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UNIVERSITE INTERNATIONALE DE CASARLANCA
Reésolution de systemes d’équations linéaires N

Exemple 3.28 cas : systéme non homogéne
A singuliere

pas de solution  (systéme incohérent)
X+y +2z =4 (a
X-2y -z =-=2 (b
3x -3y -z =4 (¢
(b) + (-1)(a) : -3y -2z = -6 (d)
(c) +(-3)(a) : -6y -4z =8  (e)
(e) +(2)(d) : 0 =4

systeme incohérent : pas de solution car det(A) =0

nale
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Résolution de systemes d’équations linéaires
cas : systeme non homogéne

Exemple 3.29
A singuliére infinité de solutions
solution = solution particuliere du systéeme non homogéne
+ solution générale du systeme homogene
systéme 2X -6y - 4z = 4 (a)
3Xx -9y - 6z = 6 (b)
X + 3y + 2z =-2 (c)
(@) + 2(c) =0 (c) = (-1/2) (a) (c) est redondante
3(a) -2(b)=0 (b) = (3/2) (a) (b) est redondante

le systeme (a)-(b)-( c) esten réalité formé de (a) seulement

(a)/2 X -3y -2z = 2 c—-a-d X=3y+2z+2 (d)
systéeme (a)-(b )-(c ) posséde une infinité de solution

(x,y,z)! =By +2z+2,y,2)' =(2,0,0) +y(3,1,0)! + 22,0, 1)t

solution particuliére du systéme non homogéne

(2,0, 0)t :
v(3, 1, 0)' + z(2,0,1)! : solution générale du systéeme homogene




