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AVANT-PROPOS

Ce recueil d'exercices et examens résolus de mécanique des systemes indéformables est issu de
I'enseignement que je dispense depuis 2004. || est desting & étre un support pédagogique pour les étudiants
de la deuxigme année de ENSA. Il n'est pas nécessaire de souligner l'intérét que peuvent trouver les étudiants
dans un polycopié consacré uniquement aux exercices et problémes d'examens corrigés. Ces exercices

couvrent les sept chapitres du polycopié de cours de la mécanique des systémes indéformables

4 [alcul vectoriel-Torseurs,

4 [inématique du solide,

+ [eometrie des masses,

+ [inétigue du solide,

4 Dynamique du solide,

4 Liaisons-Forces de liaison,

4 Mouvement d'un solide autour d'un point ou d'un axe fixes.

Ces deux polycopiés, I'un de cours et |'autre d'exercices et examens résolus forment un ensemble

cohérent pour permettre aux étudiants :

4 de consolider leurs connaissances,

4 un entrainement efficase afin de s'assurer que le cours est bien assimillg,
4 d'acquérir les outils et techniques nécessaires  leur formation,

+ de compéter leurs cultures scientifique en mécanique.

Chague chapitre s'ouvre par la précision des objectifs et des compétences cherchés. De nombreux
exercices et problemes d'examens complémentaires sont proposés afin que les étudiants réalisent une
autoévaluation. Je dois souligner que ce document ne remplace en aucun cas le TD en présentiel. Notons qu'il
' , . , N o, . ., !
n'est pas nécessaire de résoudre un probléme dans sa globalité mais, selon le degré d'avancement du cours,

d'en étudier successivement |es aspects cinématique, cinétique puis dynamique.

Comme pour tous les exercices auto-correctifs, les solutions profitent plus aux étudiants qui

fournissent 'effort nécessaire pour réfléchir et essayer de résoudre les exercices proposés.
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|llustration de couverture :

Machine Marine a Balancier (vue extérieure)

(Source : https://fr.wikisource.org/wiki/Les Merveilles de la science/Bateaux a vapeur)

les premiers bateaux a vapeur construits en France furent munis de machines a balancier, ou
machines de Watt. Elles ne différaient de la machine de Watt en usage dans les usines et manufactures
que par la position du balancier, B, lequel, au lieu d'gtre disposé au-dessus du cylindre & vapeur, A,
était placé au-dessous; ce qui obligeait & le commander par des bielles pendantes C. partant d'une
traverse b, calée sur la tige a du piston D. Cette disposition était nécessitée par la trop grande
hauteur qu'edt atteinte la machine, sil'on edt disposé le balancier en dessus. La grande bielle C agit de
bas en haut, et son pied s'articule sur une traverse b, qui réunit 'extrémité de chaque balancier.

Sur la figure, A" est la boite & tiroir, E la manivelle, F 'arbre moteur, H le condenseur, et sa pompe 2
air | ; J est I'excentrigue conduisant |e tiroir.

La machine a été construite en 1840, par Fawcett et Preston, pour la frégate le Gomer. Dans toutes
les machines marines, on accouple généralement deux cylindres sur un méme arbre, au moyen de
manivelles calées & 30 degrés I'une de |'autre, afin d'éviter les points morts. La machine a balancier
que nous venons de décrire est restée pendant prés d'un demi-sigcle en faveur dans la marine
frangaise, malgré 'encombrement qu'elle occasionnait. La douceur de sa marche et la solidité de ses
differentes parties étaient des avantages qu'on ne pouvait dédaigner.


https://fr.wikisource.org/wiki/Les

Exercices et examens résolus: Mécaniques des Systémes de Solides Indéformables
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Exercices et examens résolus: Mécaniques des Systémes de Solides Indéformables

Galilee : (1064-1642)

La philosophie est écrite dans ce grand livre, ['univers,
qui ne cesse pas d'étre ouvert devant nos yeux. Mais ce livre ne
peut se lire si on ne comprends pas |e langage et on ne connait
pas les caracteres avec lesquels il est écrit. Or, la langue est
celle des mathématiques, et les caracteres sont triangles,
cercles et d'autres figures géomeétriques. Si on ne les connait
pas, c'est humainement impossible d'en comprendre méme pas
un seul mot. Sans eux, on ne peut qu'aller a la dérive dans un
labyrinthe obscur et inextricable”. G. Galilei "Il Saggiatore",

Rome, 1623

Ubjectifs :

% Différencier entre torseur symétrique et anti-symétrigue;
+ Décomposer un torseur (couple et glisseur) ;

+ Comprendre la notion de torseur équiprojectif ;

+ Determiner les élements de réduction d'un torseur ;

+ Determiner |'axe central.
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Exercices et examens résolus: Mécaniques des Systémes de Solides Indéformables

Exercice |

Soit L une application de I’espace vectoriel (E) dans lui-méme. L’espace (E) est associé a
I’espace affine £ a trois dimensions. L’application L est définie par :

X —y+4z X
L (U(M))=4 x+PBy+yz avec U(M))=|y| et M un point quelconque de C.
—oczx—y+[32 ya

1- Pour quelles valeurs des parametres a., 3 et y, I’application L est antisymétrique ?
2- Montrer qu’il existe un vecteur Q tel que L (TG(M)) = Q A G(M).
Corrigé

1- ¢ antisymétrique & V a, beE: a¢(b) = E((a).
Soit L, la matrice associée & ¢ dans la base (i, j,k) de E:

B -1 4 =0
L= 1 g v d’oﬁ{]/:l
—a? -1 B a’ =4

0o -1 4
la matrice s’écrit alors: L=< 1 0 1)
-4 -1 0
2- Vecteur Q tel que L (G(M)) = Q A G(M) ?

Soit O = (Z) ‘4 = (i) analors QA Y = (Ic’i:g)

c z ay —bx

Ce qui donne : L(u) = <_§I§Z> == (“;11)

—4x—y c=1
Exercice 2

Considérons les vecteurs T = ai +bj et v = |, liés respectivement aux points A (1, 0, 0) et B
(1, 1, 0) et les torseurs [G4] et [G2] associés aux moments de U et V, respectivement.

1- montrer que [G1] et [G,] sont des glisseurs.
2- On pose [G] = [G1] + [G2].
a- Calculer la résultante R de [G] et son moment en A. En déduire la nature de [G].

b- Déterminer I’équation cartésienne de 1’axe central de [G].
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Exercices et examens résolus: Mécaniques des Systémes de Solides Indéformables

Corrigé

—

1- La résultante de [G1] est: [G1]a =[O, ff], donc P’invariant scalaire I; = 51.ﬁ1 = 0 =[G4]
est un glisseur.

— — -

La résultante de [G,] est: [G,]g = [0, V], donc I’invariant scalaire I, = G,.R, =0 =[G3] est
un glisseur.

2-a) Larésultante R = R, + R, = ai + (1 + b)j
G(A)=0+ABAV =0
On a deux cas a distinger :

+ R=0= (ab)=(0-1),G estnul.
£ R+ 0= (ab)# (0,—1),G est un glisseur.
b) A € a I’axe central A. Pour un point P €A.

APIR=APAR=0

)z . . ] z=0
Donc I’équation cartésienne de A est : b+ 1Dx—ay—(b+1)=0
Exercice 3

Dans un repére R(O, i, j,k), on considére un disque de centre O contenu dans le plan xOy.
Le disque tourne dans le sens trigonométrique autour de Oz avec une vitesse de rotation o.

1- Par un calcul direct, déterminer la vitesse V(M /R) d’un point M (x, y, 0) du disque.

2- Montrer que le champ V(M /R) forme un torseur et déterminer ses éléments de réduction
en O.

3- De quel type de torseur s’agit- il ? Quel est son axe central ?
Corrigé
1-Ona V(M) = w(—yi + x)).

2- Ona MM .(I7(M) - V(M')) = 0 donc le champ est équiprojectif=il est antisymétrique :

donc le champ V(M) est un torseur.

Les éléments de réduction en O : [V] o) = [0, wk].
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Exercices et examens résolus: Mécaniques des Systémes de Solides Indéformables

Exercice 4

Dans un repére orthonormé direct R(O, i, j, k), on considére le champ de vecteurs V(M)
dont les composantes sont définies en fonction des coordonnées (X, Y, z) de M par :

vV, =1+3y -1tz

vy = -3X + 2tz ou t est un parametre réel.
V, =2+ tx - t?y

1- Calculer le vecteur V(M) au point O.

2- Pour quelles valeurs de t, ce champ est antisymétrique ?

3- Pour chaque valeur trouveée de t, déterminer les éléments de réduction du torseur (résultante
et moment en O).

4- Décomposer le torseur associé a V(M) en une somme d’un couple et d’un glisseur dont on
indiquera les éléments de réduction.

5- Déterminer la position de 1’axe central du torseur pour t = 0 et t=2.

Corrigé

0 1
1- Le point O a pour coordonnés : O = <0> = V(0) = <0> :
0 2
2- Equiprojectivité, on utilise les points O et M ;

1 X 1+3y—tz\ ,x
tq: V(0)OM = V(M)OM = <o> . (y) = ( 2tz — 3x ><y)

2/ \z 2+tx—t’y/) \z
=t?-2t=0=t=0o0ut = 2.

Le champ V(M) est équiprojectif pour t = 0 ou t = 2 ; V(M) est un torseur pour ces
valeurs de t.

0
3- Pourt=0,onaﬁ(t=0)=<0>;
-3

—4
Pour t = 2, on aﬁ(t =2)= <—2> ;
-3
4- Soit les deux torseurs associésat = 0: [Jpletat =2:[3I,];
Calculons pour les deux valeurs I’invariant scalaire :

Iy=V(0).Rt=0)=-6%0

L =V(0).R(t=2)=-10%0
Donc les deux torseurs sont quelconques (ni glisseur ni couple) chacun peut cependant
etre décomposé en la somme d’un glisseur et d’un couple :
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Exercices et examens résolus: Mécaniques des Systémes de Solides Indéformables

[S0] = [V(0),R(t = 0)] = [V(0),0] +[0,R(t = 0)]
De meme : [3,] = [V(0),R(t = 2)] = [V(0),0] + [0, R(t = 2)]

1
Couples : C(M) =V (0) = (0) VM
2 .
Glisseurs : G (M) = 0+ R(t) AOM
5- Soit P € aI’axe central du torseur, la positionde P par rapport a O est donnée par :

Donc

0P =W+Aﬁavec/1 €R
Pour A = 0, 0B, = XY@
R

0 1
Donc pour t = 0, R(t = 0) = ( 0 ) V(0) = (O) on obtient alors : 0P, = —if
-3 2

L’axe central pour t = 0, passe par P, et parraléle & R(t = 0) = parraléle & k.

de la meme fagon on obtient 1’axe central pour t = 2 :

4
=% 29\ _4
L’axe central pour t = 0, passe par Py = | — 5/29 etparralélea R(t = 2) = (—2) :
2/ 3
29

Exercice 5

Dans un repére R (O, 1, j,k)orthonormé et direct, on considére les torseurs [T1] et [T,] dont
les éléments de réduction au point O sont respectivement [V, (0), R, ] et [M,(0), R, | définis

R, =cosa i+ sina j

oar M, (O) =-asina i—acosa j ot M, (O) =-asino. i+ acosa j
R, =cosai —sina j

Ou a et o sont des constantes non nulles.

1- Calculer les invariants scalaires des torseurs [T1] et [T.] et déduire leur(s) nature(s).

2- Calculer M, (Q') pour un point O’ de coordonnées (0, 1, 1).

3- Déterminer 1’équation de ’axe central de [T,] et calculer le moment M, (P) en un point P
de cet axe.

4- Déterminer les valeurs de o pour lesquelles le torseur [T3] = [T41] + [T] est un glisseur.
Corrigé
1-Ona: I, =U,.R,=0¢etl, =U,.R, =0

Donc [T,] et [T,] sont des glisseurs.
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Exercices et examens résolus: Mécaniques des Systémes de Solides Indéformables

—sina
2- 1‘71)1(0’) = (71(0) + ﬁl AOO = (a+1) (—cosa)
0

3- I’équation de I’axe central de [T>] est donnée par : {y sztf % . All R, et passe par OP, (8)
- a

4- [T3] est un glisseur pour a = krt (k € Z).
Exercice B

Dans un repére R(O,i,] k)orthonormé direct, on considére les droitess D; et D

. - = O = O
d’équations respectives Dl(x J et Dz( y J .
z Z=—

On considére les vecteurs glissants R, =bj et R, =ai de supports respectifs D; et D,,
avec a et b des parametres réels non nuls.

On définit le champ G(M) = MA A R, + MB A R,. Les points A et B sont les intersections de

D; et D, avec I’axe Oz, respectivement.

1- Calculer les composantes de G(M) en fonction des coordonnées (X, y, z) de M.
2- Quel est ’ensemble A des points M pour lesquels Gi(M) est colinéaire a R, + R,.
3- Préciser la position de A par rapport a 1’axe Oz.

4- Soit Q le point d’intersection de A avec 1’axe Oz. On définit le point S tel que Q_é =U(Q) .

Calculer les coordonnées de S et montrer que, lorsque b varie, S’ (projection de S sur le plan
xQy) décrit un cercle de centre le point de coordonnées (0, -a).

Corrigé
L L b(z+1)
1-Ona G(M)=MAAR, + MBAR,=|—a(z+1)
—bx + ay

2- L’axe central est parall¢le a :

R, + Ry et passe par le point Potq : O—P(; - %
1 2

4- Quand b décrit R, le point S’ décrit le cercle de centre C (0, —a) et de rayon a.

—2a?b
—— | —2ab?
b% — a2
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Exercices et examens résolus: Mécaniques des Systémes de Solides Indéformables

Exercice?

1- Montrer que le champ des vitesses d’un solide indéformable est équiprojectif.

_—

2- Montrer que pour deux points A et B du solide % ~RAAB

Corrigé

1- Soit deux points Aet B du solide indéformable S, par conséquent la distance entre eux est

— 2 —_
constante c'est-a-dire ﬁéz =cte = d% =0 = dAB e AB =0
N dAO dOB .A—B'zo - dOA.A—B’ _ dOB.A—B'.
dt dt dt dt
. . . . - dOA
Les vecteurs vitesses des points A et B sont donnés respectivement par V (A) =T et
. dOB
V(B)=—.
(B) p

Enfin on obtient, V(A)e AB =V (B)e AB .

2- Puisque le champ des vitesses est équiprojectif, on peut écrire que V (B) =V (A) + R A AB
dOB dOA dAB
dt dt dt

or V(B)-V(A) =

dAB —

Par conséquent, R A AB

Exercice8

1- Pour quelle condition le moment d’un torseur [T ]est constant le long d’une droite ?

10 6
2- Les éléments de réduction d’un torseur sont R=46 + et M(O)={3 }dans un repére
4 -6

orthonormé R[O, 1, j, IZ] . Déterminer le point | ou I’axe central (A) rencontre le plan (O, IZ,T) :

Corrigé
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Exercices et examens résolus: Mécaniques des Systémes de Solides Indéformables

1- Le moment d’un torseur [T ]est constant le long d’une droite (A), il faut et il suffit que
cette droite soit paralléle & la résultante R de [T] (supposée non nulle). Soient deux points
Aet B appartenant a I’axe (A) : M(B) =M (A)+R A AB or Rest colinéaire 2 AB . Ainsi
M (B) = M (A) ce qui signifie que le moment du torseur [T]est constant le long de (A).

2- L’axe central (A) = {I I M(1)=AR } par conséquent M(I) AR =0. Le moment en | est

X
donnée par M(1)=M(O)+RAOI en posant Ol=1ly on  obtient
z
6+6z—-4y
M (1) =43+4x-10z
—-6+10y —6X

Par conséquent, M (1) A R =0 conduit & la résolution du systéme algébrique suivant :

52x — 60y — 40z = —48 x=_3, 5,
60X +116y—247 =84 = gi :2”
40x — 24y +136z = -6 76 3y

Puisqu’on s’intéresse au point | d’intersection de (A)avec le plan (O,IZ,T) la coordonnée

47
| 38
y =0, par conséquent Ol” =| 0
31
76

Exercice 3

Dans un repére (O,X,y,Z) , on considere les trois glisseurs définis par les trois vecteurs :

\71=(1,o,—1) d’origine A=(1,0,0)
\72:(1,2,2) d’origine B=(0,1,0)
V,=(%, , v) d’origine C=(0,0,1)

Soit [T] la somme des trois glisseurs.

1- Déterminer (A, u, v) pour que [T] soit un couple et trouver son moment.

2- Determiner la relation que doit lier A, et v pour que [T] soit un glisseur ?

3- Dans le cas ou (A, u, v)=(—2,0,-1), trouver les équations de 1’axe central de [T]. Que peut-

on dire de la direction de I’axe central ?
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Exercices et examens résolus: Mécaniques des Systémes de Solides Indéformables

Corrigé

On  peut  écrire le  torseur[T]= [ﬁ, M ] avec R=V,+V,+V et

M, =&AV1+@AV2 +&AV3
2-u
On obtient M, =| 1+ A
-1

A+2
1- Pour avoir un couple, il faut et il suffit qu’on ait R=00r R=| g+ 2
v+l

D’ou on a un couple pour A =-2, y=-2et v=-1.

2- Pour avoir un glisseur il faut et il suffit que I’on ait: ReM_=0 et R=0

D , avec

M, =M, + R A OP. Par conséquent,

—_—
—

ReM =§0(I\7IO+I§/\OP):§0MO+I50(I§A@):I§OMO
L’invariant scalaire de [T].est | = Re M o = ﬁOMO
ReM,=0= 41-u—v+5=0et R=0= (4uv)=(-2-2-1).

2- Soit P(x,y,z), on veut I’ensemble des points P ot M oM R.

On écrit M, = M, + RAOP =aR. Comme on peut écrire M, AR =0
1., s o : 1
Ontrouve z=-1 x = -5 L’axe central est la parall¢le a y passant par le point (_E' y,—1).

Exercice 10

Dans un repére orthonormé (O,X,y,Z), on considere les torseur [T,] et [T,] dont les eléments

de réduction en O sont respectivement [cos(a),sin(oc),O;—asin(oc),acos(a),o} et

[cos(a), -sin(a), 0;—asin(a), -a cos(a),O}, a et o sont des constantes non nulles données avec

ae 0, m[.
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Exercices et examens résolus: Mécaniques des Systémes de Solides Indéformables

1- Préciser la nature des torseurs [T,] et [T,].
2- ) et h, étant deux réels, soit [T]= A, [T,]+ 4, [T,]. Trouver I’invariant scalaire I de [T],

le produit scalaire (ou le comoment) de [T,] et [T,]. Trouver une relation entre | et ce
comoment.

Corrigé
Les deux torseurs sont donnés par
[T,1=[R,M,] et [T,]=[R,,M,] avec ac]0z[ et aune constante non nulle. Les

résultantes sont données par R, =(cos(a),sin(«),0) et ﬁz = (—asin(a),acos(«),0). Les

moments sont donnés par Ml = (—asin(«), acos(«),0) et M2 = (-asin(a),—acos(«),0) .

1- On examine les invariants scalaires I, et I, de[T,]et[T,] (1, =R, ¢ M,,1, =R, ¢ M,).
On trouve I, =0et I, =00r R,et R,ne peuvent étre nuls, donc on a [T,]et [T,]sont des
glisseurs.

2- T réduit en O est défini par

(4, +4,)cos(a) —a(4, +4,)sin(a)
[T1=AM1+ A4[M,1=| (4 —4,)sin(a)  a(4, —4,)cos(a)
0 0

L’invariant scalaire | = Re M =—4ai, A, sin(a)cos(«), donc en général [T]n’est pas un

glisseur puisque | =0 (sauf pour a = %).

Le comoment des deux torseurs est défini par :

[T,]e[T,]=M,-R, + M, -R, = —4asin(a)cos(a) = ﬂll/l .

2

Exercice 1l

Soit [T1 ] et [T2] deux torseurs dont les éléments de réduction en un point A sont fil, l\7|1(A)

et R,, My(A).

1- Montrer que le champ M=R;AM,+M; AR, est un champ de moments.
2- Montrer que le champ M précédent et la résultante R AR, définissent un torseur. On

désigne ce torseur par [T1 1A [T2].
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Exercices et examens résolus: Mécaniques des Systémes de Solides Indéformables

Corrigé
1- L’AS ferait intervenir la résultante générale ; on choisit plutét de prouver I’EP ou la

résultante n’intervient pas.
A prouver VA Bona (M (B)-M (A))oﬁ =0.

M(B)~M(A) =R, A (M, (B) — M, (A) + (M, (B) =M, (A) AR,

Or M,(B) =M,(A)+R, AAB et M,(B)=M,(A)+R, A AB

Ainsi,

M(B)—M(A) =R, A (R, A AB) + (R, A AB)AR,

En utilisant la propriété du double produit vectoriel suivante :
UANVAW)=V-(U-W)—w-(U-V), on trouve
M(B)-M(A) =R, (R,-AB)-R, (R, -AB) =(R, AR,) A AB

En posant R =

AR,,ontrouve M(B) =M (A)+R A AB
Ainsi le champ M=R

R,
M=R; AM,+M; AR, est un champ de moments.

2- D’aprés I’équation (1) on peut conclure que le champ équiprojectif M et la résultante
R = R, A R, définissent un torseur [T]=[R,M].

M. BOURICH
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Exercices et examens résolus: Mécaniques des Systémes de Solides Indéformables

Exercices complémentaires

Exercice 12

Dans un repére R (O, i, j, k) orthonormé direct, on considére le champ de vecteurs défini par

U(M) =—zi +zj+(x—y)k 0l X, y et z sont les coordonnées de M dans le repére R,
1- Montrer que ce champ est antisymétrique.

2- Déterminer ses €léments de réduction au point O.

3- Determiner la nature du torseur correspondant et son axe central.

Exercice 13

On considéere deux torseurs dont les éléments de réduction en un point M quelconque sont
respectivement [vl(M), ﬁl] et [VZ(M), ﬁz]. On définit le champ de vecteurs v(M) par

V(M) = Ry A Vo (M)— R, A Yy (M)
1- Montrer que le champ v(M) est équiprojectif.
2- Déterminer la résultante associée a ce champ.

Exercice 14

Considérons le repere fixe Ro(OXoYoZo) €t un deuxiéme repéere R(Gxyz) lié a un solide (S).
Désignons par E 1’espace vectoriel associ¢ a I’espace affine ¢ lié a (S). On considére
I’application L définie de 1'espace vectoriel E vers lui-méme qui, & U € E, fait correspondre

du
L{U=— .
® =,

1- a. Vérifier que L est une application linéaire antisymétrique.

b. Donner la forme de sa matrice dans la base (i, j,k) du repére R.
2- En déduire qu’il existe un vecteur Q = pi +qj+rk tel que: L () =QAT.
Exercice 15

On considére un cube ABCDA'B'C'D’ d’aréte a. On a les relations suivantes :
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V(A)=AB t2

\7( c’ ) colinéaire a C'C A' D'

\7( D’ ) contenue dans le plan AD (B V(D) |

B .. #1c .

Un repere Axyz est lié au cube de sorte que Ax soit V(C)
colinéaire et de méme sens que AB, Ay colinéaire et |
de méme sens que AD, Az colinéaire et de méme F A ,D4y>
sens que AA’. On admet que le champ de vecteurs _- v
V(M) obéit a la relation de transfert d’un torseur. x'/ B C

1- Déterminer les composantes de la résultante R
du torseur dans le repére Axyz.

2- Calculer v(D’) par ses composantes dans le repere Axyz.

3- Déterminer 1’équation paramétrique de I’axe central du torseur.
4- Quelle est la nature de ce torseur ?

Exercice 16

1- Calculer le moment d’un glisseur sur son axe central.

2- Montrer que si le moment d’un torseur est nul en un point de I’espace, alors ce torseur est
un glisseur et le point en question est un point de I’axe central.
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Chapitre

Cinématique du Solide
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Ubjectifs :

René Descartes : (1396-16a0)

René Descartes a écrit les principes de la philosophie en
1644, dont |'objectif est de “ donner des fondements rigoureux 2 la
philosophie”. la physique cartésienne est fondée sur
lidentification de la matiere avec la quantité géométrique : la
pesanteur et le mouvement sont ramenés & une explication
mécaniste. Sa description du monde est essentiellement
cinématique, le mouvement se transmettant de proche en
proche par contact. Dans les Principes de la Philosophie,
Descartes distingue |a cause premigre de tous les mouvements
(Dieu. auteur de la nature), des causes secandes appelées les |ois
e la nature, qui régissent | mouvement des parties de la

matiere.

4 [omprendre le mouvement du solide étudié (points fixes, axes de rotation ...) ;
4 [Différencier entre vitesse linéaire et vitesse angulaire ;

< [Differencier entre réferenties| absolu, relatif et d'étude :

4 |llustrer la distinction entre vitesse absolue, relative et d'entrainement (relation de

transfert) :

4 [omprendre la notion de centre instantané de rotation ;
< Savoir determiner la condition de roulement sans glissement ;

+ Savoir determiner la base et la roulante .

M. BOURICH

19



Exercices et examens résolus: Mécaniques des Systémes de Solides Indéformables

Exercice |

On considére un cube de cotés O;A = OB = O,C =1, en mouvement par rapport a un repére
orthonormé direct fixe, R(O, X, y, z). A tout instant, les projections des vecteurs vitesses des
points A, B et C sont telles que :

V(A/R)-0,B=20 et V(A/R)-0,C=ow A
V(B/R)-O,A=w et V(B/R)-0,C=0 c
V(C/R)-O,A=w et ¥(C/R)-0,B=w A
B .
Soit R;(Oy, i, ji,K;) un repére lié au cube dans son mouvement /
par rapport & R avec i, =O,A, j,=O;B et k; =0,C (voir figure ©:L_ — -
1). Figure 1

1- Déterminer dans R, les vecteurs vitesses des points A, B et C. En déduire le vecteur
Q(S/R) qui caractérise la rotation instantanée du cube par rapport a R.

2- Déterminer le vecteur rotation instantané Q(S/R) du cube par rapport a R. En déduire les
vecteurs vitesses des points A, B et C.

3- Déterminer la vitesse du point O, par rapporta R, v(O, /R).
4- Déterminer I’invariant scalaire I du torseur cinématique.

5- Calculer la vitesse V(M/R) d’un point M quelconque du cube. En déduire 1’axe instantané
de rotation.

Indication: Tous les résultats doivent étre exprimés dans la base de R,.
Corrigé

1- D’apres les données, on peut écrire les vitesses sous la forme suivantes :
B(A/R) = Y1 + 20j; + 0k,

rA = 0
B(B/R) = wi; + Ygj; + 0K, = G(S/R) |r2 = —w
r; =w

3(C/R) = (i +71) + Ycky
Donc : G(S/R) = w(—j; +ky)
3-5(0/R) = 5(B/R) + B(S/R) A BO; = 2, + o],

4- L’invariant scalaire I = B(B/R).Q(S/R) = cte # 0.
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5- L’axe instantané de rotation est ’axe d’équation z = —y — 2 dans un plan || a yOz
coupant I’axe Ox en x=1/2.

Exercice 2

Un cerceau (C) de centre A et de rayon a, dont le plan est perpendiculaire & XoOyyo, roule sans
glisser sur le plan horizontal (P). L’axe du cerceau reste parall¢le a 1’axe (Olg) et le point de
contact I décrit un cercle de rayon R avec une vitesse angulaire o constante (figure 2).
L’angle variable © caractérise la rotation propre du cerceau autour de son axe. On désigne par
Ro(O, X0.,Yo, zo) le repére fixe, Rl(o, u,v, RO) un repere 2
intermédiaire et par R(O, x,y, z) le repére lié a (P). On
suppose que le plan (P) est fixe dans Ro. Soient Iy, I, et Ig les
points de contact entre le cerceau et le plan (P) tels
que l,€(C), I, € (P) et I point géométrique.

H

Figure 2 0

1- Calculer la vitesse V(A/R,) et l'accélération y(A/R,)
du point A dans Ry, .

2- Quel est le vecteur instantané de rotation Q(C/R,).

3- Donner les éléments de réduction du torseur cinématique en A. En déduire sa nature.

4- Calculer la vitesse (1, /R, ). En déduire la condition du roulement sans glissement.

5- Calculer les vitesses V(1,/R,) et V(lg/R,) ainsi que les accélérationsy(l, /R,),
v(1, /R,) et 7(Ig /R,y). Conclure.

6- Calculer la vitesse v(M/R) et I'accélération ¥(M/R)du point M situé sur la périphérique
du cerceau lors de son passage par le point le plus haut de (C).

7- Soit B un point appartenant a I’axe du cerceau et situé¢ a une distance b de A. Sachant que B
est lié a (C), calculer ¥(B/R,). Pour quelle condition cette vitesse devient nulle.

8- En déduire I’axe central du torseur cinématique.

9- On suppose maintenant que le plan (P) tourne autour de la verticale avec une vitesse
angulaire constante .

a- Calculer la vitesse V(A/R,) et l'accélération y(A/R,) en utilisant le théoréme de
composition des mouvements.

b- Déterminer le nouveau vecteur instantané de rotation Q(C/R,).

Indication: Tous les résultats doivent étre exprimés dans la base (U, v, kg )
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Corrigé

1-ona D(A/R) = D(H/R) + Q(R;/R,) AHA = wRY
Y(4/R) = — w’Ru

2- Q(C/Ry) = =0T + wky

3-1=0etQ(C/R,) # 0 =un glisseur.

4-¥(I;/R) = (wR — ab)v

donc laC.R.S.G= #(I;/R) =0 = wR = ab

5- $(I,/R,) = 0 et B(I;/Ry) = Rw

w?R?
Ko

Y(I;/Ry) = — w?Ru +

V(3/Rg) = 0
V(IG/RO) = — w*RU
clc:

+ Les points ont des vitesses instantanées identiques mais leurs accélérations sont
différents.
+ Généralement les trois points confondus a t donné ont des accélérations différentes.

6- ¥(M/Ry) = 2Rwv
V(M /Ry) = — 3w’Ru — wRO K,
7- ¥(B/Ry) = (R — b)w7 : cette condition devient nulle si R = b.
8- L’axe central passe par les points H et I; a t donné.
9- On prendra R lié au plan comme repere relatif :
a) B(4/Ry) = D(A/R) + Q(R/Ry) A 04 = (w + wy)RT
Y(4/Ro) = Y(A/R) + V. (A) +V.(4)
Y(4/R) = — w’Ru
7. (A) = —w?Ru
Y.(4) = —2wwyRu

b) et A(C/Ro) = G(C/R) + G(R/Rg) = ((w + wg)ko — 6i)
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Exercice 3

Un cerceau (C;) de rayon a, dont le plan est vertical, roule sans glisser sur le plan
horizontal (m). Le point de contact du cerceau avec le plan (m) décrit un cercle de rayon R avec
une vitesse angulaire uniforme ( 6 = Cte). On désigne par Ro(O, Xo, Yo, Zo) le repére lié a (r) et
par R1(O1, X1,Y1, Zo) le repére en rotation autour de 1’axe Oz (figure. 4a). Le cerceau (C,),
dont le centre A est lié a Ry, est en rotation autour de 1’axe O1X;.

Soit I; (I3 € (Cy)) le point de contact du cerceau avec le plan (m) et Iy le point de contact
géomeétrique.

1- Déterminer les vecteurs rotations instantanées 5(Cl/ R,) et E)(Cl IR,).
2- Calculer V(l, /R,) et ¥(I,/R,). En déduire la condition de roulement sans glissement.

3- Calculer les accélérations (I, /R, ) et (I, /R,).

Au cerceau (C;) on attache un deuxiéme cerceau (C,) par une barre rigide A 1A, (A 1A,
= L). Le systeme formé par (C,), (C,) et A 1A, forme un solide indéformable en rotation

uniforme ( 6 = Cte) autour de 1’axe Oz, (figure. 4b). Le cerceau (Cy) est en rotation autour de

I’axe O1X; de R; avec la vitesse angulaire EZ(C1 / Rl) et roule sans glisser sur (7).

4- Soit 1, (I, €(Cy)) le point de contact du cerceau (C,) avec le plan (m) et Ig; est le point de
contact geométrique.

a) Calculer les vitesses V(I,/R,) et ¥(l, /R,).
b) En déduire la vitesse de glissement de (C,) sur (m).

c) Calculer les accélérations (I, /R,) et (I, /R,).

Figure 4a Figure 4b
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Corrigé

1- ((C,/Ry) = §T1 et G(C,/Ro) = ¢T 1 + Bko

2-V(Ic1/Ro) = R6J 1 et ¥(I;/Rg) = (RO + ad)j

Donc la condition de roulement sans glissement est donnée par : R& = —a¢
3-¥(Ic1/Ro) = —RO%, et (11 /Ry) = RO%, + 0,

4-a) V(Ic2/Ro) = (R+ L)6] 1 et V(I,/Ro) = (R + L)6 + ag)j4
b) V¢ (C2/m) == ((R+L)6 + a¢)j

or la CRSG de C; donne : RO + ap = 0

donc : V,(C,/m) = L6j,

¢) ¥(Ic2/Ro) = —=(R+ L)6%T; et ¥(I,/Ry) = —L6%4

Exercice 4

Soit Ry(O,iy, jo.ko) un repére fixe et £ un systéme matériel constitué de deux solides (S;)
et (S,) (Fig.2). (S;) est une barre homogeéne OA tournant dans le plan horizontal (O, iy, j,) a

la vitesse angulaire @ autour de ’axe (O, IZO). (S,) est un disque homogene, de rayon R et de

centre C. (S,) est assujetti a rester dans le plan vertical (O, iy, IZO) et a rouler sans glisser sur (
S1).Ona

OC = Rkg +xiy. Ry(0,i;, J1,ko) et R,(C,i,, j;.K,) sont deux repéres respectivement liés a (
S;) et (S,). La position du systéme dans R, est repérée par les angles: w = (iy,i;) et
0= (i, T7).

1) Donner les vitesses de rotation (S, /Ry) et €(S, /R,). En déduire Q(S,/Ry).

2) Calculer les vitesses V(I; € S;/Ry) ; V(I, €S,/Ry) et V(1/Ry). Iy et I,étant les

points de contact de (S;) et (S,) respectivement et | le point géométrique de contact.
Comparer les trois vitesses.

3) Calculer les accélérations y(l1; € S;/Ry) ; 7(1, €S, /Ry) et y(1/Ryp).

4) Exprimer la condition de roulement sans glissement de (S, ) sur (Sy).

5) Peut-on dire que le mouvement de (S,) est plan dans le repere Ry.
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A

Ko

Fig. 2
Corrigé
1- ((S1/Ro) = ko et A(S2/Ry) = 6Ty
Q(S2/Ro) = Q(S2/Ry) + ARy /Ry) = 6]y + Pk
2-B(I; € S1/Ry) = x{ij; et 5(I; € S3/Ry) = (x — ROy + xijy
3-Y(I, € S1/Ro) = xyj; — x*T
V(I € S2/Ry) = (% — x{?)T; + (22 — RYO));
YU/Ry) = (% — xy?)i; + 2%,
4- C.R.S.G est donnée par : x = R6

5- Mouvement plan dans la base R; et R,.
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Exercices complémentaires

Exercice 3

On considére une tige (T), de centre G, d’extrémités A et B et de longueur 2a, en
mouvement dans le plan xoOyjp. La tige est en mouvement de rotation, caractérisé par 1’angle

0, dans le repére relatif R¢ (G, iy, jo,Ko) . Ce dernier est en translation rectiligne uniforme par
rapport & un repére fixe R (O, iy, o, Ko) . On donne (G/R,)=V,i, 0OU Vo est une constante
positive. On définit R(G, i, j,k,) comme étant un repére lié a (T) avec i porté par AB (Fig. 3)
et (ip,i)=06.

1- a) Calculer et représenter les vitesses relatives des points A et B.

b) Représenter le champ des vitesses relatives de la

. L - vo 4
tige et preciser sa nature.

2- a) Déterminer la vitesse d’entralnement d’un point
quelconque de (T). 5

b) Représenter le champ des vitesses
d’entrainement de (T) et préciser la nature du torseur  F - i

associé. R R
I G R Xo
3- En déduire la vitesse absolue du point A. V(G/Ro)
4- Calculer la vitesse absolue du point B en utilisant la A Figure 3

relation de transfert.

5- Déterminer géométriquement la position du centre instantané de rotation de (T) dans son
mouvement par rapport a R.

Exercice B

On considére deux disques D; et Dy, de rayons R; et R,, en mouvement dans le plan vertical
fixe xOy d’un repere R(O, x, y, z). Les deux disques sont superposés de telle sorte que leurs
centres Oy et O, restent sur la méme verticale durant leurs mouvements (figure 1). On admet

que les centres O; et O, ont la méme vitesse [ V(O, /R )=V(O, /R )=v,i]. Le contact entre
D; et D, est ponctuel en H; (Hie D;) et H, (H2 € Dy). Le disque D, roule sans glisser sur D;
et Dy roule sans glisser sur 1’axe horizontal Ox avec la vitesse angulaire (D, /R )= wk. On

définit 1; comme étant le point de contact instantané de D; avec Ox (I; € Dy).

1- Etablir la condition de roulement sans glissement de D1 sur Ox; en fonction de o, R; et vp.

2- Sachant que le vecteur vitesse de rotation angulaire (D, /® )=k (¢ étant I’angle qui
caractérise la rotation de D, par rapport a R), déterminer, en utilisant la condition de
roulement sans glissement de D, sur D1, I’expression de ¢ en fonction de o, R et R,.
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3- Determiner géométriquement la position du centre instantané de rotation du disque Do.

4-Représenter géométriquement les vecteurs vitesses :
VM, /®R), (N, /R ), V(M, /R ) et W(N,/R);

les points M3, My, N; et N, étant indiqués sur la figure 1.

5- Indiquer la base et la roulante pour chacun des deux disques D; et D».

vk
—
Vo
—
Vo
-
0 I X

Exercice 7

On considére un systeme (S) formé de deux tiges homogenes OA et AB, identiques et de
faibles sections. Chacune des deux tiges a une masse m et une longueur {. Les deux tiges,
articulées en A, sont en mouvement dans le plan xOy d’un repere R(O, x, y, z). Le point O

est une articulation fixe dans le repére R (O, i, j,k ). Les positions des tiges dans le plan xOy
sont repérées par les angles o et B (figure 2). On désignera par R (G, 1, j,k ) un repére
barycentrique d’origine G (centre de masse de la barre AB), par R 1(O, u,,V,, k) un repére

lié a la barre OA et par R 2(G,, U,,V,, k) un repére lié & la barre AB.
Tous les résultats doivent étre exprimés dans la base ( Uy, V;, k).

On suppose que o = wt et B = 2a (o étant une constante).

1- Calculer :
a) Les vitesses V(A/R ) et V(G,/® ).
b) Les accélérations ¥(A/® ) et (G, /R ).

2- Montrer que :
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0G2 AV(G, / R)zgcofz(1+ cosa)k et 0G» /\?(GZIR)z—ngEZ sin ok .

3- Déterminer les torseurs cinématiques de (OA) et (AB). Préciser leurs natures.
4- Déterminer les positions des centres instantanés de rotation des tiges (OA) et (AB).

5- Déterminer la base et la roulante pour la tige (AB).

xy

Exercice 8

Une échelle double est formée de deux barres AB et AC, identiques et articulées en A.

L'échelle repose sur I'axe Ox, avec une ouverture CAB= 2o comme indiqué sur la figure 3.
On désigne par Rq (O, Xo, Yo, Zo) le repere absolu. Le systeme est en mouvement dans le plan

vertical xoOyyp. Les point B et C glissent sur I'axe Oxg avec les vitesses respectives \7(B/ Ro)
et V(C/R, ). Soit Ry(O1,X1,y1,21) un repére dont I'axe O;y; est la médiatrice de I'échelle. La

base (TO o Ro) est associée aux deux repéres Ro et R;.
Onpose AB=AC=L

1- Trouver, en fonction de ¢, les vecteurs Q(AB/R,) et Q(AC/R,) caractérisant les
rotations instantanées des barres AB et AC par rapport a Ry respectivement.

2-Ondonne V(B/R,)=-V(C/R,)=V,

a) En utilisant la relation du torseur cinématique pour chacune des deux barres, trouver
la relation liant &, o, L et v, .

b) Déterminer la vitesse V(A /R, ) en fonction de ¢, a et L .
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c) Déterminer géomeétriqguement les positions des centres instantanés de rotation des
barres AB et AC.

d) Déterminer (sans calcul) la base et la roulante pour chacune des deux barres.

Yo A y1

Zo Z1

3- On fixe le point C sur I'axe Ox de sorte que V(B/R,)=v,i et v(C/R,)=0. Trouver
dans ce cas:

a) La vitesse du point A dans Rqen fonction de ., o et L.
b) La relation liant &, o, L et v, .

c) Les centres instantanés de rotation des barres AB et AC.

d) La vitesse du point O; dans Ro.

Exercice 9

Un cerceau (C) de centre A et de rayon a, dont le plan est vertical, roule sans glisser sur un
plan horizontal (P). L’axe du cerceau reste parallé¢le a 1’axe (O Ig) et le point de contact décrit
un cercle de rayon R avec une vitesse angulaire o constante (figure ??). L’angle variable 0
caractérise la rotation du cerceau autour de son axe. On désigne par RO(O,xo,yO,zo) le
repere fixe et par R(O, X, Y, z) le repere lié a (P). On suppose que le plan (P) est fixe dans
Ro. Soient Iy, I, et Ig les points de contact entre le cerceau et le plan (P) tels que : I,€(C),
I,e(P) et I est le point géométrique.

1- Calculer la vitesse V(A /R, ) et l'accélération (A /R,) du point A dans R,.
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2- Quel est le vecteur instantané de rotation & du cerceau dansR,.

3- Donner les éléments de réduction du torseur cinématique en A. En déduire qu’il s’agit d’un
glisseur.

4- Calculer la vitesse V(I, /R ) et en déduire la condition du roulement sans glissement.

5- Calculer V(1, /R, ) et V(I /R,) et les accélérations (I, / R,), 7(1, / R,) et 7(lg /R,)
. Conclure.

6- Calculer la vitesse V(M /R, ) et I'accélération 7(M / R, )de son point le plus haut.

7- Soit B un point appartenant a I’axe du cerceau et situé a une distance b de A. Sachant que B
est lié a (C), calculer \7(B/ RO). Pour quelle condition cette vitesse devient nulle ?

8- En déduire I’axe central du torseur cinématique.

Exercice 10

Un solide (S) est constitué¢ d’une barre (AB), de milieu G et de longueur 2a. Le solide (S) est
en mouvement par rapport au repere orthonormé direct Ry (O, XoYoZo). Le repére Ry est fixe et
I’axe Ozg est vertical ascendant. L’extrémité B de (S) glisse sur le plan matériel xoOyp alors

que I’extrémité A reste fixe sur I’axe matériel Ozg. On donne OA = a~/3. Un anneau (M),
assimilé a un point matériel, se déplace sur la barre (AB). Il est repéré par le vecteur position

AM = —1(t) k. On désigne par Ry ((O, [, V, ko) et Rz (O, T, W, K) les repéres intermédiaire et li¢
au solide, respectivement.

1- a) Déterminer la vitesse de rotation Q(S/R,)du solide par rapport a Ry.
b) Déterminer la vitesse v(G/R,)du point G par rapport a Ry, en utilisant :

- larelation de transfert du torseur cinématique,
- le théoréme de composition des mouvements.
c) Déterminer la vitesse V(B/R,)du point B par rapport a R.
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2- a) Calculer la vitesse v(M/R,)du point M dans le repére Ry. En déduire 1’accélération
-
v(M/R,) de ce point dans le méme repere.

b) Calculer la vitesse et I’accélération d’entrainement du point M (R, repere relatif) ainsi
que son accélération de Coriolis.

c) En déduire la vitesse absolue v(M/R,)du point M et son accélération absolue
_)
Y(M/Ry).

3- On suppose maintenant que 1’extrémité B
peut quitter le plan matériel XoOys.

a) Donner 1’expression du vecteur vitesse
rotation, Q(S/R,), de (S) par rapport a
Ro.

b) Déterminer I’expression du vecteur
V(M/R,).

(o]

Exercice 11

Un disque (D) de centre G et de rayon R tourne dans
un plan horizontal autour de son axe (Oz,) avec une 2o
vitesse angulaire constante . Il entraine dans son
mouvement un cerceau (C), de centre C et de rayon r,
situé dans un plan vertical. Le cerceau est appuyé en J
sur le disque (D) et en | sur le plan horizontal (P).

D)

Yo

On définit les repéres suivants : |
R, (O, 1., I, k.)repere fixe, R(O,T,],K) repere lié a - X

(P), Ry(G, 1, }, k,) repére li¢ & (D),

R,(C, iy, J,, ) repére lié a (C) et R4(C,U,V,k,) un repére intermédiaire.

Les anglesO, ¢ et y sont tels que: 0=(i,0), ¢=(V, 1,) et y=(i,, i) =ot.

On considére d'abord que le plan (P) est fixe dans dans R, (e = 0).

1- Donner les expressions des vecteurs rotations (D / R,) et ﬁ(R3 IR,).
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2- Calculer les expressions des vecteurs vitesse suivants :
V(C/R3),V(C/R,),Vv(l e (C)/R;), V(1 e(C)/R,), V(I e (D)/R,) et v(J € (C)/Ry).
3- En déduire les vitesses de glissement de (C) par rapport a (P) et par rapport a (D).

4- Donner les conditions de roulement sans glissement aux points de contact.
5- On suppose maintenant que le plan (P) est en rotation autour de Oz, avec une vitesse
angulaire constante @y = constante =0.

a) Calculer v(l e(C)/(P)) et v(J e (C)/(D)).

b) En déduire les nouvelles conditions de roulement sans glissement. Comparer les résultats
obtenus avec ceux de la question 4).

Exercice 12

Un coOne de demi-angle au sommet o est en contact, suivant 1'une de ses génératrices
[confondue avec (O,i,)], avec le plan xOy d’un repére fixe R (O, 1, j,k). Le cone, dont le
sommet est fixé en O, effectue une rotation d’angle ¢ autour de Oz et une rotation propre
d’angle 0 autour de son axe Ox, de vecteur unitaire TZ (voir figure 2). On pose OC = a.

1- Calculer la vitesse de rotation Q (cone/R).

2- Soit M (0, 0, z) un point assujetti a rester sur I’axe Oz. Déterminer la condition a satisfaire
pour que M soit lié au cone.

3- Calculer la vitesse d’un point I de contact (I e céne) en fonction de la distance Ol.

4- Deéterminer la condition de roulement sans glissement du cone et 1’axe instantané de
rotation (dans le cas de non glissement).

5- Calculer la vitesse du point C situé au milieu de la base du cone.

6- Soit I un point géométrique coincidant avec le point de la base du cone qui est en contact
avec le plan xOy. Comparer les vitesses V(ls) et V(I € cone).

7- On suppose que le cone fait un angle variable avec le plan xOy. On pose ¥ = (Tl, TZ) , oU

Tl est la projection de TZ sur le plan xOy. Calculer Q3 (cone/R) et la vitesse de C.
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Chapitre

Moments d’inertie de différents corps
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Roger Josef Boscovich : (1711-1787)

Pour R.J. Boscovich, les corps ne sont continus qu'en
apparence, en réalité, ils sont formés de points matériels isolés ;
“un corps continus soit un concept intuitif, primitif, on peut
toujours le penser comme un ensemble de points matériels, liés
entre eux par des liens sans masse, de telle sorte que la masse
totale soit la somme de la masse des tous les points, et que la
forme, donc la disposition des ces points, soit garantie par |e
"squelette” des liens imaginaires .

Pyhep Domkonmh (1711-1787)

Ubjectifs :

+ Determiner la matrice d'inertie principale ;

% Savoir déterminer le repere et I'axe principal d'inertie ;

+ Determiner et différencier entre centre de masse et centre d'inertie ;
% Appliquer la notion de moment d'inertie ;

% Savoir appliquer le theoreme de Guldin .
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Exercice |

Déterminer la matrice d'inertie des solides homogenes suivants:

a. Cylindre creux de rayons Rj, R, (rayons intérieur et extérieur) de hauteur H et de masse M.
b. Cylindre mince de rayon R et d'épaisseur faible.

c. Cone creux de rayon R et de hauteur H.

d. Quart de cercle de rayon R.

corrige :

a. Cylindre creux de rayons R;, R, de hauteur H et de masse M :

z
A

x
| J SO

Les trois plans sont des plans de symétrie matérielles et (X,y,Z) est une base principale
d’inertie = la matrice d’inertie est diagonale

A 0 O
"= o Olavec:A:B=f(y2+zz)dm=§c+f(z2)dm
0 0 C

1
C = f(y2 + x2)dm = EM(R% + R?)

3 2
Ona [(z%)dm = np(R3 — R%)If—z = %

2
DoncA=B =%M(R§ + R?) +%
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Finalement la matrice s’écrit :

2
“M(R} +R) + =~ 0 0
2
I = 0 ~M(R} + R + =~ 0
1
| 0 0 SM(RS +RD)|

b. Cylindre mince de rayon R et d'épaisseur faible :

x /’/"—— \‘\\37\‘

(X,¥,Z) estune base principale d’inertie = la matrice d’inertie est diagonale :

A 0 O
0 0 C

(0,%) et (0,y) jouent le méme réle = A = B.

_ p = MR?  MH? — M R2
A=B=—+—-¢et C=MR
MR? | MH?
EET 0
. . ar e _ 2 2
Finalement la matrice s’¢ecrit : [l = 0 % n % 0
0 0 MR?

c. Cbne creux de rayon R et de hauteur H :
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(0,%,2) et (0,y,2) deux plans de symétrie =(0,2) et (0,%) sont deux axes principaux
d’inertie. X Ay = Z = (0, Z)est un axe principal d’inertie :

A 0 O
0 0 C
2 2
Avec: C ——etA B —ﬂ+ﬂ
I[ M 0 0 1|
Finalement la matrice s’€crit : [15) = | 0 MTRZ + MTHZ 0 |
MRZJ
l 0 o
AY
d) d. Quart de cercle de rayon R :
M
Y [me==yfe=x
R |
I
I
6
7 X

onaz=0et A= [(y)dm,B = [(x*)dmetC = [(x* +y?)dm

A —-F 0
lsy=|-F B 0
0 0 ¢
2
AvecA=B=5="etp =0
2 T
2
[== -2 o]
| 3 i I
Finalement la matrice s’€crit : I, =[ MR*  MR? 0 J
2
0 MR?

Exercice 2
Calculer le moment d’inertie :
1- d’une plaque rectangulaire homogéne par rapport au c6té AB.

2- d’une sphére homogeéne de rayon R par rapport a son centre O, en déduire la matrice
d’inertie en O de la sphere.

M. BOURICH 37



Exercices et examens résolus: Mécaniques des Systémes de Solides Indéformables

Corrigé

1- Le moment d’inertie par rapport au coté AB est donné par :

IAB:I(T(Aﬁ)de avec AP =XX+Yyy
)

L =1 = [oy?dS :ﬁaydedyziabB. Orm=[dm= [odS=cab.
(S) 00 3 (S) (S)

Ainsi, |, =gb2.

2- Le moment d’inertie par rapport a O :

Iy = I@de or OP=r8&,, dm=pdV et dV =r’sin(p)drdode
s)

7l2

[prsin(p)drdode =gan5
0

lo

O =y U
O 3

La masse de la sphére est m = gﬂ' R®p.

Ainsi, 1, =ng2.

A cause des symetries de la sphere: 1o, =1, =1,.

Or 21y =lg, + 1o, +15,=3lo = g, =§|O:§M R?.

La matrice d’inertie par rapport a O est donnée par :

g|\/| R? 0 0
5
2 2
11, = 0 g|\/|R 0
0 0 g|\/| R?
i S i

Exercice 3
On considére le triangle rectangle homogene plein ABC d’épaisseur négligeable. On pose

AB =2ax et BC =2b y . On demande de déterminer :
1- les coordonnées dans le repére (A, X, ¥, Z) du centre d’inertie G du triangle ABC.

2- la matrice d’inertie de ce triangle en A sur la base (X, y,Z),
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3- déduire la matrice d’inertie en G sur la base (X, y,Z).

Corrigé

1- La masse du triangle est donnée par :
b
2aa

m:ajjdxdy =2cab
00

Le centre de masse du triangle est donne par :
b

1% o8 4 4 2
AG =— XX+yy)dxdy =—| —a’bX+—ab’y|=—aX+=by.
m“a( y y) dxdy m[3 3 y} S X +2DbY
2- Puisque le triangle admet une épaisseur négligeable z=0 alors 1, =1, =1, =1, =0.
b
I :jyzdm=2J?ai[ay2dxdy=ﬂab‘°’a:zmb2
" (S) 00 3 3

l, = J'xzdm =2ma?’.
®)

2
|, = I(xz +y?)dm=1,+1,, :2m(a2+b—)
(S) 3

L, = Ixydm =2ca’h’=mab=1,.
(S)
La matrice d’inertie par rapport a A est donnée par :
Y i

émb2 —mab 0
[1lo =|-mab 2ma’ o
0 0 2m(a’ +%)

. . 4 2 .
3- La position du centre de masse G est donnée par X; =—aet Yy, =§b. La matrice

d’inertie par rapport au centre de masse G peut se calculer comme suit :
1o =1a—myg
G _ 0 _ 2
I, =1, —mXg

I =1, —m(xg +y¢)

La matrice d’inertie par rapport a G est :

Emb2 PN 0
Iy, —1g O 9 29
[lls=|-15 I, 0]= “Mab Zma? 0
0 0 IS ) )
“ 0 0  Zm@a*+b?)
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Exercice 4

Une sphere homogéne de rayon a et de centre O roule sans glisser au fond d’une corniére en
forme de V majuscule, d’angle diedre 120° et de plan bissecteur vertical (figure 3).

1- Déterminer les éléments de réduction du torseur cinématique en O.
2- Montrer que H est un C.I.R
3- Déterminer la condition de roulement sans glissement de la sphere sur le diedre.

4- Déterminer 1’axe instantané de rotation.

<

Corrigé

1-1=Q(S/R).V(H/R) =0

2- HK

3-V(M/R) = V(H/R) + Q(S/R) AHM = V(M /R) € x0Oz =mouvement plan dans R.

4-CRS.G= V(M/R) = V(H/R) + 0(S/R) AHM =0 donc (i(S/R) = —2

asina
Exercice 2
Déterminer la matrice principale et centrale d'inertie des solides homogenes suivants:
a. Demi cercle de masse M et de rayon R.
b. Demi disque de masse M et de rayon R.
corrige :

a) Demi cercle de masse M et de rayon R :

et

A\
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0 0 }
2 2
MEZ_ MR 0
2 i
2
l 0 0 MRz - 22 J
T
0 0
MR?
2
0 MR?
E
2
I L
l 4
MR?
00 =
2
[ -
2
et la matrice centrale d’inertie s’écrit : [Igy =| 0 %—M(:—R)Z 0
T
MR? 4R ZJ
l 0 0 ——— M@

Exercice B

Le volant représenté figure est caractérisé par sa masse m et son rayon R. Il comporte un trou
circulaire centré en A (OA = a) et de rayon r.

1- Déterminer le centre d'inertie G du volant.
2- Calculer la matrice d'inertie au point O.
3- En déduire la matrice d'inertie au centre d'inertie G.

4- Calculer son moment d'inertie par rapport a la premiére bissectrice.
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<l

2
N A

corrige :

— ar?

1- 06 = —

2- (0,%,7Z) estun axe de symétrie = (0, y) est un axe principal de symétrie
—=F=D=0

Onaz=0=E=0

A 0 O
0 0 C

Avec [1; : Matrice d’inertie du disque plein de rayon R.

11, : Matrice d’inertie du disque (supposé plein) de rayon r.

M(R%+r?2
I-% 0 0
. . Y, . M RZ 2 2.,.2
Finalement la matrice s’¢ecrit : [15) = | 0 (R4r) 2 0
4 R2—r2
M(R?*+r?) a’r?
0 0 4 R2—r2
3- Matrice d'inertie au centre d'inertie G :
2 2
M(Rf”) 0 0
_ M(R% +71?) a’r? ar?
Hs); = 7 Mg MG—2’ 0
M(R? +1?) a’r? ar?
L 0 0 7 Mpoe MGl

4- Moment d'inertie par rapport a la premiére bissectrice :

Soitu = (%)
0
— M(R?%+r2) _ a’r?

Onals/m = tulsy u="—""7F R2—r2
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Exercice 7

Un solide (S) homogene de masse M est constitué par un cylindre plein de hauteur H, de
rayon R et par une demi sphére pleine de rayon R. Le cylindre et la demi sphere sont
assemblés par soudure comme l'indique la figure.

1- Expliquer pourquoi le repére (0,%,y,Z) est principal d'inertie?

2- Déterminer la position du centre d'inertie G du solide.

3- Déterminer la matrice d'inertie en 0, relativement a la base X, y, Z.

4- En déduire, dans la méme base la matrice principale et centrale d'inertie du solide.
corrige :

1-

H

(0,%,2) et (0,y,Z) sontdeux plans de symétrie matérielle
= (0,X%) et (0,y) sontdeux axes principaux d’inertie

Le troisieme axe : X Ay = Z = (0, Z) est le 3éme axe principal = la base (0, y,Z) est une

Z

)
\
|

7 I O 08 A 7 B 2 QZ\

base principale d’inertie
2- La position du centre d'inertie G du solide :

—  3(2R?H?—-RY) |
0G = VA
4(3R%H + 2R3)
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-

3- La matrice d'inertie en 0, relativement a la base X, y, Z :

A 0 0
=0 B 0|=IL+IL
0 0 C
3M  HR?> 4R® H3 0 0
sH+2R e T3 T3
L = 0 3M  HR? 4R® H3 0
® 3H+2R 4 T 15 T 3)
0 0 3M  HR? 4R®
SH+ 2R 2 T 15
4- La matrice centrale d'inertie du solide :
A; 0 0 A; = A— M 0 0
Igy=|0 Bg 0]= 0 B; = B — M¢ 0
0 0 G 0 0 C;=C

Exercice 8

Soit un solide (S) constitué d'un disque (D) de masse M et de rayon R et d'une tige (T) de
méme masse M et de longueur 2L. La tige est soudée au centre O du disque comme l'indique
la figure suivante :

D
(o™

\Di.\'quc

1- Déterminer de la matrice d'inertie du disque.
2- Determiner la matrice d’inertie de la tige.

3- Déterminer la matrice d’inertie du solide (S).
corrigé :

1- La matrice d'inertie du disque est donnée par :

[MR2 0 0 ]
* |

M. BOURICH 44



Exercices et examens résolus: Mécaniques des Systémes de Solides Indéformables

2- La matrice d’inertie de la tige est donnée par :

4

[§ML2 o ol

R L
M9 =1 o ZM2 0]

L o 0 0

MR? 4
I[_‘l' §ML2 0 0 -i
MR? 4
II(S) = II(Disque) + II(Tige) = | 0 T+ §ML2 0 |
| o o M
2

Exercice 9

L’espace étant rapporté a un repere , on considere un quart de sphére homogene S, de centre
O, de masse volumique et de rayon R.

1- Déterminer la masse de S.
2- Déterminer la position de son centre d’inertie G.
3- Déterminer en O la matrice d’inertie de S, en projection sur le repére .

4- Déterminer en G la matrice d’inertie de S, en projection sur le repére .
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corrige :

1- La Le quart de la sphére est défini par {(r,e,(p)log r< R,OS@S%,OS(BS%}.

7l2

Ainsi samasse est M = I .[przsin((p)drded(p:%p R®.
0 0

o'—.:U

2- Par symétrie le centre de masse G appartient a I’intersection du plan x =0 et de la droite
(bissectrice) y = z. Par conséquent X =0et yg =25.

_ 1 Rrnrl2 3
=0G-y=— . = r’sin(@)sin(p)drd@de = —

Yo y= M(!)y ij (0)sin(p) »=5R
. 1 rl2

2, =0G-7=— =

O =y 0

157 3 - 3
— r°sin(e)cos(p)drddde = —R
Y Hp (p) cos(p) »=3

Ainsi la position du centre de masse G est donnée par : 0G = g R(y - Z).

3- La matrice d’inertie peut étre calculée en utilisant les définitions des moments d’inertie et

les produits d’inertie en coordonnées sphériques. Comme exemple :
Rzxl2

= j(y +2%)dm = ” jpl’ [sm (p)sin®(6) + cos® (qo)]SIn((o)dl’d@dgo—éM R?.
(%)

Puisque le plan x =0est un plan de symétrie, alors tous les produits d’inertie relatifs a x sont

nuls: I, =1,=1,=1,=0.

La matrice d’inertie en O s’écrit :

2 MR? 0 0
5 ) , 1 0 0
[1l,=| O gMR2 —5—MR2 =§MR20 1 -1z
T
0 -1/r 1
0 IERVREIVIE
L o 5 ]

4- En utilisant le théoréeme des axes paralléles, on peut exprimer la matrice d’inertie en G.
Comme exemple :

Ly =l +m(ys +2z2) et 1, =15 +mygzg

XX

La matrice d’inertie en G s’écrit :
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EMRZ
160

[I]G =

0

83

320

S 2)

0

MR?

64 57

0

WYL
64 b5rx

EMRZ
320
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Exercices complémentaires
Exercice 10

On considere un cube plein homogene, C, de c6té 2a et de masse m et un repere R (G,T,], R)
dont l'origine coincide avec le centre de masse du cube. On ajoute deux masselottes

identiques A et B de masse %chacune sur les milieux de deux arétes du cube diamétralement
opposées (figure 1).

1- Déterminer la matrice d'inertie du cube en G, 1I(G, C).

2- Déterminer les matrices d'inertie en G des deux masselottes, 11(G, A) et 1I(G, B).

3- En déduire la matrice d'inertie en G, 1I(G, S), du systeme formé par le cube et les deux
masselottes.

4- Le repere R est-il un repére principal d'inertie? Admet-il un axe principal d'inertie? Justifier
votre réponse.

5- Trouver un repére principal d'inertie pour (S).
6- Diagonaliser la matrice et retrouver le repére principal d'inertie.

7- Déterminer la matrice principale d'inertie.

z

z

‘ a .~ ”
»

R

V<

2a °
x Figure 2

Soit un quart de cercle matériel de rayon R dont la matrice d'inertie 11(O, S) n'a pas été
trouvée diagonale.

Exercice 11

1- Déterminer la matrice d’inertie de (S), commenter.
2- Trouver un repére principal d'inertie pour (S)

3- Diagonaliser la matrice et retrouver le repere principal d'inertie pour le quart de cercle
homogeéne.

4- Déterminer la matrice principale d'inertie.
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Exercice 12

1- Déterminer les centres de masse et les matrices d’inertic en O des corps homogenes
suivants :

a) Une demi sphere creuse de rayon R et de masse m (Figure 3).

b) Une sphére creuse de rayon R et de masse m.

¢) Un quart de plaque elliptiqgue homogéne (Figure 4).

2- Calculer les moments d'inertie 1, de la demi sphére, de la sphére et de I'élément elliptique

par rapport & un axe A passant par O et de vecteur directeur =i + j .

3- En déduire les moments d'inertie 1, de la demi sphere et de I'tlément elliptique par
rapport aux axes passant par leurs centres de masse et parallele a A.
Exercice 13

On considére un solide (C) représentant un cylindre creux, homogéne, de masse m, de rayon
R, de centre de masse G et de hauteur h (Figure 5).

1- Déterminer la matrice d'inertie, 11(G, C), en G du cylindre creux. En déduire la matrice
d'inertie 11(O, C).
2- L'opérateur d'inertie du cylindre peut-il devenir sphérique ? Justifier votre réponse.

3- Sur la périphérie du cylindre on soude une masselotte A de masse % , Située sur l'axe Gy.

Le systeme constitué par le cylindre creux et la masselotte A forme un solide (S).
a) Donner la matrice d'inertie en O de A, I1(O, A). En déduire 11(O, S).

b) Trouver 1I(G, S).

z

X b @

a X y S

z Figure 4

Figure 3 :
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Exercice 14

1 -Déterminer les centres de masse et les matrices d’inertie en O des corps homogenes
suivants :

a) Une demi sphére creuse de rayon r et de masse m (figure 4).

b) Une sphere creuse de rayon r et de masse m.

c) Un quart de cercle matériel de rayon r et de masse m (figure 5).

d) Un cercle matériel de rayon r et de masse m.

En déduire le moment d’inertie I, du quart cercle par rapport a un axe A passant par O et de

vecteur directeur U (1, 1, 0).

e) Méme question pour un quart de plaque elliptique (figure 6). En déduire le moment

d’inertie 15 de la plaque par apport a 1’axe A passant par O, de vecteur unitaire U.

AR

Exercice 15

v

On considére un solide (C) représentant un cylindre creux, homogéne, de masse m, de rayon
R, de centre de masse G et de hauteur h.

1- Déterminer la matrice d'inertie, 11(G, C), en G du cylindre creux. En déduire la matrice
d'inertie 11(O, C).
2- L'opérateur d'inertie du cylindre peut-il devenir sphérique ? Justifier votre réponse.

3- Sur la périphérie du cylindre on soude une masselotte A de masse %, située sur l'axe Gy.

Le systeme constitué par le cylindre creux et la masselotte A forme un solide (S).
a) Donner la matrice d'inertie en O de A, 11(O, A). En déduire 11(O, S).
b) Trouver 1I(G, S).

Exercice 16

On considere un cone plein, homogéne, de demi-angle au sommet o et de hauteur h. Le repére

R (O, i ] R) est tel que I’axe du cone coincide avec 1’axe (Oz). Le sommet du cone est placé

en O.
1- Trouver la position du centre de masse du cone et sa matrice d’inertie dans le repére R

O,1,],k).
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2- Calculer le moment d’inertie du solide par rapport a un diametre de sa base, puis par
rapport & un axe passant par les points O et B(0, a, a).

3- Soit A un point de coordonnées (0, a, 0). Déterminer la matrice d’inertie du cone au point
A dans la base (i',]j,k). En déduire le moment d’inertie du solide par rapport & un axe
passant par les points A et C(a, 0, 0).

4- En faisant tendre 1’angle o vers 0, le cone tend vers une tige non homogéne avec une
densité de masse linéique, A, fonction de la hauteur z. Calculer A en fonction de z et
déterminer la matrice d’inertie de la tige au point O. Comparer le résultat obtenu avec celui de
la question 1) en supposant que a est petit.
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Chapitre

Systeme de freinage

>

Cinétique du dolide

M. BOURICH 52



Exercices et examens résolus: Mécaniques des Systémes de Solides Indéformables

Ubjectits :

Johan Samuel Kéinig (Koenig) : (1712-1757)

Les travaux de Koening publié dans son livee “Elément de
géométrie contenant les six premiers livres d'Euclide ”,
permettent e rapprochement des concepts de la cinématique
(vitesse, accélération) et ceux de la géométrie des masses
(centre de masse, moment d'inertie) donnant naissance & La
cinétique (appellée aussi cinématique des masses).

4 Développer la notion du Torseur cinétique (quantité de mouvement, moment cinétique) ;

+ Développer la notion du Torseur dynamique (quantité d'accélération, moment

dynamique) ;

+ Assimiler la notion de référentiel barycentrigue ;

# Appliquer |e théoréme de Koenig ;

M. BOURICH

53



Exercices et examens résolus: Mécaniques des Systémes de Solides Indéformables

Exercice |

On défini par :

Ro (O, X, Y, z) Un repére de référence Lié au sol .
Ri1 (A, u, Vv, 2) un repere lié au tube.

Point B caractérise la bille.

o : Vitesse angulaire du repére R1/Rg

La bille glisse dans le tube & la vitesse ¥/ et Le tube tourne  la vitesse angulaire &
1- Calculons la vitesse V(B/RO).

2- Accélération de Y (B/R,).

corrigé :

1-V(B/Ry) = V(B/R;) + @(Ry/Ry) NAB = pv — pbu
2-Y(B/Ry) = (p — p0?)v — (206 + pb)u
Exercice 2
Considérons un robot constitué d’un socle O et
de deux bras 1 et 2. (Voir figure)
Soit les repéres : Bras 2
Ry (0, Xy, Yo, Zy) repére fixe lié au socle 0.
R, (0,%,y1,2y) repéere lié au bras 1.

R,(0,%,,y,,2y) repére lié au bras 2.
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Ondonne: 00; = L% , O M = 1,%,

1- Calculer w(R,/Ry) et W(R,/Ry).

2- Calculer V(M/Ro) par composition des vitesses.

3- Calculer y(M/Ry).

corrige :

1- @(Ry/Ry) = &1Zy et @(R,/Ry) = @W(Ry/Ry) + W(R1/Ry) = (&1 + d3)Z,
2-V(M/Ro) = L(cy + &), + a3

3-7(M/Ro) = L[(@1 + &)Y, — (61 + d)*%2] + L[5 — &1 °%]

Exercice 3

On considére le mouvement d’un vérin hydraulique composé d’un corps 1 de longueur

constante L et d’une tige mobile 2. La course de 2 par rapport & 1 est définie par AB = x(t)X .
La rotation du vérin est définie par I’angle a(t) porté par Z,.

On appelle : Ry(0, Xy, Vo, Zy) le repére fixe lié au bati 0.

R(0,%,7y,2,) le repére mobile lié au vérin.

OB = (L + x(t))# avec L : Constante

1- Quelles sont les composantes dans R du vecteur rotation w(R/R,) ?

2- Exprimez dans R les composantes des vitesses V(B /Ry) et V(B/ Ry)

3- Exprimez dans R les composantes des accélérations y(B/R;) et ¥(B/R,)

corrige :
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1- W(R/Ry) = dZ,

2-V(B/R)) = %% etV(B/Ry) = a(L + x)y + &

3-y(B/Ry) = ix et ¥(B/Ry) = [@(L +x) + 2ax]y + [¥ — a?(L + x)]¥
Exercice 4

Le point O de la toupie est considéré fixe. L’axe x reste parallele au sol et tourne autour de Z
avec une vitesse angulaire constante . La toupie tourne autour de I’axe z avec une vitesse
angulaire constante . Voir figure 1.

1- Calculer les vecteurs vitesse et accélération angulaires de la toupie.

2- Calculer la vitesse du centre de masse G de la toupie.

corrige :
Soit le repére absolu R, (O, X,Y, Z) et soit le repére lié a la toupie (T) R, (O, X, V,7)

1- Le vecteur vitesse angulaire de la toupie est donné par
QUT)/R)=¢Z+yZ
Le vecteur accélération angulaire de la toupie est donné par

_ _dQ(T)/Ry)  dZ| [ dZ ~ _

a((T)/RO)——dt _¢dt . _¢[dt . +Q(R1/RO)/\ZJ
=pyZni

Orona

Z =cos(0) Z +sin(0) y
Ainsi le vecteur accélération angulaire est donné par

a((T)/R,) = ysin(6) X
2- Le vecteur vitesse du centre de masse G s’écrit :
V(G/R,)=V(O/R,)+Q((T)/R,) AOG

M. BOURICH 56



Exercices et examens résolus: Mécaniques des Systémes de Solides Indéformables

Le point O est fixe : V(O/ R,) = 0. Le vecteur position de G est donné par OG=hz.Ainsile
vecteur vitesse de G est :

V(G/R,)=(#Z+yZ) AhZ =hysin(@) X

Le vecteur accélération du point G est donné par

f(G/RO)=M =hy 9cos(«9)>?+sin(6?)d—x
dt dt/p.
Ou
d—x‘ _ K L AR IR ) AR = (§Z+y D) AR
dtlp ~ dt|p
0 1

= (¢ +y cos(0)) y —ysin(0) Z

Ainsi le vecteur accélération de G s’écrit

['(G/R,) == hy'/(e'cos(e)msin(e) (¢ +yr cos(0)) § —yrsin? (6) z)

Exercice 5
Soit le mécanisme de la figure .

Calculer la vitesse angulaire de la barre AB. Calculer la vitesse du bloc B.

corrigé :
La vitesse angulaire de la barre (OA) Q((OA)/ R,) = —1k (rad/s).

Le point A appartient aux deux barres (OA) et (AB). Ainsi, on peut calculer le vecteur vitesse
du point A comme sulit :
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e Pour labarre (OA) : V4 =—k A0.15] = 0.15 (m/s).
e Pourlabarre (AB): V, =V, + Q((AB)/R,) A (-0.3i +0.15])
On écrit Q((AB)/R,) =Q . K .

Contrainte : Vg =vgi .

Suivant i : 0.15=v, —0.15Q
Suivant j : Q,, =0rad/s.

Par conséquent, Vg = 0.151 (m/s).

Exercice B

Un athlete fait des exercices a sa main en soulevant une masse m. Le point A de I’épaule est

stationnaire. La distance AB est 30cm, et la distance BC est 40cm. A D’instant illustré sur la

figure, w,g =1rad/s et wzc =2rad/s.

Quelle est la vitesse de la masse m?

corrigé :
La vitesse de B est donnée par : Vg =V +@agk A ABT =0.3] (m/s)
La vitesse de C est donnée par :
Ve =Vg + wpck A BC =0.3] + 2K A (0.4c0s(60°)i +0.4sin(60°) ])
= V. =-0.69i +0.7] (m/s)
Le module de la vitesse de la masse est donnée par : v=0.98m/s.

Exercice 7

On considére un repere Ry(0, Xy, Vo) avec y, un axe vertical ascendant. Un cerceau (C) de
centre Oy de rayon R et un disque (D) de centre O, et de rayon r < R, sont en mouvement
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dans le plan (0, X, y,). Le cerceau et le disque sont restreints aux liaisons suivantes : (C)
roule sur I’axe (0,%,) et (D) roule a I’intérieur de (C). Soient I le point de contact de (C)
avec (0,Xy) et J le point de contact de (D) avec (C). Les repéres R,(0,%;,y,) et
R,(0,%,,5,) sont liés au cerceau et au disque respectivement. La position du systéme étudié
est repéré dans R, par I’abscisse de O; qu’on note par X, et par les angles ¢, # et o mesurées

autour de 7, .
1- Calculer, pour les points géométriques | et J, V(I/Ry), V(J/Ry).
2- Calculer la vitesse de glissement de (D) sur (C) en J.

3- En déduire pour les points géométriques 1 et J : V(1/C), V(J/C) et V(J/D).

corrige :
Les reperes R, (0,%;,y,) et R,(0, X,,y,) sont liés au cerceau et au disque respectivement.

La vitesse angulaire du cerceau (C) par rapport a Ry(0,%y¥,) est
Q(C/R,) =Q(R,/R,) = hZ,.

La vitesse angulaire du disque (D) par rapport au cerceau (C) est
Q(D/C)=Q(D/R)=(cc+60-¢)Z,.

La vitesse angulaire du disque par rapport & Ry est Q(D/R,)=Q(D/C)+Q(C/R,)
=(a+0)7Z,.
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1- La position du point geométrique 1 est : Ol = XX, . La vitesse absolue du point | est donnée

- dol
arV(I/R,)) =——
par V(I/R,) it

. -

= XX,.

Ro

La position du point géométrique J est: &z@+®=X&+RV0+RU. La vitesse
absolue du point J est donnée par :

V(J/Ro)zd% :>'<7<0+Rd—“ or &

or —| =86
dtl, ' dt

Ro

. Ainsi la vitesse absolue de J est

<l

0

_—

V(J/Ro)zd% = XX, +ROV.

Ro

2- La vitesse (d’entrainement ) :

V(I € C/Ry) =V(0; € C/Ry) +O(CIR,)AO

< V(1 €(C)/Ry) =%X, +$Zy A(-RY,) = (X+R) %,

La vitesse (d’entrainement) de V (J  (C)/ R,) :\7(01 e (C)/Ry))+ QC/ Ry) A O—lj
& V(I e(C)/R) =%x¥%, +¢Z, ART < V(I €(C)/R,) = %X, +RpV .

La vitesse (d’entrainement) de V(J e (D)/R,) =\7(O2 e (D)/R,) +Q(D/ Ry) A O—Z\j
d0o0,
dt

< V(0, e(D)/R,) = =X>?O+(R—r)(‘jj—ttj = %X, +(R-r)OV.

Ro

Ro
Ainsi V(J € (D)/Ry) = X%, + (R=1) 0V + (¢t +0) Z, ATl = X%y + (RO+T )V .
La vitesse de glissement de (D) sur (C) enJ:

V(J €(D)/(C) =V €(D)/R,)-V(J €(C)/R,) =X, + (RO+ra)V — (XX, + RpV)
V(I € (D)/C))=(RO+ra—Rg)V

Autrement la vitesse de glissement peut étre calculée comme suit :
V(J €(D)/(C)) =V (0, € (D)/(C)) +(D)/(C)) AO,J

3- LavitesseV (1 /C) =V (I/R,)-V(l eC/R,) =—R¢X,.

La vitesse V(J/C)=V(J/R,)-V(J €C/R,) =R(6—-¢)V.

La vitesse V(J/D)=V(J/R,)-V(J e D/R,) = XX, + ROV — (%X, + (RO+ra)V) =—raV.
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Exercice 8

On considére un cerceau (C) de centre C et de rayon a qui peut rouler sans glisser sur 1’axe
(H,%,) = A. Le mouvement est plan et le repére de référence est Ry (0, Xy, ¥o, Zo). Le repere
R, (H, %o, Y0, Z,) est en translation par rapport 3 Ro o0l H est définit par OH = y(t),. Le
cerceau (C) reste en contact avec A au point I. On considére un point M lié a (C) et I’on pose
6(t). Le repere R(C,%,y,Z) est un repére lié au cerceau avec. La rotation du cerceau est notée

parQ = 62,.

1°) Calculer 17(1 € C/R;), que représente cette vitesse. Calculer V(I/R), I7(I/R1). Comparer
les résultats.

2°) Calculer V(e R{/Ry) et V(e C/Ry),. Retrouver la vitesse de glissement.

3°) Calculer T'(I € C/Ry), T(J € C/R,). Le point J est diamétralement opposé au point .

4°) On suppose qu’a I’instant t = 0, le cerceau (C) se trouve dans la position définie par x = -
a, y=0. Sile point M de (C) se trouvantat =0 en 8 = 0 est fixe, trouver la trajectoire de |
dans R,.

corrigé :

1- V(1 €(C)/R,) =V (C e (C)/R) +OQ((C)/R) ACI = X%, + 07, A-a ¥, = (X+a6)X,.

VR =98 _ oWl ol L SR IR) AT, |=—a(-07, A,) =-ad%,
dt | at |, dt |,

. dHI

VI/R) =20 —xx,.

(1'R,) at | 0

La comparaison des deux résultats donne la vitesse de glissement du cerceau au point | :
V(I/R)-V(I/R)=(ab+ X)X,

2-V(1 e R /R,) =V(H/R,)+Q(R,/R,) AHI = y(1) ¥,
V(1 e(C)/R,) =V(C e (C)/R,)+((C)/R,) ACI

= XX, + YV, +0Z, n-a¥, =(X+ad) %X, + VY,

La vitesse de glissement du cerceau (C) au point | est :

V(I €(C)/R)=V(l €(C)/R,)-V(l eR,/R,) = (X+ab)X,.

/\a+ﬁ((C)/RO)/\(Q((C)/RO)/\a)

3- Tl € (C)/R,) =F(C E(C)/R0)+%

Ro
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J—
f(CE(C)/RO)zdd% =XX, + VY,
Ro
% Aa=éZOA—ay0=aé>?0
Ro

O((C)/R,) AO((C)1R) ACT ) =07, A (7, A-a,) = ab?Y,.
(1 € (C)/Ry) = (x+ad)%, +(y+a6?)y,

Le point J est opposé a |.

ACI+Q((C)/R,y) A (fz((C)/RO) /\a)

Ro

I'Je(C)/R,)=T(Ce (C)/RO)+%

T(J (C)/R,) = (x—ad)x, +(y-ab?)y,.
4- La position du point | est donnée par Ol = x(t) X, + y(t) y,.

La position du point M est donnée par OM =0OC +CM = X)X, +(y(t)+a)y, +axX.

La vitesse absolue du point M est donnée par :

- N o g = dx N g = -
V(M /Ro) = X(t) Xy + y(t) Yo +aa R = X(t)xo + y(t) Yo +a9y0
0

V(M /R,) = (X(t) —adsin(d)) X, + (Y(t) + adcos(d)) ¥,

x(t) = adsin()

Et comme le point M est fixe, sa vitesse est nulle : V(M /R,) = 0 = )
y(t) = —aécos(0)

{x(t) =-acos(d) +¢,
= .
y(t) =—asin(d) +c,

La position initiale du point | est donnée par (x(0) =—a, y(0) =0), ainsi les constantes c, et
c, sont nulles.

X(t) = —acos(6)

La position du point I est donnée par )
y(t) = —asin(@)

La trajectoire du point | est donnée par : x”(t) + y?(t) = a® qui est I’équation d’un cercle de
centre O et de rayon a.
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Exercices complémentaires

Exercice 3

On considere un disque (D;) de masse my, de rayon R; et de centre O et un cerceau (C) de
méme centre O et de rayon R, (R, =§R1). Entre ces deux solides, on dispose un deuxiéme

disque (D) de rayon r (& exprimer en fonction de R;) et de masse m,. On désignera par I le
point de contact entre (D,) et (D) et par I, le point de contact entre (C) et (D) (figure 1).
On admet que le roulement de (D) sur (D) et (C) est sans glissement. On désigne par Ry(O,

iy, Jo. Ko ) un repére fixe dont k, est perpendiculaire au plan vertical (iy, j,) contenant les
disques et le cerceau, et par R (O, i ] RO) un repére en rotation autour de Oz, et dont I'axe Ox
passe constamment par le centre de masse G du disque (D). L'angle 6 caractérise la rotation
du repére R par rapport & Ro. On donne YD, /R,) =k, et Q(C/R,)= ZwRO (o est une
constante positive).

1- Calculer v(1, e D; /R,). En déduire V(I, €D, /R,).
2- Calculer v(l, e C/Ry). En déduire v(l, eD, /Ry).

3- En utilisant la relation de transfert du torseur cinématique pour (D), déterminer
fz(D2 /R,) (on posera f)(D2 /Ro):o&0 et on déterminera o en fonction de ).

4- Calculer I'invariant scalaire | du torseur cinématique pour (D). En déduire la nature de ce
torseur.

5- Déterminer, géométriquement et par calcul, la position du centre instantané de rotation |
pour le disque (Dy).

6- Déterminer, sans calcul, la base et la roulante pour (Dy).

7- Déterminer la vitesse V(G/R,). En déduire Q(R/R,) (on remarquera que les points O et
G sont fixes dans R).

Yo

R: )

i
A
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8- Déterminer le moment cinétique &(0,D,; /R,).
9- Calculer 6(G,D, /R,) et 6(0,D, /Ry).
10- Calculer les énergies cinétiques E-(D;/Ry)et Ec(D,/Ry).

Exercice 10

On considére un systeme (S) formé de 4 barres homogenes OAB (A milieu de OB), OA'B'
(A" milieu de OB"), A'C et AC disposées comme indiqué sur la figure 2. Les points O, A, A' et
C sont des articulations pour le systéme. Le point O est fixe sur I’axe (A) alors que le point C
glisse (vers le bas) sur cet axe. On donne OB = OB' = 2AC = 2A'C = 2{. Les masses mog =
Mog' = 2Mac = 2Mac = 2m. L’angle a=0a, — ot (oo et ® sont des constantes) repere les

positions des barres par rapport a I’axe (A). On désignera par R(i, j,k) le repére fixe avec j
représentant le vecteur directeur de (A). Les quatre barres sont contenues dans le plan (i, j) .

Tous les résultats doivent étre exprimés dans la base (i, j, k).
1- Trouver les vitesses angulaires Q(OB/R) et Q(AC/R).

2- Calculer les vitesses V(A/R), ¥(C/R) et ¥(G/R) ou G est le centre de gravité de la barre
AC.

3- Déterminer géométriquement les positions des centres instantanés de rotation | et I' des
barres AC et A'C, respectivement.

4- Calculer le moment cinétique (0,0B/R). En déduire le moment dynamique §(0,0B/R).
5- Calculer les moments cinétique (A, AC/R) et dynamique (A, AC/R) de la barre AC.
6- Calculer les énergies cinétiques E.(OB/R) et E.(AC/R) des barres OB et AC.

NB : On utilisera les moments d’inertie des barres sans démonstration.

'S
“® -
ol I
ajlo
A' A
al® /G
. ~
B B
C
4)
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Exercice 11

On reprendra I’exercice N” 2 du chapitre 11 (exercice des deux barres en mouvement dans un
plan vertical).

1- Calculer le moment cinétique 5(G,, AB/ R ). En déduire (0, AB/R).

2- Donner le moment cinétique 5(0,0A/R). En déduire 5(0,S/R).
3- Calculer le moment dynamique &(G,,AB/R). En déduire 5(0,AB/R).
4- Calculer 5(0,0A/R). En déduire §(0,S/R) .

5- Déterminer les énergies cinétiques E.(AB/R.) et Ec(OA/R). En déduire E¢(S/R).

xy

Exercice 12

On considére un solide (S) homogene, composé d’une tige (T) de longueur L = 2a et d’un
disque (D) de rayon R = a. La tige a une masse m; = 3m et le disque a une masse m, = 4m.
Le disque est soudé en son centre au milieu de la tige (son plan est normal a la tige). Le

mouvement du solide (S) dans le repére Ro (O, i, jo,ko) est tel que I'extrémité A de la tige

glisse sur I’axe Oz, et I’extrémité B est astreinte a se mouvoir dans le plan horizontal x,0Y,.
Le solide peut aussi tourner autour de son axe (AB). On suppose qu’au cours du mouvement,

le disque n’est pas en contact avec le plan horizontal. Soient R(G, i, j,k ) un repére lié a (S),

R1(0, 4, V, EO) et Ry(G, —V, W, k) deux repéres intermédiaires.
1- Calculer le vecteur rotation Q(S/R )

2- Calculer les éléments de réduction du torseur cinétique en O de (S) par rapport a R,.
RN
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3- Calculer les éléments de réduction du torseur dynamique en O de (S) par rapport a Ro.
4- Calculer I’énergie cinétique de (S) dans R,.
5- Que devient I’énergie cinétique de (S) si le point A est fixe sur ’axe Oz, ?

6- Retrouver le résultat de 5) en utilisant la matrice d’inertie du solide au point A.

T\OQ_I(: .
k
A w
// I
\ G %j
- w
e ] o
4 ‘B“ _LT

Exercice 13

On considere un systeme (S) formé de 4 barres homogénes OAB (A milieu de OB), OA'B' (A'
milieu de OB'), A'C et AC disposées comme indiqué sur la figure 2. Les points O, A, A'et C
sont des articulations pour le systéme. Le point O est fixe sur I’axe (A) alors que le point C
glisse (vers le bas) sur cet axe. On donne OB = OB' = 2AC = 2A'C = 2{. Les masses mog =
Mog' = 2Mac = 2Mac = 2m. L’angle o=, —ot(og et o sont des constantes) repere les

positions des barres par rapport & 1’axe (A). On désignera par R(i, j, k) le repére fixe avec j
représentant le vecteur directeur de (A). Les quatre barres sont contenues dans le plan (1, j).

Tous les résultats doivent étre exprimés dans la base (i, j, k).
1- Trouver les vitesses angulaires Q(OB/R) et Q(AC/R).

2- Calculer les vitesses ¥(A/R), V(C/R) et V(G/R) ot G est le centre de gravité de la barre
AC.

3- Déterminer géometriquement les positions des centres instantanés de rotation | et I' des
barres AC et A'C, respectivement.

4- Calculer le moment cinétique 5(0,0B/R). En déduire le moment dynamique 5(O,0B/R).

5- Calculer les moments cinétique &(A, AC/R) et dynamique &(A, AC/R) de la barre AC.
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6- Calculer les énergies cinétiques E.(OB/R) et E.(AC/R) des barres OB et AC.

AT
- J
k .
© i
'
oo
A A
oal® /7 G
B' B
C
A)
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Chapitre

Dynamique du Solide
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Isaac Newton : (1642-1727)

Newton formule ['hypothese audacieuse selon laquelle la Lune
tombe ” sur la Terre de la méme manigre qu'un objet une pomme
par exemple... tombe sur le sol. Mais en raison de sa vitesse
initiale, la Lune décrit une trajectoire curviligne. Chute verticale
et mouvement orbital sont donc des mouvements de méme
nature. Puis Newton étend cette hypothése & tout corps céleste
en orbite et aboutit & la Ioi suivante : “ Deux corps quelconques
s'attirent selon une force proportionnelle au produit de leur
masse et inversement proportionnelle au carré de la distance qui
les separe”.

Ubjectits :

4 ntroduire la notion de référentiel galiléen ;

+ Appliquer le principe fondamental de la dynamique ;

4 Appliquer les theorémes généraux;

4 Assimiler les notion de fonction de forces .de potentiel et de |a puissance;
< S'entrainer & la résolution des équations différentielles du mouvement ;
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Exercice | : Mouvement d'un disque sur un tapis roulant incling

Un disque homogeéne, de masse m, de rayon r, de centre G, est posé sans vitesse initiale sur un
tapis roulant. Ce tapis, incliné d’un angle o par rapport a I’horizontale, se déplace a la vitesse

constante V, :VoTo (Vo >0) suivant ’axe Oxo d’un référentiel terrestre R (O,X,Y0Z0),
orthonormé et direct. On suppose que les forces de contact en | admettent pour résultante
R=T+Nj, (N> 0) ol [T|=f N; avec f désignant le coefficient de frottement. On pose

OG =X, iy + Iy -
1- Calculer la vitesse de glissement v (S, /S,) du disque (Sq) sur le tapis (Sz). En déduire la
vitesse de glissement initiale v (S,/S;) du disque sur le tapis.

2- Appliquer le principe fondamental de la dynamique au disque en mouvement dans Rp et
trouver trois équations algebriques en projetant les deux équations vectorielles résultant du

P.F.D. dans la base (TO,]O,RO). On prendra les éléments de réduction des deux torseurs en
question au point G.

3- Retrouver, en utilisant le théoréme de 1’énergie cinétique, deux équations algébriques de la
question 2).

4- Trouver, en fonction de g, f, et a, la dérivée par rapport au temps de la vitesse de
glissement.

5- Utiliser les résultats de la question 4) pour décrire 1’évolution de la vitesse de glissement
du disque sur le tapis roulant.

Corrigé :
1- V4(S;/S,) =V(1 €S, /Ry) — V(1 €S, /Ry) = (X¢ + 10— Vg) iy

Vo (517S;) = —VOTO car le disque est posé sans vitesse initiale = x. =6=0
2-P.F.D. = [D(S,/Ry)]=[Fr — S;/Ry]

(torseur dynamique = torseur des forces extérieures agissant sur le solide).
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Egalité des torseurs = égalité des résultantes (théoréeme du centre de masse) et égalité des
moments (théoréme du moment cinétique) ; i.e. :

my(G/R,) = Tiy + Nj, — mgcos aj, —mgsina.i, (théoréme du centre de masse)

- o) R -
8(G,81/R0):% = M(G, .y =S, /Ry)
Ro
— 2
S(G’SllRo)zdc(G,jtllRo) =m%ék0
Ro

M(G, Fyy S, /Ry) =GIATiy =Tk,

La projection des équations vectorielles conduit a :

Xc =L —gsina
N =mgcosa
b-z

3- Ec(S,/Rg) =1mV*(G/Rg) +11,50% =1mxE +1mr?6?

dE (S, /Ry)

o 1o
=MX~Xe +=Mr<oo
dt C/ArC 2

Ro

P(Fopy =S/ R)=R-V(G/Ry) + M(G, Fory =S;/Ry)-QS; /Ry)
=(Tiy + Nj, —mgcosaj, —mgsin aip) - Xcig — Trkg -0k,
=(T-mgsina)Xc +Tro

Dol 1 mXcXc +2mr?08 = (T —mgsin a)xc — Tr0

Remarque : L’équation de I’énergie permet en général d’aboutir a une seule équation
algébrique. Cependant, dans le présent cas I’identification (valable pour des conditions
spécifiques) peut étre utilisée ici pour conduire a:

— 2T
e_mr

s _T H
{xc =TI _gsina

LAY

Ro
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Puisque V,, (S;/S,) = ~Voiy = Tip =+f Niy =fmgcos ai,
En remplagant T par fmgcoso. dans les expressions de X et , on obtient :

dt |,

thL7 dvg—.’
=3gcoso(f ——)i, =—=1i
g o 3 )io gt ©

5- En utilisant 4) on peut déduire ce qui suit:

+ Sif> tha = Vg Croit a partir de —vo jusqu’a zéro = d’abord il y a glissement puis

absence de glissement a partir du moment ou vy va s’annuler.

+ Sif< tha = Vg décroit a partir de —vo = il y aura toujours glissement.

Exercice 2 : Mouvement d'un cylindre sur un plateau

On considéere le systeme matériel composé d’un plateau (P) et d’un cylindre (C). Le plateau,
de masse m est animé d’un mouvement rectiligne horizontal et uniforme de vitesse V. Le

cylindre (C), placé sur le plateau (P), est homogéne, de masse my, de rayon a et son axe est
perpendiculaire au vecteur vitesse V. Le cylindre est initialement immobile par rapport au

plateau.

A I’instant t =0, on applique au plateau une force Fde freinage constante. La résultante des
forces de réaction du plateau sur le cylindre est R =T + N]O (N > 0). Le coefficient de
frottement de glissement du plateau sur le cylindre est f. On désigne par RO(O,TO,](,,RO) le
repére fixe et par Rg (G, iy, jo.K,) Un repére lié au plateau. Le centre C du cylindre est
repéré, par rapport a Rg, par x = K1 avec | = K en x = 0 & I’instant initial (t =0) . La rotation
du cylindre est repérée par I’angle 6 tel que 6 =0 a t=0. Le mouvement de (P) par rapport
au repére Ro est repéré par X = OG avec X =0 pourt=0et V, = Vyi,.

A- Cas du roulement sans glissement du cylindre sur le plateau

1- a) Faites un schéma montrant les différentes forces agissant sur le systeme.
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b) Préciser la condition de roulement sans glissement du cylindre sur le plateau.

2- En appliquant le P.F.D. dans le repére Ro au cylindre seul, puis au plateau seul, donner les
équations différentielles qui régissent le mouvement du systeme.

Ft?

3- Trouver la relation liant % et X . En déduire que x(t) = ———.
3m-+m,

4- Exprimer X(t) en fonction de F, vo, m, my et t. Trouver 1’instant t, correspondant a 1’arrét
du plateau.

5- Sachant que le plateau restera immobile pour t>t,, donner les valeurs de la force de
frottement T et de V(C/Ry).

6- Quelle est la nature du mouvement du cylindre pour t>t, .

B- Cas du roulement avec glissement du cylindre sur le plateau
1- Donner I’expression de la force de frottement T.

2- Exprimer la vitesse de glissement, v,(C/P), du cylindre (C) par rapport au plan (P) en
fonction de m, my, F, f, g et t (g est ’accélération de la gravité).

3- Trouver, en fonction de m, my, F, fet g, ’instant t; correspondant a I’arrét du plateau.

4- Pour t > t; le plateau restera immobile.

a) Déterminer v(C/Rg)en fonction m, my, F, f, g, vp et t.
b) Trouver, en fonction de f, g et vo, I’instant t, ou la vitesse de glissement s’annule.
5- Pour t > t,, determiner V(C/Ry) et préciser la nature du mouvement du cylindre.

Corrigé :

1-a) Voir schéma

mg"

b) V4 (C/P)=V(1€C/Rg)=W(C/Rg)+QACI=(%—ab)iy =0
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avec Q=0(C/Rg)=-0k,
2) P.E.D. pour le cylindre :

m7(C/Rg)=mG+N+T

S(C,C/R0)=(—a]0)Afjw:_aﬁo
Par projection sur les axes :
my(X+X)=-T 2)
0=N-mig )
. mlaz . . mlaz .
—19=- O=—aT ou 10= > O=aT (4)

Théoréme du centre de masse pour le plateau :

My(G/Ry)=mg+Rp +F-N-T

mX=T-F (5)
0=Rp-N-mg (6)
3) En utilisant les équations (1) (aprés dérivation) et (4) = % =T @)
s : o . MX o 3,
L’équation (7) dans I’équation (2) = mX+mX = - = X+ > Xx=0 8)

Les équations (7) et (8) dans 1’équation (5) = gmx = —% X+F

2F

= X= 9
3m+my ®
2
Donc x(t)=—
+my
ys . y s . 5 3F . 3Ft
4) L’équation (9) dans 1’équation (8) = X=- = X=- +Vp (10)
3m+my 3m+my
2
Done X(t)= -t 4 vt
2(3m+m;y)
L’instant t, correspondant a ’arrét du plateau correspond a X(t, ) =0
Vo(Bm+m,)
=l (11)
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5) Pour t > t,, le plateau s’immobilise = X(t) = X(t) =0
L’équation (2) devient m;x =-T et, d’apres (7), m;x=2T = T =0.

Ainsi m;x=0 = X(t) =Cte=x(t,)
- . 3. : .2
Pour t < t,et, en utilisant (8), on aura X+§x =Vy pourt=ty, X=0¢et x= §v0

Or V(C/Ry) =V(C/Rg)+V, =V(C/Rg) = X(t) i :%v(ﬁo

Le mouvement du cylindre est uniforme.
B- Cas du roulement avec glissement

1) Le P.F.D. appligué au cylindre seul :

my (%X +X)=-T )
N=m,g (2)

" mlaz . . mlaz .
—16=— 0=—daT ou 16= O=aT (3)
[T[=fN (4)

Le P.F.D. appliqué au plateau seul :

mX=T-F (5)
T=fmyg (6)
2) Vy(CIP)=Y(1C/Rg)-W(1eP/Rg)=V(1eC/Rg)=(Xx-dd) i (7

L’équation (5) = X = T-F et, d’aprés (1), X+%x=-fg

F-T_ F—-fg(m+m,) ot = F—fg(m+m1)t
m m

Donc x=-fg+

(8)

L’équation (3) = ad = 2fgt 9)

Les équations (8) et (9) dans (7) = v, (C/P) = F —fgt(r?;m +my)

3) L’équation (5) = X :M +Vg

mvy

X(t;)=0 = t, =
(t) 1= fmog

(10)
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4) Pour t > ty, le plateau est immobile = X(t)=X(t)=0 = V(C/R,)=V(C/Rg)=xX(t)i,
En utilisant (1), on obtient x(t) =—fgt + Cte (11)

Pour 0 <t<t;, x(t) estdonné par (8), donc x(t;)= F-fgm+my)t, _F-fg(m+m,)

0

m F—-fm,g
vg(C/P)zx—aézfg(tl4)+Mvo—2fgt=o =ty =20
F—-fmg 3fg
5) Pourt>1t, vg=0 = x=af
my(X+%X)=mX=-T
ma. mX =T=0= mx=0 = x(t)=Cte=x(t,)

T
2 2

X(t2) =Tglt: ~ t2) +X(t2) =2 Vo

T = 0 = Le mouvement est uniforme.
Exercice 3

On considére un systeme matériel (X) constitué de deux solides (S;) et (S,). Le solide (S;) est
une barre AB de longueur 2/, de milieu G et de masse m; et le solide (S,) est un disque
homogeéne de centre C, de rayon r et de masse m,. Le systéme (Z) est en mouvement dans un

repére galiléen R, (O, To , ]0 , Ro) de sorte que I’extrémité A de (S;) glisse sans frottement 1’axe

Oxo. Le solide (S;) est en contacte ponctuel avec (S,) en J et le coefficient de frottement f
entre (Sy) et (Sy) est tel que (S1) glisse sur (Sz). Le solide (Sy) est repéré dans Ro par I’abscisse
Xa de A et par I’angle ¢, quant au solide (Sy), il est repéré dans Ro par I’abscisse x. de C et

par ’angle 0. On applique sur (S,) un couple T = —FEO (I'>0).

On définit Ry (A, i, j.Ko) et R,(C, iy, j,,K,) comme étant deux repéres liés a (Sy) et (S,),
respectivement. On désignera par R , la réaction de ’axe Oxo sur (S1), R, =T,i, + N, j la

réaction de (Sy) sur (S;) et R, =T,i; + N, j, la réaction de 1’axe Oxq sur (Sy).

1-a) Exprimer, dans la base (iy, j,.Ko) les vecteurs Q(S,/Ry), Q(S,/Ry), V(C/R,),
V(G/Ry), 7(CIR,) et 7(G/Ry).

1- b) Donner la condition de roulement sans glissement de (S;) sur I’axe (Ox).
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2- On admet que le contact en J entre (Sy) et (Sy) est tel que le triangle (AlJ) est isocéle et que

tggz;. Montrer que la vitesse de glissement de (S;) sur (S;) est

Vg(s1/52)=[(XA_XC)COS(P—rG]Tl-

3- Calculer les moments cinétiques et dynamiques suivants : 6(A,S,/R,), &(1,S,/Ry),
8(A,S,/R,) et 8(1,S,/R,)

4- Calculer les énergies cinetiques E(S;/R;)et Ec(S,/Ry)

5- Equations de mouvement du systéme (Z) pour déterminer les inconnus Xa, Xc, ¢, 6, Ra, Ty,
Ty, N; (question & rajouter)

6- Appliquer le P.F.D. a (S;) seul puis a (S;) seul et déduire le nombre d’équations
algébriques obtenues.

Yo

Corrigé :

1-a) (S, /Ry)=¢ky, QS,/Ry)=0ky, V(C/Rg)=Xc iy,
V(G/Ry)=V(AIRy) + xS, /Ry) AAG = (X5 — (¢Sin @) iy + £pCOSP Jo

Y(CIRy) =% iy, 7(G/Ry)=(Xa — Lpsin g — L cos) iy + (£pcose— L sin ) o
b)V(1€S, /Ry)=W(C/Ry)+ xS, /Ry) ACI=(X¢c + )iy

v(l € (Oxy)/Ry) =0

Vg(Sy/0%0)=V(1€S, /Ry) =V(1€(0x()/Rg)
Roulement sans glissement = v (S, /OX,) =0 = La condition de RSG : (x¢ +r6)=0

2- V(I €S, /Ry) =V(A/R) + (S, /R AAT=X Ay + (Xe —X ) Pk
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V(I €S, /R)=V(C/Ry)+ (S, /Ry) ACI =Xy — 10
Vg (S1/S,) =V(I €S, /Ro) ~ V(I €S, /Ry) =[(ka —Xc) c0s0—10]i, +[(Xc —Xa)p— (Xa —Xc)sin o]y

Or tg7 = = (par dérivation) (xc —Xa)tg2 + (xc —Xa) 2 —1-=0

Xc =Xa cos”
2(Xc —Xp)0087siN 2 +(Xc —XA) =0
(Xc =Xa)sin@+(Xc —Xa) =0
Ainsi : V, (81/82):[(5(A —>'<C)cos<p—r(9]Tl
3- 3(A,S,/R,) =5(G,S,/Ry) + MV(G/R,) AGA
=1myt%¢ko + iy AMV(G/Ry)
=(§m1£2(p—m1€>'<Asin (p)RO
5(1,S,/R)=5(C,S, /Rg) + M,V(C/Ry) ACI
=1m,r?0kg +rjg AMyXcig

o 2a CNT 3 2aT
=(5M,yr0—myrxc)ky =5 m,reok,

= G(A R
S(A,S,IR,) :WJrV(A/RO)Aml\?(G/RO)
= (Am % —mylx% 5 sin @)K,
2 o(l R . ~ -

4- Calculer les énergies cinetiques E (S, /Ry) et E-(S,/R,)
Ec(S1/Re) =3miV?(G/Ry)+1-1m 0?9 = Imx3 +2my %> —myx o ¢sing
Ec(S,/Rg) =2mV?(C/Ry) +3-3m,r?6% = 1m,xg +1m,r’6% =3 m,r?6?
5- Le P.F.D. appliqué a (S;) seul :
m7(G/Ry)=Ra +m§+R,

et 8(A.S;/Ry)=AG Am;§+AI AR,
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Par projection suivant les vecteurs de base (iy, jo, ko), On obtient :

My (X a — £ psin @ — £ p? cose) =T, cose— N sin ¢ (1)
m, (¢pcose— L2 sing) =R, —myg+T;sing+ N, cose 2
4my2H—mylX p sin=-m;g¢cose + (Xc —Xa)N, (3)

Le P.F.D. appliqué a (S,) seul :
my¥(C/Rg) =R, +myg—R,
et 8(1,S, /Ry)=1IA(-R,) +T

Par projection suivant les vecteurs de base (iy, jo, ko), On obtient :

myXc =T, — T, cose+ Nj sin @ (4)
0=-m,g+ N, —Tysing— N, cosp (5)
Lm,r?6—myrkc =—Njrsing+Tyr(l+cosg) —T (6)

L’application du P.F.D. de maniere séparée pour chacun des 2 solides conduit donc a 6
équations algébriques. Il reste 3 équations supplémentaires pour avoir autant d’équations que
d’inconnus.

Les 3 équations restantes peuvent étre obtenues comme suit:

r

Contact en J entre (Sy) et (Sz) = tg@ = PR (7
RSG de (S2) sur (Oxo) = (Xc +10)=0 (8)
Glissement de (Sy) sur (S2) = [T|=f|N| 9)
Exercice 4

On considere un solide (S) caractérisant une plaque rectangulaire verticale, homogéne, de
masse m, de largeur 2L, de hauteur 2h et d’épaisseur ==

négligeable. Le point A de la plague (situé a mi-hauteur)
glisse le long de 1’axe (O,U)et ce dernier est contenu

dans le plan horizontal xoOyo du repére R, (O, iy, . Ko) -

La plague est animée d'un mouvement de rotation _
d'angle ¢ autour de I’axe vertical Az et I’axe (O, U)est

\

L

en rotation d'angle Oautour de 1’axe vertical Oz, du

vl
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repére R, (Figure 6). Le repére R(A 1, ,ko) est lié & la plaque et le repére R' (A, T, V, k) est
un repére intermédiaire. On définit les angles (iy,0) = (jo,v) =6 et (T,i)=(V, j)=¢. Noter
qu’au cours du mouvement, les plans (A, i, ]) et (A,T,V) restent confondus avec le plan

horizontal X,0Y,. On donne : AG=Li et OA=ri.
Calculer :

1- Les vitesses V(A/Ry) et V(G/Ry).

2- Le vecteur Q(S/Ry).

3- Les moments cinétiques (A,S/Rg) et 5(0,S/Ry).
4- L’énergie cinétique Ec (S/R,).

corrigé :

1-0naQ(S/Ry) = (6 + @)Ky et V(4/R,) = 7 + rfv

~ i — Lsinp(8 + ¢)
Et par suite : V(G/Ro) = |6 + Lcose(8 + ¢)
0

2-0nafi(S/Ro) = (6 + ¢)ko

3-0(A,S/Ry) = mL (récosgo —rsing + %L(H' + (p)) EO
i . _ 4 . R
3(0,S/Ry) =m (LrHCOS(p — L¥sing + §L2 (6 + @)+ 7120 + rLcosp(0 + (p)) ko

4- E.(S/Ro) = tm[? + 71267 +S12(6 + ¢)” + 2L(8 + ¢)(rbcosg — Fsing)]

Exercice 3

L’¢élargissement du domaine de vol des avions de combat modernes soumet les pilotes de
chasse a des niveaux d’accélération de plus en plus élevés. L’accélération ressentie par le
pilote est généralement exprimée en « équivalent pesanteur » noté G, avec 1 G = 9,81 m/s
figure 2.

Dans le cadre de I’entrainement physiologique des pilotes, 1’utilisation d’une centrifugeuse
humaine est un moyen avantageux de recréer au niveau du sol, 1’accélération subie en
opération. Les figures 1 et 3 présentent une centrifugeuse ou 1’on reconnait une structure
cinématique ouverte a quatre corps (support, bras, anneau et nacelle) assemblés par liaison
pivot.

M. BOURICH 80



Exercices et examens résolus: Mécaniques des Systémes de Solides Indéformables

figure 1 - centrifugeuse
huraine

Figure 2 — pilote soumis a une
accélérationde 810G

La figure 4 représente le modele de la centrifugeuse retenu pour 1’étude cinématique et
dynamique du systéme qui est constitué par :
4 un bras 1 de longueur O] = —R¥;, en liaison pivot d’axe (0, Z,) par rapport au bati 0.
Sa position est paramétrée par 1’angle .
+ Un anneau 2 en liaison pivot d’axe (I, X;) et de parametre 6 par rapport a I’axe (I, ;).
lié au bras 1.
+ une nacelle 3 dans laquelle prend place le pilote, en liaison pivot d’axe (I,¥,) et de
parametre ¢ [par rapport a I’axe (I, X,) 1ié a I’anneau 2.
L’actionneur de tangage est essentiellement dimensionné par les couples qu’il doit fournir
durant les phases d’accélération du bras. La vitesse du bras sera considérée comme
variable.
Ry (0, Xy, o, Zo) un repére absolu lié au bati 0.

R,(0,%1,y1,2;) un repére mobile au bras 1.
R, (I, Xy, y2,Z;) unrepére mobile lié a I’anneau 2.

R5(I,X3,¥3,23) un repére mobile lié a la nacelle 3.
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b ]
— 23 N b: ,1 £
s (o] — 1.bras
Yo AN
- \, / "w k—-"
Vv ~ i
N e
x; >4 y / 2, armeau
diston
b J
RSB A
f
&, ban / i
ZoZy
Sens de roration
du bras
N
~~ X3
Xo -0~y v 0 XX Vays
L - . T -y - » x>
- W P 1Y
™\ V.
x; ! v, 52 1884
Yo v 2 s

Détail de la position du pilote dans 1a nacelle 3

Approche cinématique :

1. Déterminer les vecteurs instantanés de rotation des mouvements relatifs Q(R; /R,),
Q(R,/R;) et O(R3/R;). En déduire alors Q(Rs/Ry).

2. Calculer le vecteur 17(163/R0) du point | dans le mouvement de 3 par rapport a 0.

3. Calculer le vecteur accélération F'(Ie3/R,) en projection dans la base R, (0, %1, 71, Z1).

Approche Dynamique :
A 0 O

Soit I3, =0 B 0| : Lamatrice d’inertie du solide 3 en | dans R,.
0 0 A

Le solide 3 de masse m a son centre d’inertie en 1.

X2/3|L2y3
Soit {12/3}1 =<Y3]| 0 le torseur des efforts de liaison entre 2 et 3 en | dans la base R,.
Z3/3|N2/3)
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0] O

Soit {Tm/g}l = {0 623} avec C,3 le couple suivant I’axe (I,y3) fourni a la nacelle 3 par le
01 0 Jp,

moteur d’asservissement monté sur ’anneau 2, telle que Cp3 = Cp3s.

4. Calculer la résultante cinétique ﬁc (3/R,)) de la nacelle 3 dans son mouvement par rapport
au bati.

5. Etant donné que | est le centre de gravité de la nacelle 3, calculer son moment cinétique
a;(3/R,) dans son mouvement par rapport au bati.Exprimer dans R,

6. Donner alors le torseur cinétique en | de la nacelle 3 dans son mouvement par rapport au
bati. Les éléments de réduction du torseur seront exprimés dans R, (I, X5, V-, Zy).

7. Calculer la résultante dynamique ﬁd(B/RO) de la nacelle 3 dans son mouvement par
rapport au bati. Exprimer dans R, cette résultante

8. Etant donné que I est le centre de gravité de la nacelle 3, calculé son moment dynamique

5,(3 /Ry) dans son mouvement par rapport au béti.

9. Donner alors le torseur dynamiqgue en | de la nacelle 3 dans son mouvement par rapport au
bati. Les éléments de réduction du torseur seront exprimés dans R, (I, X, ¥, Z,).

10. Appliquer le principe fondamental de la dynamique au solide 3 dans son mouvement par
rapport au bati. Ecrire les équations en projection sur R,(I,%,,¥,,Z,) et déterminer
I’expression du couple moteur C...

corrige :

Approche cinématique :
1- Les vecteurs instantanés de rotation des mouvements relatifs :

QR /Ry) = Y7, = Y7

O(Ry/Ry) = 0% = 6%,

et Q(R3/Ry) = @2 = ¢¥s3

et par suite : Q(R3/Ry) = O(R3/R,) + Q(R,/Ry) = @, + Y7y + 0%,
2-V(Ie3/R,) = RY%,

3-T'(Ie3/Ry) = RYZ; + Ry,

Approche Dynamique :
4- Rc(3/Ry) = RYiX;

A 0 0 ®
5-,(3/Ry) =|0 B 0| ¢+ vsind | =A%, + B(¢ + sind)y, + Acosdz,
0 0 Al\ycoso
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mRy|  Ab
6-{C(3/Ro}y =3 o [B(¢+1ising)
0 Aycosb

7- R;(3/Ry) = mRY%; + mRyY2cos67, — mRy2sinbz,
- d o
8-6;(3/Ro) = - (01(3/Ro))r,

10- Cp3 = B(§ + Psind + Oypcosh)
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Exercices complémentaires

Exercice B

Deux poulies doubles (P) et (P), mobiles sans frottement autour d’axes horizontaux Ox et
O'x’, sont reliées par une courroie sans masse. Le transfert de mouvement entre les deux
poulies se fait sans glissement. La poulie (P) a un moment d’inertie J, un rayon externe R et
un rayon interne oR (a < 1). Elle supporte un corps (M) de masse m par un fil inextensible et
sans masse. La poulie (P'), de moment J’, a un rayon externe R et un rayon interne o'R (a'<1)

et supporte également un corps (M’) de masse m’ via un fil inextensible et sans masse. On
désigne par R(O, xyz) le repere fixe.

1- En utilisant la condition de roulement sans glissement de la courroie sur les deux poulies,
trouver la relations liant les vitesses v(M/R) et v(M'/R).

2- Déterminer, en fonction des données, I’accélération y(M/R) du corps (M) en utilisant le

théoréme de I’énergie cinétique pour le systéme en entier (les deux poulies + les deux corps).

3- Retrouver ce résultat en utilisant le théoreme du centre de masse pour les corps (M) et (M")
et le théoreme du moment cinétique en O pour (P) et en O' pour (P").

4- Trouver la différence de tension (T-T') entre les deux brins de la courroie.

5- Déterminer numériquement 7(M/R)et T-T". On domne o =14, o'=1/, g = 9.8 N-kg™,

R=20cm, J=J'=0.02kgm? et m=m'=200g.
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Exercice 7
Systeme sphére + cale en équilibre sur un plan incliné

On considére un systéeme (%) formé d’une sphére (S) s’appuyant sur une cale (C). Le systéme
(2) = (S) + (C) est posé sur un plan incliné d’angle o (voir figure). La sphere est homogéne
de masse m, de rayon r et d’axe horizontal. La cale (C) a la forme d'un cube de masse m’. On
désignera par R=N+T la réaction du plan incliné sur la sphére, par R’=N’+T’ la réaction
du plan incliné sur la cale et par R”=N"+T" la réaction de la cale sur la sphére. On étudiera
le systeme en I'absence de mouvement.

1- Faites un schéma sur lequel on reportera les différentes forces agissant sur (S) et sur (C).

2- En appliquant le principe fondamental de la dynamique a la sphére, établir trois équations
reliant les composantes de R, R” et le poids mg.

3- En déduire une relation entre T et T” (modules de T etT").

4- En appliquant le principe fondamental de la dynamique a

P . . . . . S
la cale, établir trois autres équations reliant les composantes c
de R’, R” etle poids m'g . "
5- En déduire une relation entre T' et T".
6- En appliquant le théoréme de centre de masse au systeme
(2) = (S) + (C), trouver deux autres equations entre les =
composantesde R, R’ mg et m'g.
7- En déduire les relations suivantes : T=" ™ gsina, N=mgcosa — m gsina,

! !

m gsina et N =

N’=m’'gcosa + gsino .

Exercice 8

Une barre homogene de longueur 20 et de masse m est maintenue en équilibre instable dans le
plan vertical xOy de telle sorte que son centre de masse G soit situé¢ sur I’axe Oy comme
I’indique la figure. On laisse tomber la barre sans vitesse initiale et on SUppose que son
extremité A glisse sans frottement sur le sol horizontal. Au cours de son mouvement, la barre
reste dans le plan vertical xOy du repére fixe R(O, xyz) suppose galiléen.

1- Préciser la trajectoire du centre de masse G de la barre.

2- Déterminer graphigquement la position du centre instantané de rotation (C.1.R.) I de la barre

et deduire une représentation graphique de V(B/R),
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3- Calculer les vecteurs vitesse V(G/R) et accélération 7(G/R) du centre de masse de la
barre.

4- Calculer les moments cinétiques du solide 6(G,S/R) gt S(1,S/R) respectivement aux
points G et .

5- Calculer les moments dynamiques du solide §(G,S/®)et 5(1,S/®) respectivement aux
points G et I.

Exercice 9: Systeme sphere + cale en équilibre sur un plan incliné

On considére un systéme (%) formé d’une spheére (S) s’appuyant sur une cale (C). Le systéme
(2) = (S) + (C) est posé sur un plan incliné d’angle a (figure 1). La sphére est homogene de
masse m, de rayon r et d’axe horizontal. La cale (C) a la forme d'un cube de masse m’. On
désignera par R=N+T la réaction du plan incliné sur la sphére, par R’=N'+T’ la réaction
du plan incliné sur la cale et par R”=N"+T" la réaction de la cale sur la sphére. On étudiera
le systéeme en I'absence de mouvement.

1- Faites un schéma sur lequel on reportera les différentes forces agissant sur (S) et sur (C).

2- En appliquant le principe fondamental de la dynamique a la sphére, établir trois équations
reliant les composantes deR , R” et le poidsmg .

3- En déduire une relation entre T et T” (modules de T etT").

4- En appliquant le principe fondamental de la dynamique a
la cale, établir trois autres équations reliant les composantes

de R, R" et le poidsm’g . "

5- En déduire une relation entre T' et T".

6- En appliquant le théoréme de centre de masse au systeme

() = (S) + (C), trouver deux autres équations entre les ¢

composantes deR , R’ mg et m'g.

7- En déduire les relations suivantes: T=+™ gsina, N=mgcosa — gsina,

! !

gsina etN"=

N’=m’'gcosa +

gsina.

Exercice 10

Le systeme matériel (S), mobile dans le plan vertical fixe (xOy) (Ox vertical descendant),
comporte un cerceau (C) rigide, de centre O, de moment d’inertie | par rapport a I’axe Oz et
un disque (D) de masse m, de moment d’inertie J par rapport a I’axe Az, paralléle a Oz ,
passant par son centre d’inertie A. Le cerceau peut tourner sans frottement en O (point de
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contact) autour de 1’axe Oz et le disque demeure en contact ponctuel en P a I’intérieur de (C).
On admet que le frottement de contact entre (C) et (D) est suffisant pour assurer le roulement
du disque sans glissement et on néglige le couple de résistance au roulement.

On pose OA = aet AP =b. Le mouvement de (S) est
défini par les parametres [, [I[let [ tels que:

Y : angle d’un rayon matériel de (C) avec Ox,
6 : angle de OP avec Ox,
@ : angle d’un rayon matériel de (D) avec Ax.

On désignera par N et T respectivement les
composantes normale et tangentielle de la réaction
de (C) sur (D).

1- Ecrire la condition de roulement sans glissement en P.

2- Exprimer, en fonction des parameétres \yeq) :

a) Le moment cinétique de (D) par rapport a Az,
b) Le moment cinétique de (D) par rapport a Oz,
c) le moment cinétique de (S) par rapport a Oz.

3- En plus des forces de liaisons et des poids, le systéme est soumis a un couple d’axe Oz et
d’intensité appliqué a (C). Donner les équations différentielles du mouvement du systéme (S)
en appliquant :

a) Le théoreme du moment cinétique a (S) en O.
b) Le théoreme du moment cinétique a (D) en A.
c) Le théoréme du centre de masse a (D).

4- On suppose que le couple agit de sorte que ¥ =0, Vt.
a) Donner une équation différentielle du second ordre pour 6(t).

b) Déterminer 0(t) pour les petits mouvements en 0.

Exercice 1l

On considere un solide constitué¢ d’une tige AG horizontale, de masse négligeable, solidaire
d’un disque homogene de centre G, de rayon r et de masse m. La tige est confondue avec
I’axe du disque et son extrémité A est fixée sur ’axe Ozp. Le disque est vertical et reste
constamment en contact avec le plan horizontal X0y d’un repére galiléen R (O, iy, jo. ko). ON

désignera par R;(G,i,V,ky) un repére intermédiaire et R(G, U, j,k)un repére lié au solide. Le
mouvement du solide est étudié par rapport au repére Ro. On donne AG =0l =/ et on suppose
que les actions de contact (contacts ponctuels) en A et | ont pour résultantes
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Ra =R;U+R,V + Rgk, €t R, =Tv+Nkg, respectivement. Le vecteur accélération de la
pesanteur est g=—-gk,. Exprimer touts les résultats dans la base (t,v,kg).

1- Déterminer les éléments de réduction du torseur des actions de contact de la tige sur le
disque au point G.

2- Calculer les éléments de réduction du torseur cinématique en G et en A.
3-Donner les matrices d’inertie du solide en G et en A.

4- Calculer les élements de réduction du torseur cinétique en G et en A.

5- Calculer I’énergie cinétique du solide

6- Appliquer le P.F.D. au solide dans le repere Rq et déduire toutes les équations algébriques
régissant son mouvement.

7- Calculer la vitesse de glissement du disque sur le plan xoOy, et monter que cette vitesse
finira par s’annuler.

8- Calculer la puissance des forces extérieures appliquées au solide.

9- Calculer les composantes des actions de contact sur le solide dans le cas d’un roulement
sans glissement (on prendra y =, at=0).

10- Chercher une condition sur v et 6 pour que le disque se déplace sans toucher le plan

XoQYo (la condition de roulement sans glissement n’est plus valable).

Exercice 12:

Une tige AB de longueur 21, de masse m et de milieu O tourne autour de la verticale OZ,
passant par O. Un disque D de rayon R, de centre G et de masse M, est assujetti a rester dans
le plan vertical AOZ,. Il roule sans glisser sur la tige AB. Le contact entre la tige et le disque
a lieu au point I et Ol=riy.

Le repére Ro(O,io,jo ko) est fixe.

Le repere R1(0,i1,J1,Ko) est 1ié¢ a la tige AB, 1’angle entre Xo et x; est ¢(t).
Le repére R(G,i,j1,k) est 1ié¢ au disque D, I’angle (zz) est 6(t).

1- calculer V(G/Ro),Q2(AB/Rg) et Q(D/R).

2- Calculer le moment cinétique en 0 de X =D+AB.

3- Calculer le moment dynamique en O de X .

4- Calculer I’énergie cinétique de X .
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Exercice 13:

Soit le systeme matériel (2.) formé de deux solides rigides et homogénes :
-Une tige (T), de masse m, de longueur L et de centre de masse T ;
-Un disque (D), de masse M, de rayon r et de centre de masse D.

Une extrémité de la tige est fixée en O a un axe horizontal (A) et I’ensemble [(T) + (D)] est
articulé au point D. Le mouvement du systeme se fait dans le plan vertical (O, i,,],). Le

[o]
repére : Ro(O, 1, LIZO) est supposé galiléen, le vecteur i est lié a la tige et le vecteur i, est lié
au disque.

[ﬁo,foj désignent les éléments de réduction du torseur des actions

de contact {axe(A) — (T)}.

[F?D,fD] désignent les éléments de réduction du torseur des actions

de contact {(T) — (D)}

1°) Quel est le nombre de degreés de liberté du systeme (%) ?

2°) Faire le bilan des forces extérieures et le bilan des forces intérieures
qui s’appliquent a ().

3°) Trouver I’expression de la puissance des forces de contact qui

s’exercent sur (%) (en O et en D) dans R, en fonction des éléments

de réduction des torseurs des actions de contact et de 6 et ¢.

4°) Que devient la puissance des forces de contact calculée en 3°) lorsque

les liaisons en O et en D sont parfaites ?

Dans la suite, on suppose que les liaisons en O et D sont parfaites.

5°) Calculer les moments cinétique et dynamique de (D) en D par rapport a R,
6°) Calculer les moments cinétique et dynamique de (2.) en O par rapport a R,

7°) Appliquer le théoréeme du moment dynamique a (D) en D et trouver 1’équation
différentielle vérifiée par ©.

8°) Appliquer le théoreme du moment dynamique a () en O et trouver 1’équation
differentielle vérifiee par .
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9°) Calculer I’énergie mécanique de (2) dans Ro. On prendra 1’énergie potentielle nulle pour
o=n/2.

10°) Appliquer le théoréme de I’énergie mécanique et retrouver une des équations du
mouvement.

Exercice 14:

On considere un solide constitué d’une tige AG horizontale, de masse négligeable, solidaire
d’un disque homogéne de centre G, de rayon r et de masse m. La tige est confondue avec
I’axe du disque et son extrémité A est fixée sur ’axe Oz. Le disque est vertical et reste en

contact avec le plan horizontal XoOy, d’un repere Galiléen R, (O, iy, j,,K,) . On désignera par

Riy(G, u,Vv, ko) un repére intermédiaire et R (G, u, J,k)un repere lié au solide. Le mouvement du
solide est étudié par rapport au repére Ro. On donne AG=O0I=/ et on suppose que les actions
de contact en A et | ((le contact est ponctuel en ces points) ont pour résultantes,

RN

respectivement, Ra=Riu+ Rev + Rskoet  Ri=Tv+ Nko. g=—gkoest I’accélération de la
- > >
pesanteur. Exprimer touts les résultats dans la base (u,V, ko) .

1) Déterminer les éléments de réduction du torseur des actions de contact de la tige sur le
disque au point G.
2) Calculer les éléments de réduction du torseur cinématique en G et en A.
3) Donner les matrices d’inertie du solide en G et en A.
4) Calculer les éléments de réduction du torseur cinétique en G et en A.
5) Calculer I’énergie cinétique du solide.
6) Appliquer le P.F.D. au solide dans le repére R et déduire.
toutes les équations algébriques régissant son mouvement.

7) Calculer la vitesse de glissement du disque sur le plan xoOyy et
monter que cette vitesse finira par s’annuler.

8) Calculer la puissance des forces extérieures appliquées au solide.
9) Calculer les composantes des actions de contact sur le solide dans

le cas d’un roulement sans glissement (on prendra = a t=0).

10) Chercher une condition sur y et @ pour que le disque se déplace
sans toucher le plan xoOyjy (la condition de roulement sans glissement n’est plus valable).

Exercice 1a:

On considere un systeme matériel (S) constitué de deux solides homogénes de méme masse
m : le premier est une tige (T)=OB de longueur 2L et de centre de masse A et le second est un
disque (D) de centre C et de rayon a. La tige T tourne dans le plan (x,0y,). Le disque (D) est

assujetti & se déplacer sur la tige en restant dans le plan vertical (O, i, k,). On désigne par I,
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et I, les points de contact appartenant respectivement a (T) et (D) et par | le point de contact
géométrique (OI = xi,). L’accélération de la pesanteur est g =—gk et la réaction de la tige

sur le disque au point de contact a pour expression : R=R i + R, J.+R,K . Le disque (D) est

en plus soumis & une force F=Fxii+F Ji,appliquée au point I, pour le maintenir en contact
avec la tige. On étudiera le mouvement de (S) par rapport au repére galiléen Ro(O, i, ]O,IZO).

Le repére Ry(O, i, LIZO) est lié a la tige et Ry(C, 1,, J,,k,) est lié au disque. Tous les résultats

doivent étre exprimés dans la base (i, J;, IZO) :

1°) Calculer les élements de réduction au point C du torseur cinématique associé au
mouvement du disque (D).

2°) Calculer la vitesse de glissement du disque sur la tige.

3°) Déterminer la matrice d’inertie de (T) en O et celle de (D) en C.

4°) Calculer les moments cinétiques suivants : (C,(D)/R,) et

o(1,(D)/R,) et o(O,(S)/Ry).

5°) Calculer I’énergie cinétique du systéme (S).

6°) Calculer la puissance des forces extérieures appliquées au disque (D).

7°) Calculer la puissance des forces intérieures au systéme (S)

8°) Supposons maintenant qu’on applique sur la moitié supérieure du disque (D)

un champ de force dont le moment en O est nul et dont la résultante est
ﬁE =b IZO. Calculer la puissance produite par ce champ de force.

9°) Dans la suite, on étudiera le mouvement du disque (D) en absence du champ
de force de la question 8).

a/ En appliquant le P.F.D au disque (D) au point C et déterminer 6 équations algébriques du
mouvement.

b/ Reprendre la question a/ en appliquant le P.F.D au point |
RSG de (S,) sur (Oxo) = (Xc +10)=0 8)

Glissement de (Sy) sur (Sz) = [T|=f|N| 9)
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Exercice 16 : Mouvement d'une barre sur un cylindre

Une barre (S), homogene, mince, de longueur 2{, de centre G et de masse m est posée sur un
cylindre (C), de rayon R, fixe dans un repére galiléen R(O, xyz). Le contact entre la barre et le
cylindre est supposé ponctuel et sans frottement. La mouvement de la barre a lieu dans le plan
vertical xOz avec O se trouvant sur 1’axe du cylindre et Oz est 1’axe vertical ascendant. Le
point I de contact est repéré a tout instant par ’angle 6 = (Oz,Ol). A l’instant t = 0, le centre

de masse G est en H et 6=0 (voir figure a). Le mouvement de la barre & un instant t
quelconque est schématisé par la figure b. On définit x par Gl = xv.

1l est recommandé d’utiliser la base ({,V, j) comme étant une base de projection.
1- Calculer la vitesse du centre de gravité de la barre, ¥(G/R), en fonctionde R, 6, x et x.

2- Calculer la vitesse de glissement, v (S/C), de la barre sur le cylindre en fonction de R, 0
et x.

3- En déduire la condition de roulement sans glissement et montrer qu’en absence de
glissement Gl =x=R0.

On admet que le roulement a lieu sans glissement pour la suite de I’exercice et X =R0.
4- Que devient I’expression de V(G/R)? En déduire 7(G/R) en fonctionde R, 0, 0 et 0.

5- Déterminer le moment cinétique 6(G,S/R). En déduire &(I,S/R).

6- Déterminer le moment dynamique 3(G,S/R). En déduire 8(1,S/R).

7- Trouver 1’équation du mouvement de la barre en appliquant le théoréme du moment
dynamique en I.

8- Calculer I’énergie cinétique E(S/R).

9- Retrouver 1’équation de mouvement de la barre en appliquant le théoréme de 1’énergie
cinétique.
Rappel: Le moment d’inertie d’une barre de longueur 2€ par rapport & un axe perpendiculaire & la barre et passant

2
L m/
par son centre de gravité est | o = ——.

3
10) Calculer les moments cinétiques 6(A,S,/Ry) et 6(1,S,/R) ainsi que les moments
dynamiques S(A,SllRo) et S(I,SZIRO).
11) Calculer les énergies cinétiques E-(S;/Rp)et Ec(S,/Ry).

12) On se propose de déterminer les équations de mouvement du systeme (X). En faisant un
bilan des inconnus on en identifie 9 ce qui nécessite 9 équations pour la resolution du
probleme.
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13) Preciser les 9 inconnus.

b) Appliquer le principe fondamental de la dynamique a (S1) seul puis a (S;) seul. Déduire
le nombre d’équations résultant de 1’application de ce principe.

c) Quelles sont les 3 équations qui restent ?

Figure a Figure b

Exercice 17

Au bati "0" est attaché le repere Rg (O,X;,Y,,Z,). Le champs de pesanteur est donné par :
g = gX, (9>0).

Une barre homogeéne rectiligne "1" de dimension latérale négligeable devant la longueur,
d'extrémité O et A, de masse m et de centre d'inertie G, est liée au bati par une liaison pivot
parfaite d'axe (O, Z;). On lui attache le repere R1(O, X,, ¥;, 7).

On pose OA=a%,; a = (%, %)

1) Determinez le torseur cinématique v(1/0) du mouvement de 1 par rapport a Ry.

2) Ecrivez les expressions des torseurs des actions mécaniques sur 1, action de pesanteur
7(p/1) etaction du bati Osur 1 z(0/1).

3) Donnez I'expression du PFD appliqué a 1 sous forme torsorielle. Préciser I'équation
scalaire qui ne fait intervenir que le mouvement de 1 par rapport a Ry. (utilisez
I'expression en un point qui facilitera le calcul)

4) Donnez l'expression du moment cinétique en O du mouvement de 1 par rapport a
Ry(bati:0).

5) Donnez I'équation reliant les moments cinétique et dynamique entre eux et déterminez
I'équation différentielle du mouvement de 1 par rapport a Ry

_ . . {ng+vyg+zzg
Le torseur d’action d'une liaison pivot est :

LX, +M ¥, 0 0 o0
1(0.0)=] 0 % 0
La matrice d'inertie en O du solide 1 exprimée dans R; est donnée par o o ma?
3R
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Exercice 18

Un disque plein de rayon a , de masse m roule sans glisser sous 1’effet de la gravitation sur un
plan incliné d’un angle o par rapport a ’horizontale. Soit R,(O,X,, ¥,,Z,) un repere fixe lié
au plan incliné, R (G,X,,Y,,Z,) lié au centre d’inertie G du disque et R,(G,X,,Y,,Z,) un
repere en rotation par rapport a I’axe Z, = Z, tel que (X,,X,) =(V,,¥,)=¢.

A D’instant initial, le disque est immobile. La réaction au point de contact entre le disque et le

plan incliné a deux composantes, I'une N normale au plan incliné, I’autre T tangentielle & ce
dernier.

Le tenseur d’inertie du disque en son centre d’inertie G dans le repere R, est donné par :

A 0 O
2
I(G,R,)=[0 A O avec A= Ma , On prendra R, comme repére de projection
0 0 2A
Ry
Ay .
/ x,
/ P
/ e %
b (2
| G|
Y T it W_ Ll
Ao

1) Déterminer la vitesse V°(G) et I’accélération 7°(G) du point G ;

2) Appliquer le théoreme de la résultante dynamique au disque ;

3) Appliquer le théoréme du moment dynamique au disque ;

4) Trouver une équation scalaire liant les paramétres cinématiques y, Oeta et qui

traduisent la condition de roulement sans glissement du disque sur le plan incliné ;
5) En deduire les expressionsde N, T, y et ¢ en fonctionde m, g, « eta.

6) Déterminer I’énergie cinétique du disque en fonctionde m,a, y;et ¢
7) Exprimer 1’énergie cinétique du disque en fonction de m et y en tenant compte de la
condition de roulement sans glissement ;
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8) En appliquant le théoréme de I’énergie cinétique au disque, retrouver I’expression de
I’accélération linéaire V .

Exercice 19
Une machine de pongage des sols est composée d’un bras OAC de masse négligeable tel que

OA=L, AC=L/2 et d’un disque de rayon R et de masse M . Le bras est en mouvement de
rotation par rapport au bati fixe avec une vitesse de rotation . Le disque tourne autour du bras
AC avec une vitesse de rotation On prendra comme repere de projection.

Déterminer :

1) Vitesse de rotation instantanée du disque
2) Vitesse et accélération absolues du point C
3) Le torseur cinétique du disque en O ;

4) Le torseur dynamique du disque en O ;

5) L’énergie cinétique du systéme

-+ =+
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Chapitre

Les liaisons piston-bielle et piston-chemise
sont des pivats glissants

>

Liaisons-Forces de Ligison
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Ubjectifs :

Charles Coulomb : (1736-1806)

La loi de Coulomb en mécanique, nommée en 'honneur de
Charles de Coulomb, exprime sous une forme trés simplifige
lintensité des forces de frottements qui s'exercent entre deux
solides. Selon que ces solides glissent ou non l'un contre l'autre,
on parle de glissement (frottement dynamique) ou d'adhérence
(frottement statique). Dans les deux cas, |es actions réciprogues
qui s'exercent entre ces solides comportent : une composante
normale N qui les presse l'un contre 'autre, une composante
tangentielle T qui s'oppose, ou tend & s'opposer, au glissement.

4 Savoir déterminer la nature de liaisons :
+ [ifférencier entre liaisons unilatérales et liaisons bilatérales:

+ Comprendre |a notion de liaison holomone;

4 S'entrainer a |'application des lois de Coulomb.
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Exercice | : Mouvement d'une sphére sur un plan incline

La sphére a un rayon r et une masse m. Désignons par f le
coefficient de frottement résultant du contact entre la sphére et
le plan incliné. Les résistances au roulement et au pivotement
sont negligées (A = u =0).

- Etude du mouvement

Le mouvement de la sphere étant plan, on aura besoin au plus de 3 paramétres primitifs pour
le décrire (Xg, Y €t ¢).

La liaison de contact en | impose yg =r (V1)
Le mouvement dépend donc uniquement des parametres Xg et .

La force de contact R =N+T = Nj, +Ti, (T grandeur algébrique < ou > 0).

Les inconnus du probléme sont Xg, ¢, T et N.

Le P.F.D. appliqué au solide en mouvement est [D(S/R,)]=[%, <]
e Egalité des résultantes = my(G/R,)=mg+R

N mXg =mgsina+T (1)
0=-mgcosa+ N (2)

e Egalité des moments:

d5(G,S/R,)

dt = M(G! Fext—>5)

Ro

6(G,S/R,)=6(G,S/R;) = IGZ('pRo zémrzc'pRo (solide en rotation autour d’un axe fixe

IRa)
d5(G,S/R .
G( ’ o) :zer([-)ko
dt % 5
(G, Fypps) =Gl AR+GG Amg =—r1j, ATi, =Tk,
%,—/

=0

Ly s 2 .. 2 ..
Théoréme du moment cinétique: 5 mrig=rT= T= 5 mr (3)
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e Cas du roulement sans glissement

V,(S/plan) =0=9(1€S/R,) =G /R,)+Q(S/R,) AGI

=Xg iy + ¢k, A—T], = (Xg + )i
= X +1o=0 (4)

Finalement on a un systéme de 4 équations a 4 inconnus.

L’équation (4) = (p:-TG (5)

. : 2 .2
L’équation (3) = ngmr(p:—g mX g

. . 5 . 7 .
L’équation (1) = —Eszgsma+T:>§T=—mgsmoc

= T=—%mgsina<0
sz . R . . . 2 . 5 .
L’équation (1) anouveau = mXg =mgsina+T = mgsmoc—7 mgsina =7mgsmoc

-
= Xg =—gsina

7
y s . .. 50 .
L’équation (5) = 9= —7?S|na
L’équation (2) = N=mgcosa

Dans le cas d’un roulement sans glissement on a I'inégalité suivante:

[Tl <fN] = %mgsmaﬁfmgcow = fZ%tgoc

e Cas du roulement avec glissement
Si f< % tgor = il y aura glissement = || = f|N| (6)

Cette équation va remplacer 1I’équation (4).

Or N=mgcosa

L’équation (6) = || = fmg cos (7)
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= T=¢fmgcosa (avece =+1)
oc=+1: si V,(S/R,) estopposée a i, ( sphére tournant trop vite: ¢’est un cas trés rare)
ec=-1: si V,(S/R,) est de méme sens que i, (cas trés fréquent)
L’équation (1) = mXg =mgsin o+ T =mgsin a + efmgcoa

= Xg =gsina+efgcoa

. . 5T b5e¢
L’équation (3 = ¢=——=——"Fgcos
équation (3) (PZmr 2rg o
Aprés intégration, on obtient:
X =(gsino +efgcoa )t + Cte (Laconstante=0siat=0 ona xg =0)

('p=§§fgcos<x~tavec @(t=0)=0
r

Vg(S/Ro)=Xg +r1¢ =gt(sinoc+%sf cosa)

=gt cosa(tgo + %.sf)

La condition de roulement avec glissement impose tgo >%f = tga >%sf (Vg)

Vy(S/R,)>0= g=-1 (d’apres une des lois de Coulomb).

Les équations du mouvement deviennent alors:

Xg = gsina —fgcoa N = mg cosa
; 5 =
(p=—2—fgCOSoc T =-fmg cosa
r
Remarque :

Dans le cas de cet exemple, on a trouvé & = -1 puisque les conditions initiales utilisées sont
celles du repos. Cependant, on peut avoir la situation ou € = +1 (situation plus rare) et ce,
dépendamment des conditions initiales.

Exercice 2 : Mouvement d'une charrette dans un virage

Une charrette a deux roues est constituée d’un essieu (E), rigide et muni de deux roues
identiques (D,) et (D). L’essicu (E) est modélisé par une tige G1G, de masse négligeable et
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de longueur L. Les deux roues (D;) et (D,) sont modélisées par deux disques identiques,
homogeénes, de rayon a, de masse m (chacun) et de centres d’inertiec G; et G,. Les axes des
deux disques sont confondus avec la tige G;G,. Les roues (D;) et (D,) tournent sans
frottement autour de I’essieu G1G,.

La charrette prend un virage de telle sorte que le centre d’inertie G; de D; soit en mouvement
circulaire uniforme ( 6=Cte) de centre H et de rayon HG; =r et que ’axe de I’essieu G1G;
soit confondu avec HG; (Figures 1 et 2) .

yo

T
x
5}

Figure 1 » Figure 2

On désigne par Ro (O, Xo, Yo, Zo) le repére fixe de base (lo,]O,RO) et par R (H, X, y, zo) le
repére lié a I’essieu GG, de base (ér,ée,ﬁo). On pose m = 6 (vitesse angulaire de ’essieu),
o, = ¢, (vitesse angulaire de D; autour de G;G,) et w, = ¢, (Vvitesse angulaire de D, autour
de G1Gy). Les réactions du sol sur les points de contact I; et I, sont respectivement
R, =Ry & +R 8 +Ry, Ky et R, =R, 8, +R 08 +Ry,Kg .

Tous les résultats doivent étre exprimes dans la base (é, &, Ro).
1- Déterminer Q(D;/R,) et (D, /R,) en fonction de o, o; et w,.

2- Etablir les expressions des vitesses V(l, eD, /R,) et V(I, eD, /R,) en utilisant le point
fixe H (qui peut étre considéré comme un point commun aux deux solides D; et D).

3- En deduire les expressions de m; et w, en fonction w, a, L et r dans le cas ou les
mouvements de D, et D, s’effectuent sans glissement.

4- Calculer les vitesses (G, /R,), V(G, /R,) et VW(G/R,), et I’accélération y(G/R,).

5- Donner les matrices d’inertie 1I(G;, D;) et 11(G,, D) des deux disques dans la base
6,.8,.Ko).

6- Etablir les expressions des moments cinétiques &(G,,D,/R,) et 5(G,,D,/R,) en

fonctionm, a, r, L et ®.
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7- Montrer que les moments cinétiques &(G,D, /R,) et 6(G,D, /R, ) au centre de masse G
du systeme, sont donnes par :

. _ 2L )& 2 ,
G(G,DllRo)mel:—r%er+(%—Er Ko et G(G,DZIRO):m _(I‘+2|—)f1~ér+[‘;r+(r+l‘)l‘]ko

2

8- En déduire I’expression de &(G,S/R,).

9- Calculer Gl AR, et Gz AR,

10-En appliguant le théoreme du centre de masse au systeme (S) formé par les deux disques,
trouver 3 équations reliant les composantes des réactions R, et R, .

11-En appliquant le théoréeme du moment cinétique en G, trouver 3 autres équations reliant les
composantes des réactions R, et R, .

12- Trouver les valeurs de Ry et R,, et montrer que les expressions des réactions Ry, et Ry,
sont données par :

r 1
R,, =mg —3maw?| — + =
1z g (L Zj
r 1
R,, =mg +3maoa2(t+§j
Corrigé :
Q(D, /R,)= 0,8, +wk, (expression donnée dans 1’énoncé)

1-Q(D, /R, )= w,8, +ok,.

2- (I, €D, /R, )=V(0, €D, /R, )+D, /R, )A0,1, (ici on prendra H au lieu de O).

¥(l, €D, /R, )=V(HeD, /R, )+(D, /R, ) HI, = (0,8, + ok, ) (16, —ak, )= (aw, + o),
%/—/

=0

¥(l, €D, /R,)=V(HeD, /R, )+ (D, /R, )AHI, = (0,8, +ok, ) ((r+ L), —ak, )=[an, +(r + L)o]&,
%f—J

=0

: . r
3- Absence de glissement en Iy = (I, € D, /R, )=0= (aw, + ro), = ®; =——
a
Absence de glissementen I, = V(1, D, /R,)=0=[am, +(r+L)ok, = o, =—%m
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4- ¢ V(G, /R,)=Trwg,, ®V(G,/R,)=(r +L)og,,
. v(G/RO)z(Hijee ete y(G/RO)z—[HEja) g

5- Les matrices d’inertie II(G;, D;) et 11(G,, D,) dans la base (é,,ée,RO) sont e

(2 00 (200
1(G,,D,)="2 {0 1 0|et ell(G,,D,)="2"10 1 0
001 001

6- Les moments cinétiques de Dy en Gy etde D, enG;:

(2 0 0o, , 2
¢ 5(G,,D,/R,)="210 1 0| 0 =m: (2mlér+@R0)=m@[—%ér+aTRoj
0 0 1\w®
2 0 0o
2 2 2 2
e 3G, D,/R,)="2 10 1 of o |="2 (2m2ér+mk0)=m@[_@ér+a?k()}
00 1) o

7- Moment cinétique de D; en G :

—_—

6(G,D, /R,)=5(G,,D, /Ry )+mV(G, /R, )AG,G

m¥(G, /R, )AG,G = mrog, /\(%ér]= —m%mko

2
. G(G,Dl/RO)zmm(—r—;ér J{%—%JkOJ

-

5(G,D,/R,)=5(G,,D, /Ry )+mV(G, /R, )AG,G

mi(G, /R, )AG,G = m(r + L)wé, /\(—%érjzm(HL)%wRO

2
«5(G,D, /R0)=ma{—%aér +[a7+%(r+ L)]ROJ

>~

r

2 2
8--6(G,S/RO)=m@(_@é . (a ;L)QOJ

9- Gl AR, = (@1 +G1|1)/\ (Ry&, +Ryy, + RlZRO):(—%ér —aEOJA(erér +Ryo8 +Ry,Ko |
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e Gl1 AR, =aR,E, +(%RH —aerjée —%Rwﬁo
— _ —— _ R R - La - _ R -
Gio AR, = (682 +G,1; )R LE, +R 8, +R22k0)=[5er —akoj/\(RZre, +R080 +R K, )
— . _ L N L —
e Gl2 AR, =aR ¢, —[ERZZ JraRZ,Jee JFERZGk0

10- R, +R, +2mg =2mj(G/R,) avec y(G/RO)=—(r+%jm2ér

R, +R,, = —2m(r+%jm2 @

Ry +R, =0 (2)
R1z +R22 :ng (3)

11- S(G,S/RO):WJ — me? (ZrJ;L)aée
Ro

8(G,S/R,)=Gl, AR, +GI, AR, (le moment des deux poids est nul en G).

0=a(Ry +Ry) “)
_mmz@:%(Rlz_RZZ)_a(er-"RZr) (5)
0=%(R29_R19) ©)

(2), (4) et (6) = Rip = Ry = 0

(1) dans (5) = Ry, —R,, = -3me? @ )

3man? L
R, =mg- - r+§

Exercice 3
Une sphére homogene S;, de masse m, de centre de masse G et de rayon a, est placée

initialement dans une position d'équilibre instable au sommet d'une demi-sphere S,, de centre
O et de rayon r (r > a). On admet que le contact entre S; et S, est ponctuel et on désignera par
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f le coefficient de frottement. Le mouvement de S; sera étudié par rapport au repere fixe
R, (O, iy, Jp.K,) €t la position de G est repérée par l'angle 6=(Oy,,0G). En déplacant
legerement la sphere S; de sa position d'équilibre instable, celle-ci commence par rouler sans
glisser sur S, (Figure 2).

On prendra (&,,&,,k,) comme base de projection.
1- Calculer ¥(G/R,) en fonction de 6, aetr.

2- On pose Q(S, /R,) = wk, . Déterminer o en fonction de 6, aetr.
3- calculer I'énergie cinétique E.(S,/R,) .

4- Calculer les puissances des forces agissant S; dans Ry, P(F

et S/ Rp).
5- En déduire les expressions de 6et 6 en fonctionde g, r, aet 6.

6- En appliguant le théoreme du centre de masse, déterminer les expressions des composante
normale, N, et tangentielle, T, de la réaction de S, sur S;.

7- Trouver la limite 6,de 6 a partir de laquelle S; commence a glisser sur S.

8- Trouver la limite 6, de 0 a partir de laquelle S; ne reste plus en contact avec S,.

@y

S1 Yo
G
& I\ o S:
O Xo
Figure 2

Corrigé :
-Ona OG=0l+IG =(r+a)§, = W(G/R,)=(r+a)de,

2-Ona QS, /R,) =k, . De plus, la condition de roulement sans glissement de S; sur S; =
Vy(S,/S,)=V(1€S,/Ry) =0

En utilisant la relation de transfert des vitesses pour un solide, on obtient:

V(G/Ry)+Q(S; /Ry A Gl=0 (On a utilisé les points | et G de S; dans la relation de
transfert).

:(r+a)é
a

[(r+a)0—anlé, =0 = o©
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3- Ec(S,/Ry) =Ec(S;/Rg) +0.5mv?(G/Ry)
* 1 o2 _1 202
Emv (G/RO)_Em(rJra) 0

_ m(r+a)®6?

** E.(S/Rg) =1ét||(c3,sl)()=1m2|6w =
2 2 5

EC(SllRO):%m(Ha)ZéZ

4- Puissance

P(F.. = S;/Ry)=mg-v(G/Ry)+R, -V(1€S,/R,)
=mg-v(G/R,) =mgsin6(r +a)0

5- On applique le théoréme de I'énergie cinétique

(On peut également utiliser la conservation de I'énergie mécanique de S;):

dE-(S,/R
EcGi/R) _pe s /Ry
dt
° 7(r+a)
dE 7 d a - .
*k C e 'm r+8.2—92 — masinO(r + a0
g~ 1omrTa) (0%)=mgsin6(r+a)
do? — 10 9sin0do
7 (r+a)

Par intégration entre [t=0 (06 =0) ett (6)], on obtient:

0% — 10 g(1—cos0)
7 (r+a)

6- Théoréme du centre de masse:

Par projection :

—!

2 .
{—m(r+a)éZ:N—mgcose:> ——7mgsmeee

m(r +a) =T —mgsin6 N =%mg(l70089—10)§r
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7-Pour 6=0y ona [T|=f N = 2sin6; —17f cos6, +10f =0.

8- Rupture =N =0¢et 6 =0, tel que: cosOp = g
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Exercices complémentaires

Exercice 4
Le systeme mateériel (S), mobile dans le plan vertical fixe (xOy) (Ox vertical descendant),

comporte un cerceau (C) rigide, de centre O, de moment d’inertie | par rapport a I’axe Oz et
un disque (D) de masse m, de moment d’inertie J par rapport a I’axe Az, paralléle a Oz ,
passant par son centre d’inertic A. Le cerceau peut tourner sans frottement en O (point de
contact) autour de I’axe Oz et le disque demeure en contact ponctuel en P a I’intérieur de (C).
On admet que le frottement de contact entre (C) et (D) est suffisant pour assurer le roulement
du disque sans glissement et on néglige le couple de résistance au roulement.

On pose OA = a et AP =b. Le mouvement de (S) est défini par les
parametres y, 0 et ¢ tels que:

v : angle d’un rayon matériel de (C) avec Ox,

0 : angle de OP avec Ox,
¢ : angle d’un rayon matériel de (D) avec Ax.

On désignera par N et T respectivement les composantes
normale et tangentielle de la réaction de (C) sur (D).

1- Ecrire la condition de roulement sans glissement en P.

2- Exprimer, en fonction des paramétres v, 0, :
a) Le moment cinétique de (D) par rapport a Az,
b) Le moment cinétique de (D) par rapport a Oz,
c) le moment cinétique de (S) par rapport a Oz.

3- En plus des forces de liaisons et des poids, le systéme est soumis a un couple d’axe Oz et
d’intensité [ appliqué a (C). Donner les équations différentielles du mouvement du systéme
(S) en appliquant :

a) Le théoreme du moment cinétique a (S) en O.
b) Le théoreme du moment cinetique a (D) en A.
c) Le théoreme du centre de masse a (D).

4- On suppose que le couple I" agit de sorte que ¥ =0, Vt.

a) Donner une équation différentielle du second ordre pour 6(t).
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b) Déterminer 0(t) pour les petits mouvementsen 0.
c) Déterminer I'expression de I" en fonction de 6.

Exercice 9
On désire étudier le mouvement d'un systeme matériel composé d'un plateau (P) et d'un

cylindre (C). Le plateau horizontal, de masse M, est animé d'un mouvement rectiligne
uniforme de vitesse v, le long de l'axe horizontal Ox,. Sur ce plateau, on place un cylindre

homogeéne (C), de masse m et de rayon a
(Figure 1). Le cylindre est immobile par
rapport au plateau. X

A l'instant t = 0, on applique une force de

freinage, F, constante. La résultante des - F
forces de réaction du plateau sur le

cylindre est R=T+Nj, (N > 0). Le
coefficient de frottement de glissement Figure 1
du plateau sur le cylindre est f. On désigne par R,(O,i,, j,.K,) le repére fixe et par

R (G, iy, jo. ko) Un repére lié au plateau (P). Le centre C du cylindre est repéré par rapport a
R par x =Kl avec x = 0 pour t = 0 (I en K). La rotation du cylindre est repérée par l'angle 0,
avec 0 = 0 pour t = 0. Le mouvement de (P) par rapport & Ro est repéré par X =0G, avec X

=0pourt=0et v, =v,i.
A- Cas du roulement sans glissement

1- Faire un schéma montrant les différentes forces qui agissent sur le systeme.
2- Donner la condition sans glissement.

3- Donner les équations différentielles qui régissent le mouvement du systeme en appliquant
le PFD dans Rq au cylindre seul puis au plateau seul.

.. 2
4- Trouver la relation liant x et X. En déduire que x(t)= Ft .
3M+m

5- Exprimer X(t) en fonction de F, v,, M, m et t et trouver l'instant, t,, d'arrét du plateau.

6- Sachant que le plateau restera immobile pour t > t;, trouver la force de frottement T et
V(C/R,).

7- Quelle est la nature du mouvement du cylindre pour t > t,.

B- Cas du roulement avec glissement

1- Donner I'expression de la force de frottement T.
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2- Exprimer la vitesse de glissement, v, du cylindre sur le plateau en fonction de M, m, F, f,
gett.

3- Trouver, en fonction de M, m, F, f et g, l'instant t; ou le plateau s'arréte.
4- Pour t > ty, le plateau demeure immobile.

a) Déterminer V(C/R,) en fonctionde F, f, g, M, m, vp et t.

b) Trouver, en fonction de f, g et vO, l'instant t, ou la vitesse de glissement s'annule.

5- Déterminer v(C/R,) pourt > t.
6- Quelle est la nature du mouvement du cylindre.

Exercice B
On considére une plaque, P, homogene de forme rectangulaire, de masse m, de largeur 2a et

de longueur 2b (b=+/3-a)en rotation autour dune des deux
diagonales a la vitesse angulaire ® constante (Figure 3). On désigne
par R(O, 1, j,k)un repére lié¢ a la plaque et par R, (O, iy, j,,K,) UN
repére fixe tel que Q(P/RO):aﬁo. Le rectangle est supporté par .

deux paliers sans frottement : un palier P sans butée et un palier a
butée P'. On donne OP = OP' = 4a.

1- Déterminer la matrice d'inertie en O de la plaque, 11(O, P). Py Figure 3

2- Est-ce que I'équilibrage statique est réalisé pour la plaque ? Justifier la réponse.

3- Calculer le moment cinétique de la plaque en O, &(O,P/R,). Conclure quant a
I'équilibrage dynamique de la plaque.

4- Déterminer les composantes des réactions R et R’ du systéme sur les deux paliers.

M. BOURICH 111



Exercices et examens résolus: Mécaniques des Systémes de Solides Indéformables

Chapitre

Mouvement d'un Solide Autour d'un

Point ou d'un Axe Fixes
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Ubjectifs :

4 Savoir utilisé les angles d'Euler ;

Leonhard Euler : (1707-1783)

L. Euler est la plus grande figure de mathématicien et mécanicien du
XVII*™ sigcle, ses études sont extrémement nombreuses (plus de 800
publications, dont la moitié vers la fin de sa vie, quand il était devenu
aveugle) et ses contributions et découvertes de premiers ordre. En
mécanique, L. Fuler découvre les fameuses lois du mouvement des corps
rigides qui portent son non.

+ [Différencier entre mouvements de rotation propre, mutation et précession ;

< [omprendre et savair appliquer les théorémes généraux dans le cas d'un mouvement

de rotaion autour d'un point fixe ou d'un axe fixe.
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Exercice 1 :Mouvement de rotation d'un solide autour d'un axe fixe

On considere un cylindre creux (C), homogéne, de rayon r, de hauteur h, de centre d’inertie G
et de masse m. Soit R(G,xyz) le repére lié au cylindre de base (i, j,k) de sorte que le

vecteur k soit porté par I’axe de révolution du solide. Le cylindre tourne autour de I’axe Gzo,

de vecteur directeur k,, du repére fixe R, (G, iy, jo, K,) avec une vitesse angulaire uniforme
. L’axe Gzg est contenu dans le plan yGz et fait un angle 6 :% avec I’axe Gy (voir figure
1).

N.B. : Tous les résultats doivent étre exprimés dans la base (i, J, k) Giée au sofide.

1- Est-ce que I’équilibrage statique est réalisé pour le cylindre ? Justifier votre réponse.

2- Déterminer la matrice d’inertie en G, II(G, C), du cylindre.

3- Déterminer le moment cinétique en G, 6(G,C/R,).

4- Trouver une relation entre r et h pour que 1’équilibrage dynamique soit réalisé.

5- On ferme le cylindre par un disque (D) homogéne de rayon r et de masse m comme indiqué
sur la figure 2.

5.1 Déterminer la position du centre de masse G’ du systeme (S) formé par le cylindre et le
disque.

5.2 Est-ce que I’équilibrage statique est réalisé ? Justifier votre réponse.

5.3 Déterminer I’accélération y(G'/ R)du centre de masse G’ du systeme (S).

5.4 On admet que le systéme (S) est soumis, en plus de son poids, aux réactions :

Ry =Ry d+Ry j+Ryk et R, =Ry, i +R,, J+Ry,k.
5.4.1 Appliquer le théoreme du centre de masse et deduire trois équations algébriques.

5.4.2 Deéduire des trois équations précédentes les composantes des réactions qui ne
dépendent pas de la vitesse angulaire o .
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ﬁl\u
Figure 2

Corrigé :
1.1- L équilibrage statique est réalisé car G € a I’axe de rotation du cylindre.

2- La matrice d’inertie est diagonale car le repére R(G,xyz) est un repére principal d’inertie.

A 0 0
I(G.C)=[ 0 A 0| DoncA = loy=loyet lo, +1o, = [[x? +y? im+2[ z2dm =15, +21,,
0 0 C
h
2 2 2 2 » mh?
C=lg, =[r’dm=r*[dm=mr et Loy = [ 2°dm = 2716 [2%dz =
-y 12
2 2
mr +mh 0 0
2 12 , ,
11(G,C) = 0 mr? , mh
2 12
0 0 mr?
(.3.k)
3-Q(C/R, )=k, =2 (j+k
(C1Ro)= 0k, =2 (i +k)
2 2
mr +mh 0 0
2 12

6(G,C/R,)=1I(G,C)QC/R,)= 0 PERT, 5 %

mr?  mh? ® 0 ® (=
0 1|=-2 (Aj+CK)
0 0 mr 1

4- L>équilibrage dynamique est réalisé si 6(G,C/R,)//k, = A=C
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mr®>  mh®

h
+ =mr? = r=—
2 12 J6

5.2. L’équilibrage statique est détruit par 1’ajout du disque, car le nouveau centre de masse du
systeme G'¢ a I’axe de rotation du systéme. (1 pt)

h dk h -~ -~ ho -\ - ho -
53. V(G'/R,)=——| =—Q(C/R K=z — i+KIAK = —
V( o) 4 dtJRU 4 ( o)/\ 4 (J+ )’\ |

~ ho d? ho - - ho® ~ - - h(,L)2 e
G'/Ry))=—=—| =—=Q(C/R i= +kJai =
Y( 0) 4\/5 dtJRO 4\/5 ( 0)/\ 8 (J )A (J

5.4.1. Théoréme du centre de masse 2mg+R, +R, =2mj(G'/R,)

R1X+R2X =0

mh?

Ry +Ryy —\/Emg =

mho?

5.4.2. Les composantes Rix et Rax ne dépendent pas de .
Exercice 2

On considére un systeme formé par un cylindre homogéne de masse M, de hauteur 2a, de
rayon a et deux masselottes A et B de masse m chacune, disposées comme indiqué sur la
figure. Le systéme tourne autour de ’axe vertical Oz, a la vitesse angulaire constante . Il est
supporté par deux paliers sans frottement : P et un palier a butée P'. On désigne par Ro(O,

iys Jo. Ko ) le repére fixe et par R(O, i, j, k,) le repére lié au systéme tel que A et B sont dans le
plan (T,RO). On donne OP = OP' = 2a 2

1- Donner la matrice d’inertie du systéme II(O, S).
2- Montrer qu’on a I’équilibrage statique

3- Déterminer le moment cinétique 5(0,S/R,)

4- A-t-on I’équilibrage dynamique?

5- Déterminer les composantes des réactions Ret R’ du

6- A quel conditions aura-t-on 1’équilibrage dynamique ?
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Ce recueil d'exercices et examens résolus de mécanique des systemes indéformables est issu de
I'enseignement que je dispense depuis 2004. |l est desting & étre un support pédagogique pour les étudiants de la
deuxieme année de ENSA. Il n'est pas nécessaire de souligner l'intérét que peuvent trouver les étudiants dans un
polycopié consacré uniguement aux exercices et problemes d'examens corrigés. Ces exercices couvrent les sept
chapitres du polycopié de cours de la mécanique des systemes indéformables :

Calcul vectoriel-Torseurs,

Cinématigue du solide,

Géometrie des masses,

Cinétique du solide,

Dynamigue du solide,

Liaisons-Forces de liaison,

Mouvement d'un solide autour d'un point ou d'un axe fixes.
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Ces deux polycopiés, 'un de cours et l'autre d'exercices et examens résolus forment un ensemble cohérent
pour permettre aux étudiants :

+ de consolider leurs connaissances,

+ un entrainement efficase afin de s'assurer que |e cours est bien assimillg,
4 d'acquérir les outils et techniques nécessaires & leur formation,

4 de compéter leurs cultures scientifique en mécanique.

Comme pour tous les exercices auto-correctifs, les solutions profitent plus aux étudiants qui fournissent |'effort
nécessaire pour réfléchir et essayer de résoudre les exercices proposeés.

M. BOURICH, Docteur &s Sciences, Enseignant chercheur a I'fcole Nationale des Sciences
Appliquées-Marrakech, Spécialité : Energétique, membre du laboratoire Mécanique des
Fluides et Energétique de la Faculté des Sciences Semlalia-Marrakech.

On ne peut rien apprendre aux gens. On peut seulement les aider a découvrir qu'ils possedent
déja en eux tout ce qui est & apprendre.

Citation de B. Galilée



