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TD Chapitre 9 : Suites réelles

Questions de cours : must-know

1)
2)
3)
4)

5)
6)
7)

8)
9)

Qu'’est-ce qu’une suite convergente ? et qu’est-ce qu’une suite divergente ?

Est-ce que toute suite réelle convergente est bornée ? et le contraire ?

Enoncer le théoreme de Bolzano-Weirstrass.

Donner, apres démonstration, la formule de la somme des termes d’une suite arithmétique du rang
0 au rang n.

Donner, apres démonstration, la formule de la somme des termes d’une suite gé¢ométrique du rang
0 aurangn.

Donner, apres démonstration, la formule de la somme des termes d’une suite arithmético-
géomeétrique du rang 0 au rang n.

Donner la limite de chacune de ces suites.

Enoncer le théoréme de convergence des suites réelles (4 cas).

Donner la définition de suites adjacentes.

10) Enoncer le théoréme de convergence des suites adjacentes.

11) Soit (u,,) une suite réelle. Donner la définition d’une suite extraite de la suite (u,).

12) Si les suites (Uy,) et (Uy,41) tendent vers une méme limite, que peut-on dire de (u,) ?

13) Si les suites (uy,) et (Uy,,41) Ne tendent pas vers la méme limite, que peut-on dire de (u,,) ?

14) Donner la définition d’une suite récurrente.

15) Soit (u,) une suite récurrente de fonction f, énoncer la proposition du cours pour une fonction f

croissante.

16) Méme chose pour f croissante.

17) Donner le théoreme sur les suites récurrentes exploitant I'lAF.

Remarque : vous pouvez, en vous aidant de cette liste de questions et en la complétant, vous faire un petit

résumé du cours sur les suites.

Limites :

Exercice 1:

a)

b)

Calculer les limites suivantes :

lim 2 +-CY° im < lim e™ —In(n)
n-+oo 1+n+n? ’ n—-+oo In(n) ’ n-+oo

lim n—n?; lim Vvn+1—+/n

n—+oo n—-+oo

Calculer les limites des suites définies par :

1 n (_1)11
u, =n/"; un=(1+z) ; Up ==
n+cos(n) cos(n)
= | - = e— M = —
Un =125 Un n+sin(n) ’ " sin(n)+In(n)



Exercice 2 :

. . s E(nx+1 . . . N
Soit x € R et la suite définie par : vnz=0, u, = % (E étant la fonction partie entiére).

Calculer la limite de cette suite.

Exercice 3 :

Calculer les limites des suites suivantes :

_ vwvn sin(k) | _wvn 1 . _on 1
Un = Zk:l ik’ Up = Zk:lﬁ , Wn = Zk:l n+vk

Généralités & Théoreme de convergence :
Exercice 4 :
. n ;
a) Lasuite (m) est-elle monotone ? bornée ?

nz0

n.sin(n!)
1+n?

b) La suite ( ) est-elle bornée ?
n=

Exercice 5 :
Soit x > 0.
xn

a) Montrer que la suite (n') est décroissante a partir d’un certain rang.
*/neN

b) Calculer ce rang.

Exercice 6 :

Soit une suite (u,) qui converge vers une limite [ € R*. Montrer qu’a partir d’un certain rang, u,, > 0.

Exercice 7 :
Soient (u,,) et (v,) deux suites, avec v,, — +co.
a) Montrer que si (u,,) est minorée, alors lim u, + v, = +o.
n-+oo

b) Montrer que si (u,,) est minorée par A > 0, alors lim u,.v, = +oo.
n-+oo

Exercice 8 :

Soient (u,,) et (v,) deux suites réelles, avec (u,,) une suite croissante, (v,,) convergente et u,, < v, a
partir d’un certain rang.

Montrer que (u,) converge.

Exercice 9 :

Soit la suite (U, ) ey définie paruy =letvn =1, u, = /2 + up_q
2



a) Montrer que cette suite est croissante et majorée par 2.
b) Que peut-on en conclure ?

Exercice 10 :

Soit (U )psq définiepar: u, =1+ ziz + 312 + -4 %

a) Ecrire u, sous la forme d’une somme (une série) en utilisant le symbole )

b) Montrerquevn = 1,u, < 2 —%

c) En déduire que (u,) est convergente.

Exercice 11 : Suite harmonique

Soit (U, )psq définie par: u, =1+ % + % + - +%

a) Ecrire u, sous la forme d’une somme (une série) en utilisant le symbole ),

b) Montrer que la suite (u,,) est croissante.
* 1

c) Montrer que Vp € N¥, uyp — uyp-1 = 2

d) EndéduirequeVp € N*, u,p —1 > g

e) Endéduire que (u,) n'est pas bornée.
f)  En déduire la limite de limu,, = +oo.

Exercice 12 :

Déterminer le terme général (u,,) définie paruy, = 1 et u,,; = 3u,, — 1 pour toutn € N.

Exercice 13:

a) La suite (u,)ney de terme général (—1)™. e™ admet-elle une limite ?

. (o1
b) Etla suite de terme général = ?

n

Suites Adjacentes :

Exercice 14 :

(Gl

Soit: S, = Yr=1 p

a) Montrer que les deux suites (S,,,) et (S2,41) sont adjacentes.
b) Que dire de la convergence de la suite (S,,) ?

Exercice 15 :

. . 1
a) Montrer que les suites de terme général u,, = 275:1; et v, =u, +

b) Que peut-on en déduire ?

1 .
o sont adjacentes.



Exercice 16 :

[Moyenne arithmético-géométrique)|
\ / \ 2 . .
a) Pour (a,b) € R*=, établir :
2vVab<a+b

b) On considére les suites de réels positifs (u,) et (v, ) définies par

Up + Un

ug=a,vg=bet Vn e Nyu, 1 = /u,v,,vp41 = =

Montrer que, pour tout n 2 1, u, < vy, Uy < Unii €6 Uy < Uy

c) Etablir que (u,,) et (v, ) convergent vers une méme limite.

c) Etablir que (u,,) et (v,) convergent vers une méme limite.

Cette limite commune est appelée moyenne arithmético-géométrique de a et b et
est notée M(a.b).

d) Calculer M(a.a) et M(a,0) pour a e R™.

e) Exprimer M (Aa, Ab) en fonction de M(a,b) pour A € R™.

Suites récurrentes :

Exercice 17 :
Soit la suite (u,,) définie par :

{u0=2

Uppr = fu) vneN e fO=1+vx

a) Montrer que f est croissante sur son domaine de définition.
b) Montrer que f([1,3]) c [1,3].
c) Montrer que (u,) converge et calculer sa limite.

Exercice 18 :
Soit la suite (u,,) définie par :

{u0=0

_1.3
Upsq = f(uy), VR EN avec f(x)—gx +1

a) Etudier suffisamment les fonctions f et g: x — f(x) — x pour tracer correctement le graphique de
la fonction f et sa position par rapport a la premiére bissectrice (y = x).

b) Montrer que f admet sur R* deux points fixes [ et I telsque 0 < [ < I'.

c) Choisir le bon segment [a, b] tel que u, € [a, b] et f([a, b]) < [a, b].

d) Montrer que (u,) converge vers [.

e) Montrerquel € [1, \/§]

Exercice 19 :
Soit la suite (u,,) définie par :

{u0=4 (x) = 4
Upsr = f(uy), Vn €N avec f(x T x+2



Etudier la suite (u,).

Exercice 20 :

Soit la suite (U, )pey définie parug =letVn>1,u, = /2 + up_4

Etudier la suite (uy).

Exercice 21 :
Soit (U, ) pen la suite définie par ugy € [0, 1] et u,4q = u, — uz.

Etudier en détail la suite (uy,).

Exercice 22 :

Soit n > 2 un entier fixé et f : R™ = [0, +-o[— R la fonction définie par la formule suivante :

1 +x"

f(t) . m, X 2 0

1. (a) Montrer que f est dérivable sur R* et calculer f’(x) pour x = 0.

(b) En étudiant le signe de f’(x) sur R*, montrer que f atteint un minimum sur R* que I’on détermi-
nera.

2. (a) Endéduire I'inégalité suivante :

(14+x)" <2 (1 +x"), Vx €R™.

(b) Montrer que sixc R ety € R* alors on a

(x _+_.‘_)n < 2n—l (xn s .‘_n).



