Pr. M. Lakhssassi ANALYSE 1 CPI1 - UIC

TD Chapitre 1 : Nombres réels :

I- Equations et inéquations :

Exercice 1 : Incontournable

Comparer sans calculatrice :

V3 V2 1+/5
?etO,S; ?etl; > et2

Exercice 2 : Incontournable

a b
Sia < betc < d, compléter avec ¢ ou d I'inégalité suivante : — < — (distinguer plusieurs cas).

Si0<a<betc<d<0,comparerad et bc.
Exercice 3 : Incontournable

Soient x et y deux réels.

1
Sachant que 3 < x < 5, que peut-on en conclure pourﬂ ?

Sachant -2 <x<3 q _
achant que _4<y<_1,enca rerx —y
8<x<9
Sachant que 3<y<4 , encadrer x/y
-2 < x< -1
Sachant que 2<y<3 , encadrer x/y
-2<x<3 . 2
Sachant que _7<y<_5,encadrerx etyz_x2
Exercice 4 :
1 1
Montrer que pour toutx > 1, — < =
X x<—1
x_
Montrer que si x < 1 alors y" <1

Exercice 5:
Soientaetb/aeth <3 eta<b.

Comparer (2a — 6)? et (2b — 6)?



Exercice 6 : Incontournable

Résoudre dans R les équations suivantes :

|x +3v2| =3; lx=3|=|x+1]; x*4+x+1=0; x3 —4x*4+4x—-1=0

Exercice 7 : Incontournable

Résoudre dans R les inéquations suivantes :

x+2
x—3

2x+1

|2x — 1| = 3; [3x +4| < 7;
x+7

|S4;

| = 10;

2x+1
x+2

x+1D)(x+2)<0;

lx —8] <5; [2x — 11| < |x = 5| ; 0<VxZ+4-Vx2+2<1
Exercice 8 :

Résoudre dans R les inéquations suivantes :
1

E

x
V3x+1—x>0

e3* —6e?* =6 —11e*

In(x—1)+In(x+1) —2In(x) =0

VT+x-V1T—x=Y1-x2

II- Inégalités et valeurs absolues :
Exercice 9 : Incontournable
Montrer que Vx,y € R, lx+y| <l|x|+ |yl (1°¢inégalité triangulaire)
[Ix| = lyl| < lx —y| (2™ inégalité triangulaire)

x| = [lx + yI = Iy

Exercice 10 :

Soient x,%5, ..., x, ER, n €N
Montrer que |x; + X, + =+ x| < |xq| + |x2| + - + |x,]

Quand est-ce qu’il y a égalité ?
Exercice 11 :

Soient x,y € [0,1]. Montrer que x% + y? —xy < 1.

2

<0; 1<V3x2-2<2; lx + 2| >V3;



Exercice 12 : Incontournable

Montrer que Va,b €ER, ab < %(a2 +b?); lab| < %(a2 +b%); 2Vab <a+b

Montrer que Vx € R, x(1—x) <

NN

lll- Calculs et fonctions :

Exercice 13 :

Soita = 1. Simplifier:\/a+2\/a—1+\/a—2\/a—1

Exercice 14 :
Soit f: Q — @ telle que
Vr,y € Q, f(z +y) = flz) + f(v)
a) On suppose f constante égale C' quelle est la valeur de C'7

Omn revient au cas général.

b) Calculer f(0).

c) Montrer que ¥z € @, f(—z) = —f(x).

d) Etablir que Yn € M,Vzr € @}, f(nx) = nf(zx) et généraliser cette proprieté a
ne Z.

e) On pose a = f(1). Montrer que ¥z € @, f(z) = ax.

IV- Partie entiere :

Exercice 15 :

Montrer que la fonction partie entiére E : x — E(x) est croissante.

Exercice 16 : Incontournable

Soit x un réel.
Montrerque E(x + 1) = E(x) + 1
MontrerqueVn € N, E(x + n) = E(x) + n

Exercice 17 : Incontournable

Soit la fonction partie entiére E : x — E(x).

1) ComparerE(x +y)etE(x)+ E(y)
2) Comparer E(x.y) et E(x).E(y)

Indication : dansle cas x < 0 ety = 0, montrer que :

E(xX).E()+Ex)<E(Xx.y) <EX).E(y)+E®W)

3



Exercice 18 :

Soit x > 0 un réel. Encadrer @ Quelle est la limite de @ lorsque x — +007?

Exercice 19 :

Si = est un nombre réel, on note || sa partie entiére, qui est (par définition) I'unique entier relatif
satisfaisant la double inégalité :
|z] <z < |z]+1.
. Déterminer les valeurs suivantes : [1.5], [—1.5], |7, [0].
. Représenter graphiquement la fonction z — |z entre —3 et 3.

. Donner un encadrement de |z] en fonction de z.

= Lo b

. Les assertions suivantes sont-elles vraies 7 Si oui, les démontrer, sinon, donner un contre-exemple.

(a) Pour tout réel =, [z + 1| = [z| +1;

2
(b) Pour tout réel x, L_;J = |z];

(c) Pour tout réel z et tout entier n strictement positif, 0 < |nz| —n|z] <n-—1

V- Maximum, minimum, borne supérieure

Exercice 20 : Incontournable

Le maximum de deux nombres x, y est noté max(x,y). De méme on note min(x, y) le plus petit des deux
nombres x et y. Démontrer que :

x+y+|x—yl . x+y—|x—yl
— et min(x, y) =—2

max(x,y) =
Trouver une formule pour max(x, y, z).

Exercice 21 : Incontournable

On considere le sous-ensemble A de R défini par :

xX=Yy
A=1———7;x€|-11ye[-11
basreltiyel-11y]

Trouver un majorant et un minorant de A.



